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المعادلات التعاضلية 
ولطبيفانها 


أ.د ‏ عيد الشافى فهمى عيادة أ.د ‏ حسن مصطعى العويضى 
أستاذ الرياضيات - كلية العلوم أستاذ الرياضيات - كلية العلوم 
جامعة الأزهر جامعة الأزهر 
أد. عضاف أبو المتوح صالئح 


أستاذ الرياضيات ومدير مركز 


الحاسب الآنى 5-5 جامعة الأزهمر 


الطبة الأول 
9 إهر/ ١‏ دم 


منرم الطبع والتخبر 


45 شارع عباس العقاد- مديتة تصرح- القاهرة 
ت: 7719/6798 - فاكس: 771/11/86 
5 أشارع جواد حستى -ات: 1817-3153 


صرمء_نطةء جاع سعط لاعت دل برجب 
0 أطدعجاءء عل لاع ع ول ©) 117100 


عبد الشافي فهمي عبادة. 

المعادلات النفاضلية وتطبيقاتها/ عبد الشافي فهمي عبادة. 
حسن مصطفى العويضي. عفاف أبو الفتوح صالح.- القاهرة: دار 
الفكر العربى؛ 579 1ه ع ١٠10م.‏ 

"دمص ؛ 5" سمح (سلسله الذكر العسربي لمراجع العنرم 
الأساسية؛ 519). 


ببليوجراقية: ص 841 - ,844 

تدمك: 1٠١ 750 ٠١-*‏ - الاق 

١-المعادلات‏ التتاضلية. ”- المعادلات التنفاضليهة الخطية. 
"- المعادلات التفاضلية - تطبيقات حيوية واقتصادية وهتدسية. 
أ- حسن مصطفى العويضى. مؤلف مشارك. ن- عفاف أبو 
القتوح صالح؛ مؤلف مشارك. ج- العنوان. «- السلسلة. 





جمع إلعترونى وطباعة 





الحمد لله رب العالمين. . خلق الإنسان» علمه البيان» 


والصلاة والسلام على أشرف المرسلين» سيدنا محمد النبى الأمى العربى الصادق 
الأمين» وعلى آله وصحيه والتابعين عبان إلى يوم الدين . 


أما بعد 


فإن اللغة ‏ أى لغة ‏ هى وسيلة التواصل الفكرى بين أيناء الأمة الواحدةء وهى 
فى الوقت نفسه تمثل حاجة ملحةء وضرورة لا غنى عنها لكل أمة تشرع فى التنهوض 
من كيوتها وتسعى إلى اللحاق يركب الحضارةء مؤمنة يالدور الأساسى للعلوم الأساسية 
والتطبيقية والتقنية فى صنع التقدم والرقى 

هذه الحقيقة التاريخية استوعيهأ علماء الحضارة العربية الإسلامية عتدما ترجموا 
الحضارة العربية الإسلامية فى أوائل عصر النهضة الأوربية الحديثةء وتعيها اليوم كل 
الأمم التى تدرس العلوم بلغاتها الوطنيةء فى سعى حثيث تعحو المشاركة المعالة فى إنتاج 
المعرقة وتسّسد صرح الحضارة المعاصرة . 

ولقد أضحى أمر تعريب العلم والتعليم صرورة من صرورات النهضة العلمسية 
والتقنية التى تنشدها أمتنا العربية الإسلامية لكى تستائف مسيرتها الحضارية بلغة القران 
الكريم الذى حفظها قوية حية فى التفوس على الرغم من الوهن الذى أصاب أهلهاء 
وما ذلك إلا لأن الله - سيحانه وتعالى ‏ قد خصها بصفات قميزها على غيرهاء وكقلها 
يحفقظه حين تكقل بحفظ قرانه العظيم ‏ 

والحديث عن هذه الضرورة الحضارية لتعريب العلم والتعليم قد تجاوز الآن مرحلة 
الإقناع بالأدلة والبراهين المستقاة من حقائق التاريخ ومعطيات الواقع المعاشء وعليه أن 
ينتقل إلى مرحلة التخطيط والتنقيذ» وفق أسس وضمانات منهجية مدروسة» وعن طريق 
آليات ومؤسسات قادرة على إنجاز المشروع الحضارى الكبير؛ ذلك أن اجتياز حالة 
التخلف العلمى والتقنى التى تعيشها الأمة العربية والإسلامية يجب أن يصيح هدقا 
عزيزا تُستحث لأجله الهم وتسكثار العزائم . 


ودار الفكر العريى _ من جانبها ‏ قد استشعرت خخطورة تأخير هذا المشروع 
الحضارى الكبير» فسعت جاهدة إلى تحقيق الهدف النييل» وشرعت في إعداد اسلسلة 
مراجع العلوم الأساسية» فى مجالات الكيمياء والفيزياء والرياضيات والفلك 
والجيولوجيا وعلوم الحيأة» بحيث تخاطب قارى العلوم فى مراحل العمر الختلمة 
بصورة عامة. وطلاب المرحلتين الشانوية والتامعية على وضه الختصوصء فى صوء 
الأهداف الآتية: 

* ريط المادة العلمية بما يدرسه الطلاب فى متاهجهم الدراسيةء» وعرضها على 
نحو يوافق التصور الإسلامى للمعرقة» ويحمقق أهداقف وغايات التربية 
الإسلامية الرشيدة. 

ل إثراء الثقافة العلمية لدى الطللاب والارتقاء يذوقهم العلمى مع تئمسة الخائب 
التجريبى والتطبيقى لتعويدهم سن الاستقادة من كل ملكات المكر والعمل 
التى وهبها الله - سيحانه وتعالى ‏ للإتسان. 

#* إيراز الدور الرائد الذى قام يه علماء الحضارة العربية الإسلامية ‏ قدي 
وحديئنا ‏ فى دقع مسيرة التقدم العلمى. 

2 تنيع عمو المفاهيم العلمية وصولا إلى أحدث الكشوقف والمخترعات» وذلك 
من حدود الموضوعات الدراسية المقررة عليهم . 

* الالتزام يما أقرته مجامع اللغة العربية من مصطلحات علميةء ويمضل أكثرها 
شيوعا مع ذكر المقايل الأجنيى . 

وعهدت دار الفكر العربى بالمستولية العلمية إلى هيئة استشارية تتولى التخطيط 

لإصدارات هذه السلسلةء» واستكتاب أهل الخيرة والاختصاص من علماء الأمة 
ومقكريهاء ومناقشة ة الأعمال المقدمة قبل صدورها. 
«ربنا لا تزغ قَلوينا بعد إذ هَديتَنَا وهب لَنا من لُدنك رحمة إِنَّكَ أنت 
الْوَهّاب 42 4 آآل عمرات]. 
وآخر دعوانا أن الحمد لله رب العالمين 


أحمد فؤاد با 


اللجنة الاستشارية لسلسلة الفكر العريى 





لمراجع العلوم الأسداسية 

أ.د أحمد فؤاد ياشا أستاذ الفيزياء وتائب رئيس جامعة القاهرة وعضو رئيس اللجنة 
المجمع العلمى المصرى. 

أ.د محمف عيد الفتاح القصاص استاذ علم النيات ‏ بعلوم القاهرق وخيير البيئة العالى ) حضوا 
وعضو المجمع العلمى المصرى. 

أ.د عبد الحافقظ حلمى محمذف عميد علوم عين شمس الأسيق. عصوا 
وأستاذ البيولوجيا وعضو مجمع اللقة العربية. 

أد أحمف مذ حت إسلام أستاد الكيمياء ‏ العميد الأسيق تعلوم الأزهر. عصوا 

أ د على على اللكرسى أستاذ علم الحشرات. جاممة القاهرة. عضو المجمع)) حضوا 
العلمى المصرى 

أد الامام عيده قبية أستاذ علم النيات. ووكيل كلية العلوم جامعة القاهرة ‏ حضوا 


لشئكون النراسات العليا واليحوت سايهًا 


أ د أحمد مختار أيو خضرة استاذ الجيولوجيا ‏ ووكيل كلية العلوم جامعة القاهرة ‏ حضوا 


لشتون النعليم والطلاب. 
أ.د محمد أمين سليمان آستاذ الفيزياء . علوم القاهرة. عصوا 
أ.د عبد الشافى فهمى عيادة أستاذ ورئيس قسم الرياضيات . علوم الأزهر. عصوا 
أ د محمد أحمد الشهاوى رئيس قسم الفلك والأرصاد الجوية . جامعة القاهرة. عصوا 
أد شريف أحمد خيرى أستاذ الفيزياء . علوم القاهرة. عصوا 


مديرا التحرير: الكيميائى: أمين محمد الخضرى 
المهندس: عاطف محمد الختضرى 
سكر سر اللحية: الأستاذ: عيد الخليم ابراهيم 
جميع المراسلات والاتصالاات على العتوان التالى: 
سدسلة القكر العربي لمراجع العلوم الأساسية 
3 شارع عاسر العقاد - مديته نصر - التاهرة 
ت: 51/573485 - فاكس: ه517/507107 


حصن قلطاو جاع تعا كا درول جربب 
د60 ااأحجواءع ع1 1اعء دل 1501226 


يسم الله الرحمن الرحيم 
مقدمة 
الحمد لله والصلاة والسلمم على من أرسله الله رحمة للعالمين وعلى من 
سار على نهجه إلى يوم الدين. 
أعد هذا الكتاب لدراسة المعادلات التفاضلية العادية وطرق الحل 
المختلفة وبعض النظريات والدوال الخاصة المرتبطة بها. 
للمعادلات التفاضلية دور يارز فى العديد من التخصصات فدورها فى 
مجال الفيزياء لايخفى على أحد وكذا دورها فى العلوم الهندسية كما أن كثيرا 
من اصناف المعادلات التفاضلية تظهر فى دراسة الكيمياء وكذلك بعض فروح 
البيولوجيا والاقتصاد. فمن الاهمية يمكان ان يتم عرض المعادلات التفاضلية 
وكيفية تطبيقاتها فى بعض من هذه المجالات المتعددة. 
ولاشك أن المعادلات التفاضلية العادية ذات الشروط الابتدائية المعطاة 
تعتبر من أهم وأبرز عناوين التمثيل الرياضى والذى يتم بناؤه لمعرفة أو تحديد 
الظواهر العلمية بما فى ذلك مصادر المعلومات المتعلقة بها. إن بناء أو تشكيل 
النموذج الرياضى » والذى يتكون من الأفكار الرياضية مثل الثوابت والمتغيرات 
والدوال» والمعادلات الرياضية الجبرية أو التفاضلية » يتم يتحديد قيم هذه 
المتغيرات الداخلية التى تحكم اداء العملية ووضع الأقتراحات التى تحكم تعريف 
هذه المتغيرات. ثم وضع العلاقات الرياضية التى تريط يينها. هذه العلاقات 
الرياضية قد تأخذ عدة أشكال مثل معادلات تقاضليةء معادلات تكامليةء معادلات 
فروقء» معادلات مبنية على قرارات عمليةء أو قوانين تجريبية أو علاقة 
احتمالات وبحل هذا النوع من المعادلات الرياضية يمكن الحصول على تصور 
واضح لخواص وطبيعة العملية بل مستقيل سيرها أيضا. 
ويحتوى الكتاب على طرق حل بعض المعادلات التفاضلية من أى رتية 
وأى درجة ذات المعاملات الثابتة والمتغيرة. كذلك تعرضنا لطرق حل 
المعادلات باستخدام المتسلسلات ويعض التطبيقات كما تعرضنا للمعادلات الكلية 
والمعاملات التفاضلية التامة من أى رتبة. وأحتوى الكتاب أيضا على بعض 
النظريات ذات الصلة مثل نظريات الوجود والوحدوية والنظم الخطية وغير 
الخطية واستقرارها وتذبذب الحلول ومحدوديتها والشروط المكافئة لوجود حلول 
دورية وأيضا تعرضنا لتوضيح ظاهرة تفرع الحلول. 


تلام 


وأحتوى الكتاب على تطبيقات بيولوجية وفيزيائية وكيميائية وكهربيه 
واقتصادية بالاضافة إلى بعحص الدوال الخاصة مدل بيدا وجاما ويسل 
وليجندروهيرمت ولاجيروالدوال فوق الهندسية التى نتجت من حل بعض 
المعادلات التفاضلية. 


ويتقدم المؤلفون بالشكر لمن قد يساهم بالرأئ أو بالنقد لهذا الكتاب. وما 
هذا الا جهد انسانى ومهما حاولنا فلن يبلغ مرتبة الكمال. 


والله الموفق وهو الهادى إلى سواء السبيل 


القاهرة المؤلفون 
ربيع الأول ١57١‏ 


"0٠١  رياربف‎ 
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المعادلات التقفاضلية 000 
المعادلات التفاضلية العادية ولا من 
للمعادلات التفاضلية الجزئية 0577 
رتبة المعادلة عو دع سا دعا ل جا بر عه 
درجة المعادلة 00 شغ« 
المعادلة التفاضلية الخطيه وغير الخطية 
حل المعادلة ا 
عائلة المنحنيات تعدا ذاه ع ع مان نان دان 
تكوين المعادلة التفاضلية اه 
انواع الحلول شط 
الرونسكى واد له 2210 دب انا لع ك1 21 


معادلات تؤول إلى المعادلات المتجانسة 
للمعادلات التفاضلية التامة 2*5 
ات 
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6 عامل التكامل (المكاملة) ا‎ 5-١ 


501 4 بعضض القواعد للحصول على عامل التكامل او‎ 7-١ 
المعادلات التفاضلية الخطية احواد وو اا ويا اب وا وان كار ار‎ 48-5 
معادلات قايلة للاختزال للمعادلة الخطية مع 0 3ه جو اح 1 ا‎ 3-١ 
2 أمئلة متنوعة ا ا ا رو ل ل وه ان‎ ٠١- 

تمارين عن حو شع ةشع قح لو ولعافت ل اس وساف اذا أن عن ا ناه واس ام نوها وا 6 // 


والدرجة الاولى 
1١-5‏ موقدمة تاداع مويو ع ع أ جرخ عاق عق باط نر مام انوا االو افوا ا 0 
2037-7 المعادلة اللوجستية 1 0 
*-7--> تطبيقات فيزيائية اا 11[ ا 
#*-5- تطبيقات ميكانيكية 0 1[ [ [ اا 
2-0-0 تركيز السوائل (تحليل أوعية) ا[ 100 
“5-1 الدوائر الكهربية البسيطة 00 
*-/0307- تطبيقات كيمياتية ا ا ا 11 
48-9 تطييقات اقتصادية ع وو ولاو وا فاع كن ف لل و ا 110 71 
64-5 المسارات لمعن حا وا نلو يماط ا ا و ا لا م 1011 

تمارين اه عات أ وها لعا عاد لأا لل نع كوا رات ا لعار طاو ل له فتك ا اد ل 1 7717017723 
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1-4 الطريقةالاولى:معادلات يمكن تحليلها كعوامل من الدرجة الاولى فى م ١4١‏ 


الطريقة للثانية: معادلات تحل فى « 0 
الطريقة الثالثة: معادلات تحل بالتسبة إلى ا 3057378”ذ5ه 
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ه-١‏ اوه اماروعاع لم وق بض واوا لها إن ادملة وده عن ع لوا ماق واو اكه( اق نم01 2012 
5-5 نظرية وجود ووحدوية الحل وففعه ممم ثم مة وموم مم ةو مم م مو من رون ممم ينه 
١-5‏ الحلول المرتيطة والمستقلة خطيا اح ا ا ا م ام ا ا 
ه-غة الرونسكى لاقم ممه مومهم ود هد مويه مو موه ممه ممم ممه نويه و وهم هود هموي ينونه دددوه 
>-5 يعض النظريات الهامة وعدي و واه نومره ل ا سجاه مية ف ‏ ةدا كرفا لك اله 
--1 المعادلات التفاضلية الخطية من ألرتية النونيه اطع اف الع 
-097 أمثله محلولة ع اه واه عه قاع هرقا قاء وهاه طعا ووو را ااه هه اودر لواو ولا وداه 

تمارين له ل انهاه ولك 1 لم ما ع وك لودج مانا اد م م100 م 4و 


الباب السادس: معادلات تفاضلية خطية من الرتبة النونية ذات 


معاملات ثابتة 


7-5 المعادلات التفاضلية على الصورة مج تسم ند لها ف م7 لوطب و د عو لوي 2 ل ١‏ 


75-5 إيجاد الدالة المتممة اموا او ا لو له ل الحو ا ا اد 11 
5-5 إيجاد الحل الخاص مك بع مانت مون لخو اق ا ماع وو ا ا ا 511 1 
6-5 طريقة المعاملات غير المعينه قا اددع اماع ساسح 1 ؟ 

تمارين الجا ع ل فوع ع دوع عام الم اما نومار لمم كرو ا ا 11111 


١-1‏ تركيز السوائل 000 0 ا ااا 
7-07 تطبيقات فى الميكانيكا 000000 
7-10 الدوائر الكهريائية 0010 ا 

تمارين كاه اويديف ه ع قي 2 اجن عي لباه ا تع قن ل لا وك و لعل ل او ا ا ا 21 7 


١-4‏ مقدمة ا ا ا مات 1 لا و 81 ؟ 
7-4 طرق الحل فافع اع عه داع جاه تن ع أ عه وري وجو قل الج عع دالا ع الا لل ا كي ل 728 
أ - عند معرفة أحد حلول الدالة المتممة 0000 
ب - الاختزال إلى الصورة العمومية ا انان 
ج- طريقة تغير البارامترات (الوسائط) 0 000 
د - طريقة تحليل المؤثرات 00000 ااا 
7-8 معادلات ذات معاملات متغيرة تختزل إلى معاملات ذلت معادلات 
تابتة ا ا ل ار ا ا 1 1 
4-4 تخفيض رتبة المعادلة واط م تود ناه ا ول الور وعد لأ ولا و و 0111 
تمارين وخعان ا ع مداع وا عع اه وما أ سو ع ع وس كع سور نا دن اع اواو 12017 


الباب التاسع: المعادلات التفاضلية الانيه 


111/1 1 مقدمة مطرو ا لالط كوا عام و لطر 6 1 7ك 31 165 لا اك ا اا‎ ١-4 
طرق حل المعادلات التفاضلية الاتيه ا ل‎ 7-8 
المعادلات التفاضلية الأنيه التى تحتوى مؤثرات ا‎ 7-4 
11 طريقة المصفوقات و دن اوه لوط د خم ا ا ال‎ :-41 
0 المعادلات غير المتجانسة‎ 5-4 

ثمارين جوق 1 و دنه قبي لقا اس جو وميد ا لاه اميا ع 1 17111 


(تطبيقات حيوية) 
١-٠‏ مقكمة وعم لاوج وسنان اقواة سن مه و نعو فاك ماناو 7013 
5-٠‏ حل نظام ذى تداوى مكرر 00 ااا 
7”-٠١‏ يعض الحالات الخاصة 233 4 اننا عند ابه جل قله عه ل ا وه لوالا مي 8 17 1 
تمارين محا ا و حو وو ل دا وا قا ا ار ا ل او اانا 1 110115 


111 مقدمة نوك 2 انك عجعانة عا ينع امامت ل 32 ع خ لبا عه عام طن ود بو و روه وات سو‎ ١-١5 
11 000 تعريفات أساسية‎ 7-0١ 
النقاط العادية والشاذة اال‎ "5١ 
775 .. الحل يمتسلسلة فى قوى (,+- 2<«) حيثت ,ع نقطة عاديه‎ 4-١ 
1 218 طريقة فروينيوس تماد بو لط ا او ا ا‎ ©ه-١‎ 
7106 الحل بالمتسلسلات حول نقطة شاذه منتظمة اق ا ا واو‎ 1-١ 

تمارين مع فس جح وه واوا ومن واه داه ا و مجلم ورا لل با 1 170171 
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الباب الثانى عشر: نظرية وجود ووحدوية الحل 


5-١‏ طريقة بيكارد دمخي تجاه سح و طاظلة ف سداد فد يمه 
1" طريقة بيكار للانظمة التفاضلية الأنيه 116 
2-١7‏ مسائل الوجود والوحودية او ا د 
5-١7‏ متباينة جرونويل 1101000 
1-7 امظة محلولة و سر كا االو اواو 0 


73-١7‏ النظام الخطى المتجانس ان اه رموه ونوا ات رو 
75-7 حل النظام الخطى غير المتجائس ا 
5-١‏ للنظام ذو المعاملات الثابته ل 
0-١7‏ المصفوفات القطرية ومصفوفات جوردان 25 
58-١7‏ النظم المرافقة اا 00 


, سلوك حلول المعادلات التفاضلية من الرتية‎ /-١ 


© © © © بت ف © © © © ال © هس هس بج 


© © ته نه ته جه ات جه هه هت -س دت © 


6 62نم اه هم ةن هس نا © بس هاه سه ته ٠‏ 


تخت ته ج46 9 2 © ب لنت نه ساس جات تت ه 


ات © ل 6 تاات © © يتات © جه ته © 


5-١ +‏ الوياتيات 000 
تمارين واه مها او دواهة هاه 86155 16وية هه 


الباب الخامس عشر: الحلول الدورية للمعادلات التفاضلية 


١-5‏ مقدمة الو م و ا 
7-١5‏ الاستقرار (تعريفات ومفاهيم) .... 


3-5" استقرار نظم المعادلات التفاضلية 


4-57 استقرار النظم الذاتيه ش55 


١ © <* ©‏ "© © ه ه © © ته ته © © © 6 6 © < © © ه 5ه بس © : ه ت هه 


> © ل شت سس همه :نه 6ه 5 ثفن تس جل س دن داس وده ه ات ه © ه اث" 


:© ف ته © © © 86 © © 5 66 5686© 6 © © 5 5 2ه 6< تن هدس اه ه 


© © ش تت هس < هأ 5 هه 68 © 65 5 ٠:68‏ 5ه © 5ت 6 565 هن هج هج ه © 


الباب السابع عشر: طريقة ليبانوف 


82 مقدمة لظا ع لور ادا عقاء وايطان رق ماوق لاك وان اد اوور و الم ا‎ ١-17 
الاتنظمة الذاتيه . الوه ف أ ماتج يه جع عا مز اماة عاط ما ل عاط مالعالا ول اف كي هبارت‎ 5-١17 
08111 الانظمة غير الذاتيه الموسط ع اكوا ما بوي ع تجوت وما ابابو وا ا‎ 7” 
طرق ايجاد داله ليبانوف ا او ل ل ا 1ت‎ 5-7 

تمارين مع دع حو ب يع اط نه كه ور انا جل ولق وا ان د ع ابو ا ع 1 2 106 


الياب الثّامن عشر: التقرع 


16 عقدمة عر مارج اه 2 معي لسرا ا عع نان لوا لع اع اا ل ا د ات ال ل‎ ١1-١ 
التفقرع القع 1 اق و جع ا ا 1 ا ل ين توم قم امم او ال‎ 5-14 
0 1 [ [[  [ [1 1 [ تفرع هوبف اذ[‎ "- 
تطبيقات 8 ا ا‎ 2-١ 
11 التفرع فى / حم ع وه لوه لقص ل ل و و‎ 5-4 

تمارين اع لع العامة 3 ترد دوا ان كن اسه واه و وان وقد سر ب 11 1101 


الباب التاسع عشر: المعادلات التامة 


1 متكمة بب0000000000000اا ااا ا‎ ١48 
4194 شرط التمام لمعادلة تفاضلية من الرتبة النونيه‎ 7-8 
تمارين 000020101000 ااا اا ا ا‎ 


الباب العشرون: المعادلات التفاضلية الكلية 


الياب 


١-5 ٠‏ مقدمة عوهه ههه هسمه موده مرو من ومهة ده مهمهي م مودو وو دده 
5-٠‏ المعادلات الاتيه عا و2 ل ين 214 ا 5 
7-٠‏ المعادلات التفاضلية الكلية ”3 


0-٠‏ طرق حل المعادلة © - ج84 + بره0 + عوم 


5-9١‏ نظريات سدورم ووسههه معووموووونمويةدومويمدمةءنوويودوده 
4-١‏ الصيغ المترافقة (القرينة) 5100000 


2-١‏ تعويض بروفر دامع جد كي مح عو 44 يواوه لود اهن 


2-0١‏ تكوين دالة جرين ناه هه لمعته ل 6ه اع 0د اكات 


0-7 شروط حديه غير متجانسه 0 *ش5**#ظ” 


797 - 


© ته © ف << ته © ل بج نه نت مات ه هدس ه 


ات ان © © 55 تت نه هس هب 5ت © هأاه هاه ه» 


"اث © بج " جه © بج "هت لج بج هأ نس - : ه 


> ه مات © 6 © وه © هسه * ماهس هن هس هس 


© 6 © © © تس 6ه هس © 4 ” 5ه © »هه 


© © © © ني © © © ه تت © 6ج هه + هاه 


الباب الثالث والعشرون: مسائل شتورم وليوفيل 


1-7 نظام شتورم وليوفيل 00001 00 ااا 
3-7 القيم للذاتيه والدوال الذاتيه 0 00000ااا لل 
7-7 مفكوك الدالة الذاتيه ااا زفي 

تمارين ع ناي لمجاو ناج ةق له لات 0115192101 عردو لقان ا وين اق ل 1412 1/7117 


الباب الرابع والعشرون: كثيرات حدود ليجندر 


١-1‏ تعريف ا اذ[ اا 
7-4 حل معادلة ليجندر ااا 
7-5 تعبيين بعض كذيرات حدود ليجندر ال لاح ع ا 3 
5- >5 الدالة المولدة لكثيرة حدود ليجندر معبع م مقع اع تروط موا ل م 2 1 
0-5 خاصية التعامد لكثيرات حدود ليجندر اذم ةاور نواعم د 3و كوف وا 8167 17 
5-7 العلاقات التكرارية 00 1 1 1 1010 1 1 1 ا 00 
7-ا صيغ ردريج ع عا اع حا ع 0 شع ديع وميه ع ولاه فر ووو سار نولل وو 0 عوك ني كيه ا 
8-1 مفكوك دالة فى كثيرة حدود ليجندر 000021 0 اا 

تمارين د كما اخاعء لاقع ا اق ارد طم عا و لا ع عه واعع امه امو فونه اجا عي 1/718 


ما 


الباب الخامس والعشرون: دوال بسل 


73-65 دالة يسل من النوع الاول والرتيه 7 ا ل لك 
7-6 العلاقة بين (<),27,)*(.7 7 عدد صحيح موجب 556 
4-6 الصيغ للتكرارية لدالة يسل ١..............يييييتء‏ م ا 
5-5 املة تحتوى تكامل العلاقات التكرارية و ا 
5-6 داألة يسل المولدة دعن اع نا رو 0ل ولاو عن لع تقر اناا ل 


الباب السادس والعشرون: كثيرات حدود هيرمت 


7-5 تعبير مناظر لكنيرات حدود هيرمت (صيغة رودريج) 521 
2-5 كثيرات حدود هيرمت لبعض قيم ” الخاصة ام مه 
2-7 خاصية للتعامد لكثيرات حدود هيرمت وهم 213 عل عع ان عر اده 
5-5 العلاقات التكرارية م 2 2 236 ع اه جع تاي سوا ره ا ا عاد 


3-17 الدالة المولدة لكثيرات حدود لاجير ا ع الام اك ان 


5-7 بعض صور لكثيرات حدود لاجير 20 
١9-‏ 


0-7 العلاقات التكرارية لكثيرات حدود لاجير مت توي ذلا واب 10 
تمارين عا ان و سق ودار م اد ا 111 

الثامن والعشرون: الدوال فوق الهندسية 

١-0‏ مقدمة ونيا ا لوا لوح اا ا ا ا 

7-4 تعريفات عا اا اما ور واو ب معان لج ا اا 

”7 بعض النظريات 77789 12*57 

- 5 للدوال فوق الهندسية الملاصقة لظ 


0-7 العلاقة المصاحية للدوال فوق الهندسية المدمجه 


5-4 امثلة محلولة لظ 


»#8 ا 


© © 2< ب © نثا نت © © ج أب "هه © ه أ 5ه 


© 65 2 ته هج تن 6 سد ت صن 5 هه ٠©‏ 


© 2 © بس سان © © هوه - هت © 


86 © ند سن 6 اانت "هس نع © تال هع هده 62ت تس ث 5 ج 6ن تج © 6 © سس © ب نس تس بج © © ب جه © 6-565 جه هع ة 5< تس 5ت 5 ته 6 6 تس سس سج 5 5 هس اج 5 بج ه ه 


الباب الأول 

مفاهيم عامة 
كأررءع02) لماعدءم) 
مقدمه: 
١-١‏ المعادلات التفاضلية: 


تسمى المعادلة التى د تحتوى على مشتقات لمتغير تابع أو أكثر بالنسبة 
لمتغير مستقل أو أكثر بالمعادلة التفاضلية ومثال ذلك المعادلات 

















)1( نمز حمستو + ) - ول 
0 الا ا 
4 04 21 
42 ا 
0 3 د 7 
12 ا 1 ا 
)4( أ )مدا 11 ع 
١ث0),_‏ .0 
)5 ف ف 
2 0 05 
)6( 0 2 


وقد تستخدم المصطلحات ,,ز أو "ا , ,لإ أو “<ا, ربز أو “2 التدل على 
*ى بوث ى 5 

كاك ترتيب. فمثلا المعادلة (3 0 اعادة كتايد 
0 2 ع ” 77 على الترتيب ) ( يمكن د ينها 
على الصورة 'نز/ 6+ بزح بر أو ينا+ ,بزعلا بر 
7-١‏ المعادلة التفاضلية العادية: 20008نانء 0101762621 /تتدستل:0) 

هى معادلة تفاضلية تحتوى على مشتقات متغير تابع واحد بالنسبة إلى 
متغير مستقل واحد ومثال ذلك المعادلات (1): (2)ء (3)ء (4). 
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”-١‏ المعادلات التفاضلية الجزئية: 

هى معادلات تحتوى على مشتقات تابع واحد بالنسبة إلى أكثر من 
متغير واحد مستقل ومثال ذلك المعادلات (5). (6). 
:-١‏ رتبة المعادلة: 002012 

تكون رتية المعادلة هى أعلى مشتقة موجودة بالمعادلة . ومثال دلك 
المعادلة (2) من الرتبة الرابعة والمعادلتان (1)؛ (3) من الرتبة الأولى بينما 
المعادلتين (4): (6) من الرتبة الثانية والمعادلة (5) من الرتبة الثالثة. 
0-١‏ درجة المعادلة: ععرعء10 


هى درجة (أس) أعلى مشتقة فى المعادلة شريطة ان تكون المشتقة 
الأعلى فى المعادلة خالية من الأسس الكسرية ومثال ذلك المعادلات (1)» 
(2)ء )6( من الدرجة الأولى. أما المعادلة )3( بعد التخلص من الكسور 
تحصل على 


2 
#+ |2 )اده / )در 
4 
وهى معادلة من الدرجة الثانية. وأيضا بتربيع طرفى المعادلة (4) للتخلص 
من الجذور ٠‏ نجد أن ء من التعريف ٠‏ المعادلتين (4)» (6) من الدرجة الثانية. 
5-١‏ المعادلة التفاضلية الخطية وغير الخطية: 
تسمى المعادلة التفاضلية خطية إذا كان: 
(61) كل متغير 0 الدرجة 0 


وإذا لم تكن المعادلة لتفاضلية خطية فانها تسمى غير خطية. 
ومثال ذلك المعادلات (1)» (6) خطية بينما (2)؛ (3) (4): (5) غير خطية. 
١-/ا‏ حل المعادلة: 50110102 
تسمى أى علاقة من المتغير التابع والمتغير المستقل والتى عند 
التعويض بها فى المعادلة التفاضلية نحصل على متطابقة بحل المعادلة. 
ل 


للمتغير المستقل (أو للمتغيرات المستقلة ). 
ومثال ذلك: “دم د رن يكون حلا للمعادلة بر2 -' بو وذلك بوضع 
توح بزء عدوم -' بر فى المعادلة المعطاه نحصل على المتطابقة 
»مم2 - *7جع2 . نلاحظ أن >”مع- برا هو حل للمعادلة المعطاه لأى ثايت 
© والذى نسميه يثابت اختيارى. 
86-١‏ عائلة المنحنيات: 

تسمى فئة العلاقات التى على الصورة 

(0 ع (رع..روعن©, ناوع) :0 ارع)) 
حيث كر دالة متغير حقيقى فى - ,©..,رء.,, بر.ع وأن كل ,عء (1,2,..2- )2 
تأخذ قيما حقيقيةء بعائلة منحنيات ذات عدد 72 من اليارامترات ومثال ذلك 
الدوائر المتحدة المركز المعرفة بالعلاقة. 
ع > بكي 
هى عائلة منحنيات ذات بارامتر واحد إذا أخذت © قيما حقيقية غير سالبة. 
وأيضاآ عائلة الدواتر المعرفة بالعلاقة 
و6 ع- *(يع- )+ *(,ع- 0 

هى عائلة ذات ” بارامترات إذا كان بمء ,© تأخذ قيمة حقيقية وكانت - ,ع 
31-١‏ تكوين المعادلة التفاضلية 

لنفترض أننا أعطينا عائلة منحنيات ذات عدد 7 من البارامترات. فإنه 
يوجد 7 نوايت اختيارية فى صورة العائلة. وعلى ذلك فإنه يمكن الحصول 
على معادلة تفاضلية من الرتبة النونية حيث يكون حلها هى عائلة المنحنيات 
المعطاه ولبيان ذلك نتبع مايلى: 

نشتق معادلة عائلة المنحنيات 7ه من المرات لنحصل على : من 
المعادلات التفاضلية تحثوى 7 من الثوابت الاختيارية و 77 من المشتقات. 
ويحذف «” من الثوابت. الاختيارية من (1 + 7) من المعادلات التى حصلتا 


]ات 


غلنها نحضل غلن معاتلة تحتوؤئ .على مكبتقة من للرقية التونية ويدلك تكون قد 
كونا معادلة تفاضلية من الرتية النونية. 
ملحوظة: نلاحظ أن رتبة للمعادلة الناتجة تكون مساوية لعدد الثوايت الاختيارية 
فى عائلة المنحنيات. 
الامثلة الثالية توضح هذه الفكرة. 
مثال :)١(‏ اوجد معادلة تفاضلية من الرتبة الثالتة التى حلها هو عائلة 
المنحنيات ثلاثية للبارامئرات المعرفة بالعلاقة 

0 - ع+ بر2 + م2 + * برج ة عر 


حيث ©» . 7 . © بارامترات. 


الحل: لدينتا 
)1( 0 - + ب28 + مم2 + 2 برج ة عر 
بإشتقاق المعادلة (1) "- مرات بالنسبة إلى * تحصل على 
2( 0 -' برق دي +" بويو+ عر 
)3( 0ح" برج" بربر + 2( بو) +1 
060 0-” ترطج" بورج" بر" بر3 


7 5 الآن البارامترات 2 7 ع من المعادلات 1 1:2 3 4. ولعمل دلك 
تحنف 5 من (3)» (4) ويلك بضرب (3) فى "برء (4) فى "ير 


0ح" بر" بور - *0 بر 3" بر" بورع 92 ب" برج ابر 
أى 
(8) 52-00 بر برة-" بل“( )+ ا] 
ويمكن أجراء عملية الحذف باستخدام المحددات كما يلى: 


داع 7د 


1 ك8 كه وو ين 
0 0 1 لاو الى 
0 5 
0 ون 0 "بر+ ا م)+1 
0 ينيا 1 0 لينا ام ب» 5 ص3 


وبفك هذا المحدد نحصل على النتيجة (4) 


مثال (؟7): اوجد المعادلة التفاضئية لعائلة المنحنيات ‏ م8 + 442 - بر 
حيث 4 8 بارامتران. 


الحل: لدينا 
1( *تن جب 26م 4م ع بر 
وبالاشتقاق مرتين بالنسبة إلى د نحصل على 
3م28--322م 24 ح' بو 
و4 ع ( ع مع ب كدمم)4 - كذدمع48 ب “ذم م4 - " بو 
أى أن بر4-" ير وهى المعادلة المطلوبة. 
أو باستخدام المحددات نجد أن 


كه مل معامل 8 عامل هر 


بو 2 2 
0- 0 و- يك نه م2 
راح ج44 + 42 
ويفك المحدد نجد أن ' +4" بر 


وهو الحل السابق الحصول عليه. 


مثال ("): اوجد المعادلة التفاضلية لعائلة المنحنيات ( مذو 8+ عدوم» 4) "6- بر 
حيثت 4, 8 تابتان إختياريان 


55 


الحل: لدينا 
)01 (عمهنو هع يروم 4) 'م د بر 
بالاشتقاق بالنسبة إلى د نحصل على 
د85 + عر 5مع ل ) “ع + (مر 05 8 + عر هنو 4 -) خم عابر 
)2( + (052 8+ عرنزاو 4) *م- 
مستخدما (1)- وباشتقاق (2) بالنسبة إلى د نجد أن 
(3) *بر+رعوم هع عمسنو #4 ) *ء + رعر ماو 8+ ررومه 4) “مه ح " بر 
ولكن من (2) نجد أن 
40( ( عدوم هع رهنو 4 ) “مح برا بر 
وبحذف 4 و 8 من (1)ء (3) و (4) نحصل على 
20 برش ع ب(" بر جد "بر برس برج برد" بر 
مثال (4): احذف الثابتين 2 , م للحصول على المعادلة التفاضلية التى حلها هو 


7+ * وج + *من - برير 


الحل: لدينا 

)01( * عرب *دوم+ *من - بير 
بالاشتقاق بالنسبة إلى »د تحصل على 

)2( 2 + *-عم- *هن 2 ير + بور 


وباشتقاق (2) بالنسبة إلى « نحصل على 

2 ع - بور) > ' بر2 +" بور 
مستخدما (1). 
أى أن 2-2-0 جر بور" بز2 +" بور 
هى المعادلة المطلوية. 
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مثال (5): اثبت أن 8022-1+ 42> هو حل المعادلة التفاضلية 


' بجر 921 بر) +" ]ع 


الحل: لدينا 

)1( اع * بره ب+ةعق 
بالاشتقاق بالنسبة إلى :ا نحصل على 

2( 0 -' بوره + عم ج- 0ج 'برره2+ 24 
وباشتقاق (2) مرة أخرى نحصل على 

)003( 5-0 بن" برع" بور) 8+ للم 


بضرب (3) فى ا أى أن 


)4( 755-00 برع بر +" بور) مره + رم 

وبطرح (2) من (4) نحصل على 
0 > ' بور8 - 2*0 ب) +" بررر) رهز 

أى أن ' بورع 720 برع" )عع 
وبهذا يكون 82-1 + 2عم هو حلا للمعادلة المعطاه. 
٠١-١‏ اتنواع الحلول: 
لتكن 

)01( 5-0" نري" ىبز ع 7 


معادلة تفاضلية عادية من الرتبة النونية 
(1) يسمى حل المعادلة (1) الذى يحتوى 7 ذوابت اختيارية مستقلة بالحل 
العام (501110108 521ع2عي8) 


(ن) يسمى حل المعادلة (1) التى نحصل عليه من الحل العام باعطاء قيما 
خاصة لواحد أو أكثر من الثوابت الاختيارية بالحل الخاص 
(501111102 22 1ناع1)مدم) 


2-5 - 


(111) حل المعادلة (1) الذى لايمكن الحصول عليه من أى حل عام للمعادلة 
(1) بأى اختبار للثوايت الاختيارية المستقلة يسمى بالحل المنفرد 


(50111102 134[تامع51) للمعادلة (1). 


فمثلا '*مم+ *مح- بر هو حل عام للمعادلة التفاضلية 0ح بر2+' 3-” بر 
حيث :42 ,ء ظلقان الخصازوان وأن .رتبة المعادلةهى. 2 فيكون, :هو لحل العا 
للمعادلة التفاضلية . ويمكن الحصول على الحل الخاص باعطاء قيما للثابتين 
© ره فمثلا **م+ *م بر 6م مح بر هما حلان خاصان للمعادلة 
التفاضلية. 


وأيضاة *“(ع+ +)- بر هو حل عام للمعادلة التفاضلية 0ع بر72-4 تز). 

“(ع+ «) - بر يأى اخديار للثابت . وبالمثالى يكون 0 بر حلا منقردآ 
للمعادلة التفاضلية. 

١١-١‏ الروتسكى زرف > كارف ا 

يعرف الرونسكى للعدد 72 من الدوال (2)يرز....(ع),ر,(ع),بر يأنه المحدد 


كل 5-6 دم لور 
لا 2216 04 7 برو 
ا لس ويا كاير 


١١-١‏ قتة الدوال المستقلة وغير المستقلة خطيآ 
5 ]0 أه5 120626206126 320 أخمعلوعمع0 نتتدع102. 1 


تكون فئة الدوال ( )ى ا...( 06 1( )را غير مستقلة (مرتبطة) خطيا إذا 
وجدت ثوابت ,ع...رء.ه (ليس كلها اصفاراً) بحيث ان 


)01 0ح نويع ...+ و نايع + لع 


-خ#” - 


إذا كانت المتطابقة الخطية (1) تؤدى إلى 
0ع رم ...ع رع د ع 
فإنه يقال أن ,.....2.,بر مستقلة (غير مرتبطه) خطيآ 
-17-١‏ المعادلات التفاضلية الخطية وحلها العام. 
تحتوى المعادلة التفاضلية الخطية على متغير تابع ومشتقاته من الدرجة الاولى. 


وتكون الصورة العامة لها هى 

1( 0 - برع + ...+ ” “برج + ار 
حيث 0,,م....يرم.,م دوال فى 2 ويفترض أنها متصلة على فترة ولتكن 
7 


وتسمى المعادلة التفاضلية 
)2( 0- بريمع... + * “يريم + “بر 
بالمعادلة المتجانسة المصاحبة (32550©12160) للمعادلة (1) 


سوف نسرد الآن بعض النظريات يدون برهان (البرهان يلى من نظرية الوجود 
والوحدوية للمعادلات التفاضلية التى سندرسها قيما بعد). 


نظرية :)١(‏ أى حل للمعادلة (2) يحقق الشروط الابتدائية 
0ع" " بر.. > )ع بح نمع 
يكون صفرا تطابقيا. 
كحالة خاصة عند 1 > 7 يكون لديتا 
نظرية (؟): إذا كان حل معادلة تفاضلية من الرتبة الأولى 
)03( 0- برطجابر 
يتلاشى عند م - عر فإن هذا الحل يكون صفرا تطابقياً. 
نظرية ("): يكون الرونسكى لحلين للمعادلة التفاضلية 
)4 0ح 0+ رطع ار 
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حيث © © ثابتان أو دالتان فى + فقط إما أن يكون صفرا تطابقيا أولا 
يساوى صفرآا أيداً. 


البرهان: ليكن (2,)2رء (*)2/ حلين للمعادلة (4). فيكون لدينا 
0- ,0+ وبرظ + ور , 020ل رط جور 
)03 + ب ر2)- ع ور , (:0 + رط)- دأ بر جه 
والآن الروتسكى 17 للحلين ,برء .2 يعطى بالتالى 


ولا ولا 
دا إلا 


)6( ا 7 لاعت 








من (6) نجد أن 
10لا + 387 8) - زر + بورح 7[ 
ل رع 
أى أن 
( 0+ إ برط)ر بد+ (, 02+ و نرط) ‏ ب د ” بإ 
1/7 ت ( رلا (١‏ - ون لإ رز) م د 
وبالتالى فإن 
0 ع بالإصر ب 17 
وهذا يبين إنه إما أن تكون '177 صفراآ بالتطابق أو لاتساوى صفرآ أيدا. 
نظرية (4): اعتبر المعادلة التفاضلية الخطية 
7( 0 ع بر + ”برط + ”بر 
حيث 2 0 تثابتان أو دوال فى عد فإن حلى المعادلة (7) يكونان مرتبطين 
خطيا إد! وفقط إذا تامشى الرونسكى تطابقياً. 
البرهان: ليكن ,/رء ,ل حلين للمعادلة (7) ويكون الرونسكى لهما 
( )1 (02ما 


(2)يمر (عجربر 
ىح دي 








نفترض أن 0-(*+) 11 اذا كانت ,> أى نقطة فيكون لدينا 


(خ)ىم (وع)رطم 


(م )ع (نوعاررر 


أى 0ع بآ 








وهذا يؤدى لوجود ثابتين ,©» ,© ليس كلاهما صفر؟ا معا بحيث أن 
0- (وع)ء رىرهء+ (ى2))ررء , 207-0)ررري +( ناروء 
ليكن 
85( (). دوع + (+) ررح (ع)ر 
فان (8) تبين لنا أن (*)بر هو حل للمعادلة (7) ويحقق الشرطين 


0ع «,0-0+)بر. وعلى ذلك 0-(*)ر لجميع قيم د (نظرية 
.))١(‏ وهذا يؤدى إلى وجود تابتين 6ه ابرع ليس كلاهما صفرآ معأ يحيث 


ان 
00> )رارع +( و6 


لجميع قيم ا. وهذا يؤدى إلى أن رء ور مرتبطان خطياً (من 
وعلى العكس ليكن ,لاء 12 مرتبطين خطيا فإنه يوجد ثابتان ‏ ,6 ,ع 


(8-9) 00> (), تزع + (ع)ر نوع 
وباشتقاق (9 -4)- تجد أن 

(8-9) 0 -(2)ي نررء+ ( )ولاه 
ونحنشف بعء .م من (9-48) .ع (9-8) فيكون لدينا 


الجفيخ قد ا : 
5 () كير زمار 


وهذا يؤدى إلى 0-(*) 17 لجميع قيم ا وبدوره يؤدى إلى أن الرونسكى 
للحلين ,لاء ١.‏ يتلاشى تطابقياً. 








ا د 


نتيجة: يكون الحلان للمعادلة (7) مستقلين خطيا إذا لم يتلاش الرونسكى. 
البرهان: (مباشر ومتروك للقارىء) 
نظرية (0): يمكن كتابة الحل العام للمعادلة التفاضلية 


(10) 60ح برر)+ بط بكر 
حيث 2ء 0 إما أن يكونا ثابتين أو دوال فى # فقط على الصورة 
(11) ّْ (02) ب نايع + (ع) برع (ع) بر 


حيث ,ع رع ثايتان» و/[» ث7 حلان مستقلان خطيا للمعادلة (10). 


البرهان: من للواضح أن ,»+ ,لا,» يكون حلا للمعادلة (10) ويكقفى 
ليرهان المطلوب أن نثيت أن كل حل للمعادلة (10) يمكن كتابته على 
الصورة (11). لذلك تفترض 


)12 6+ 67ح ور 
حيث نر حل للمعادلة ٠»)10(‏ ,مء .»> ثايتان. وبالتالى 

(13) لاي © + نارح أرر 
ويحل (12)» (13) للثابتين ,©»ء ,© نحصل على 


7 .1 00 1 
(14) 11لا لات 2 اولاز وز 6 


َ 
مكتتسما 


. 


0 ,”ا - ناز باع 





ولا إلاإ 
0 - مرمرع ا 
د77 إلا 


لجميع قيم * وبالتالى فإن ,اء ,7 مستقلان خطيا للثابيتين ,© .© معطاه 
فى (14) فإن 7 و ,«لايع+ ,2ع لهما نقس القيمة عند النقطة دا ونقس 
الشىء . بالنسبة إلى المشتقة. 


والنتيجة تنتج من نظرية وجود الحلول للمعادلة التفاضلية. 
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نظرية (5): إذا كان (*),برء (+2).مر أى حلين مستقلين خطيا للمعادلة 


(15) 0 - 09+ برط د كر 
وأن ,«ر أى حل خاص للمعادلة غير المتجانسه. 

(16) 8ح 0+ رطع در 
ويكون الحل العام للمعادلة (16) هو 

(17) لو 6+ رل[ر6 + ولا 


5 لي ل +5 لي . 
حيث ,©» ,ء تابثان اختثياريان. 


البرهان: حيث أن ,نر حلا للمعادلة (16) فإن 


(18) 8 - , 0+ ولط ولا 
ليكن 7 حل اختيارى للمعادلة (16) فإن 

(19) + ع ب + ” برط + بر 
ليكن 

020 م 1< بردي 
فإن 

(21) ذلرة "دي وى ارك رع 


ويطرح (18) من (19) تحصل على 
0-0 جر - 20+00 بطع وار 
أى أن 
(باستخدام (20)» (21)) 0 - 01 + "يرط + ير 
وهذا يبين أن © حل للمعادلة (15) ويكون لدينا 
و لاي +0 عع ها 
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أى أن (من (20)) و لو6 + رلا رمح ى بو الو 
وبالتالى د لاي6 + 08+ ىلو ع مر 
وهذا يبين أن (17) هو الحل العام للمعادلة (16) 
ملحوظة: يمكن تعميم النظريات السابقة لرتب أعلى. ولذلك سوف نورد 
تعميما للنظرية )١1(‏ فيما يلى . 
نظرية (7): إذا كانت ,لا.....«ر.,/راء 7# من الحلول المستقلة خطيا للمعادلة 
المتجانسة من الرتبة النونية. 

)22 0ع بول 7 بررط 7 بر 

ور أى حل خاص للمعادلة التفاضلية غير المتجانسة 

)23 0- براط.. + ”7 " برص ب “ابر 
ويكون الح العام للمعادلة (23) هو 

وق بط واو ةل ري مع ار 

حيث هت ثوايت اختيارية (1,2,....28- 6). 


ملحوظة: يسمى الحل العام ,ز,>..+ ,زرء+ ,برع للمعادلة (22) بالدالة 
المتممة 101211092 161206242537م0120© (*1 . 0)) ويسمى الحل الخاص مز 
للمعادلة (23) بالتكامل (الحل) الخاص 662221م1آ 135ناء2210 (1 .2). 


تمارين 
-١‏ كون المعادلات التفاضلية لما يلى 
,8 بارامتران .(6+ )ومع » - بر (3) 
بارامتر بع“ صنو * ع بر (6) 
(08) بارامتران ,> ج86+ جه - بر (©) 
م ,8 بارامتر_ 7#صته 8+ 2م وم 4 - نر (0) 
-١‏ اوجد المعادلة التفاضلية لعائلة المنحنيات ‏ *”مه+ م4 حبر لقيم 4. 


8 المخدلقة . 

'- لوجد المعادلة التفاضلية لجميع الدوائر المارة بنقطة الأضل ومحورها 

على المحور عر . 

ا لقنت أن م كي قاد ند خفن كل لللجائلة : التفاضلية الوم 0 ب 
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ه- صف كل من المعادلات التالية من حيث كونها خطية وحدد رتيتها 








وك بر*4 بل «42 بذك 
0 دح ب 4 | 5-1 حكه 395 3 
0 0 
4١‏ د 2 م4 
مدع برد ةر (0 م- 2 وبل ح 
ا ) 0 ) 


4 3 7 
5- عين رتية ودرجة المعادلة 0-*4بر+ كاد :. 


وكم عدد الثوابت التى يحتويها الحل. 
- اثيت أن عدهذة- ,برا و عدومع-8 هزؤة- ,نر حلان مستقلان خطيا للمعادلة 
0 ب عار 


8- اثبت أنه إذا كان ,بمء م فإن “"”م و “:”م مستقلين خطيا. 


55 


9- اثبت ان ©+*,ر.1 مستقلة خطيا ثم كون المعادلة التفاضلية التى حلولها 
,1 

-٠‏ ليكن كل من (6*2رء (82)م دالة متصلة على (1 ,0)» اثبت ان 
0- برص)ع +'«(م)م +”رر الها حلين مستقلين خطيا على (1 ,0). 

-١‏ افحص الاستقلال الخطى لكل من 


عد ومع ,ع ومء ,0532 (13) 317 51151 (1) 
حم ري >*ج (لل) * ,1 01110 
“© ,ع (071) *© ,عدوزة (0) 


5715 


الباب التانى 
المعادلات التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة الأولى 
©0621 1351 212201 210135 تاه لقتاترء 0111 دعسن “جع020 أكسة1 


: مقدمة‎ ١-١ 
يوجد صيغتان قياسيتان من المعادلات التفاضلية من الرتية الأولى‎ 
والدرجة الأولى وهما ش‎ 

0 - :4( رر, ) 87+ 0( ر, ع) 34 (11) ١ ٠‏ ع) |[ - حل | بك (1) 
وفيما يلى سوف نرى أنه يمكن كتابة أى من الصيغيتين بدلالة الصيغة الأخرى 
ونفترض تحقق شروط وجود الحلول . والان سنتعرض لطرق حل هذا النوع 
من المعادلات . 

522120102 01 فصل المتغيرات : 5ع7211201‎ -7- ١ 
إذا أمكن كتابة المعادلة التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة الأولى على‎ 

الصورة 

1( 4( 2) /- عه( ع) ل 
حيث (غ)ب/ر دالة فى فقطااء (7),/ دالة فى 7 فقطاء فاننا نقول فى 
هذه الحالة أن المتغيرات منفصلة . 
وتحل مثل هذه المعادلات بتكامل الطرفين مع اضافة ثابت التكامل الاختيارى 
لأى من الطرفين وبذلك يكون حل المعادلة (1) هو 

)2( + 2ن )ىر/ [- عهرم) رم [ 
ملحوظة : يمكن اختبار ثابت التكامل بأى صورة مناسبة مثل ‏ 3/ء ٠‏ مما ء 

سما ©م286. 
مثال )١(‏ : حل المعادلة 

*-م” عرد *- “مح يرق / برل 
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الحل : بفصل المتغيرات فيمكن أعادة كتابة المعادلة على الصورة 


2 :0 ع 422 
عرب *م) "مح لت 
) ( 0 


جه( *م+ 3 ج) د برق (م 
وبالتكامل نحصل على 
+ *م+(3/3ع)- ”م 
مثال (؟) : حل المعادلة 
نك 


(0---بية اك -_- 
حل 2 7 3 


الحل : يمكن كتابة المعادلة على الصورة 





)1 4 1 حل 
سد 








أى (باستخدام ! زئية 5 
ى 0 ستخدام تكسور الجزئية) 7 ه-1 | 0 
وبالتكامل نحصل على 

عطا+ برما+ ر بوه -15)1 - ع (ه+ عاما 
3- )6 
١‏ م[ ع (م+ ع)دا 
١‏ ا 
أو بوه -1/ به هع+ ع 


مثال (*) : حل المعادلة 
0 (عك/ ن) تعرس 6ل( برة عرب 2 بوب 2 عر ]1) 
الحل : يمكن كتابة المعادلة على الصورة 


خا 


0 > (عل / ول) + 2 و +1) 2 +1) 


أو 











ا 4 018 بي م وكا وعد[ 
ا 2 ]ل بر+ ال 2 
بالتكامل 
الا عم حل 
1 وح لقت لوج يم ]ند 
9 * +1 ْ +1 1-5 


والآن ننظر إلى التكامل الأول 
1- 
وبوضع //1- »د يكون 44 -- يبك 


111-) 74 
م || ح 





0/2 +ل(/1) > <عخالع 
(42+1/+ 6م1- - - ]| -- 
2+1 
١‏ “خالا “منالسط زم | 1س 
2 2 2 
)2( (1+2/+1)م!- رماع 
وأيضا بالنسبة للتكامل التانى بوضع ع-*ع+[1 يكون +0 - 2:04 
م 2 
3 +1 - 7 بن ] ذ- ح نااك 
19 0 9 أ 1 )2 2 + له 
وبالمئل 


-535- 


5 


0 





| ادرب - كر‎ 04١ 


١‏ < بر+1 
وباستخدام (2) » (3) ء (4) فى (1) نحصل على 
ع 2( برج 1) + تزه بره ع) جر عر 1+ 1)ما- ها 
حالة خاصة : إذا كانت المعادلة التفاضلية على الصورة 
((ط + مم ) رع عيقك / بو4) أو ,(©+ برط+ عم) /- عق | ج01 
فإنه يمكن اختزالها إلى معادلة تفاضلية مفصولة المتغيرات . ولهذا نفترضص 
أن «-ء+ برؤ+ عه أو «ح برؤ+ عه والطريقة تتضح من المثال التالى . 
مثال (4) : حل المعادلة 
*(1+ بو + ععي4) - عل | رق 
الحل : نضمع 
)01 باد اع برج ع4 
باشتقاق (1) بالنسبة إلى ا نحصل على 
2 22 42-2 


ومن (1) ء (2) نجد أن 





لاك أو اع 2 
4 حل 
فصل المتغير ات تجد أ- 4 0 
5 المتغير جنات س4 2 
وبالتكامل نحصل على 


(2/ 6 ما عر 


لمننا 
٠.‏ 


حيث © ثابت اختيارىا٠‏ أى أن 
(ع2+ عث)مة 2 - بر أو , (2/ 0 مماء ع2 +21 
أى 
(ع2+ ع2)هها 2 1+ « + عر4 
مثال (5) : حل المعادلة التفاضلية 
(+ + «اء»ءة - حل | ولق 


الحل . سينا ل 131 2 قر نى 
١‏ (< + )وم حك 


أى أن حل - ب( بر+ ع)ومن 


وبوم م دج كرح بن نحصل على 4# _ نك 


وعلى ذلك تؤول المعادلة إلى 5 2-1-0 





أى 
1د 
[1- ب ومع2 
2 60051 


ا بخع# لس ددح عق 
ا 7 *ومع2 +1 م005 +1 


1+ 1 
دامعو -- ]) - عن 
00 0 ) << ع 
وبالتكامل نحصل على 
1 1 
-<(+ 0 -251] - 3 جد مهفا برد عل 1 


1 


70-7 المعادلة المتجانسة : 011211002 110120261160105 
تعريف )١(‏ : يقال المعادلة التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة الأولى 
متجانسه إذا أمكن كتابتها على للصورة 


وعلى ذلك يوضع بات عدا م أى ماح در 
وبالاشتقاق بالنسبة إلى ا نجد أن 2+ ا بيه / وك وعلى ذلك تؤول 
المعادلة إلى الصورة 


نه بال 
ان - 0 


وبفصل المتغيرات نجد أن 








نال كه 
زم ثرو يي 
وبالتكامل نحصل على 
6 دع+ رما 
بح رن ل 


نم بعد اجراء التكامل نضع </ برع نا 
مثال )١(‏ : حل المعادلة التفاضلية 


0 ع بج( بر” 32 + 3 بر) + عرمز” بجرة + ذع) 


*(ع/ )1+3 0 4 


0 
مسمس ست سس سسا ا اه ال لصي مسي 


(عد/ ع)3و+ > (ج/سوع) برعو جبأبر عل 
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: باح عر/ أ باعر - أى فك 00 الشف 
وتوضصحع ل “قل 0 7 إن 7 
ويالتعويض فى المعادلة نحصل على 
2 ب3 +1 4 | 
]| ربوك 
به + 3 بر حل 
61-1 در :تر ىر ل 
بي + 3 بو روه + 3 بن 01 
وبالتالى 
12 + 3 ي4 :44 
2 14 ري ع ةع 
1[+ .6+ بر 2 
وبالتكامل 


عس1+ 1+ 6+ ا نمز- د عدمس[4 
[(1+ * ممع * ب /عإماح ذ*عما 
ع-  +1(‏ ب6+ 4نم ذعر 
ويوضع (+/ ز)- ا تحصل على 
ع ح * ير + ة بوث عر6 + * بر 
مثال (؟) : حل المعادلة 


مجك * بو + يرل - عل - لمر 


بوط باح عرزل 7 
ويبوصع 0 8 ع 





2 142+ ل 


(2+1 + ب)ه] - عملا + دما 
2+ 2 برأ + برع ع عر جد 1+ رأ + ناد مير 
مثال (") : حل المعادلات التفاضلية 
0 > اهز 22 - بر) + برك( عدة+ ر4) 
الحل : نعيد كتابة المعادلة على الصورة 
(«</2)-2 _ عش ابر _ ورك 





01 2 
(عد/ )3+4 3+ و4 حل 
بوصع باعر ع و وعلى ذلك تؤول المعادلة 1( إلى 
2 > عمق م2 مهس 2 
ح عد عير 22 ا السس-نسج د هران 
4 +3 حك بيه +3 2 علق 
ب4 +3 2 *يه4- به2-4 2 دلق 
رع يي سه بج للللس يات _ لع 
ب2 1+2 200 يه +3 46 
وبالتكامل 
01 لك عبرب تصن إضونة 
به - بش -1 0 9 -1 
رال 


جبوبج أء +( بخ - ب10)1-2- ع عوا+ ة رما 
و تروب 


أى أن 


دغ - 


د | -2به- ب2 -1) ع ]رآ 
(1/4+ سو ةح- 25 27 
4 
للست تك 1آ- 
<(1/2+ بع-457/2(2) 27 
(1/2+ م +2 قل) 1[ 1 
2272-2-5 5 ب 
(1/2+ مح)-(3/2/) (2)4/53/2 2 


| د 1 1 





م 


0-2-1.) 2/6 7 
وبالتالى يكون الحل هو 
(+/:ن2+([1+قلم) ‏ 1 21ر2 بر2 
اللا دي تيت | سنك ج تكس[ دين اذا 
(*/ 209-(3-1/) - 2/3 ا * أ 
أى 
دا ر2+ ءا + 3ل | .. : 
) ا 
الم م (280- برعة- ع)ء 


مثال (4) : حل المعادلة 


: 1 
1[+(ع<صض!]آ)- برنط)< - ستع 
(1+(ع ما)- برسل) 1 0 


الحل : نعيد كتابة المعادلة على الصورة 
كيد 
: د عل 


بوضصع بك نحصل على 
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دحا اج ([+ ع دن 
حل 


نزم[ مذ » 
٠.‏ 
وبانتكاص 
ا1] <- عير تت (بنس][)اصا ع عم1ا+ ددا 
وبالتالى قإن الحل هو 
مر - 0 أى *6-(ع/م 6 


4-7 معادلات تؤول إلى المعادلات المتجانسه 


يمكن اختزال المعادلة التفاضلية التى على الصورة 


5 © ع+ برزع+ عم 2 م0 
10( كيد عدم رمث 
ب6 2 بن+ «مرط+ عرره ‏ حل 
إلى المعادلة المتجانسة كما هو مبين فيما يلى 
يوصبع 
)2( + لادد بو 1 1+ اع دعر 


حيث 8 ,38 متغيران جديدان » / , م ثايتان يمكن اختيارهما بحيث تكون 
المعادلة الناتجة متجانسه . من (2) نجد أن 


الك - 4 0 ل4- يل أى أن 021 / 7< حل / حل 


)03 (ع+ علج لما+_ 617+ عله_ _ _مجرع + 20 +دطخ اه _ 41 
(ع+ عابط+ اه) + 6+ لابه بعجرعغ+ )6+( + 1)ه ‏ كلل 


ولكى تكون المعادلة الأخيرة متجانسة يجب أن نختار 7 , # بحيث يحققان 
المعادلتين 

0د + إط+ »,0< ع+ عإط+ يله 
وبحل هاتين المعادلتين نجد أن 


كلك بك 2018 عط- 66 _ 
طبه - رطه “طع-ارطه 


وحيث أن ,5/5 ه/»© فإن #/.,*# يكون لهما معنى أوموجودتين . 
وبالتالى عرفنا الآن قيمتى 7 ,8 (لاحظ انهما احداثيات نفطة تقاطع الخطين 
0 


2-7 ح غخن 0 , جر ح لآ 
وتؤول المعادلة (35) إلى 


(1/ 0طجه_ #مس يله _ الاك 
(1/ 0 رطجبه ‏ لإط+ كاه 6ك 


وهى معادلة متجانسة وتحل كما سبق بوضع روح )زرا . 
وبيعد أن نوجد حل المعادلة الأخيرة نعوض عن 1+ 37 بالمقارين (7 -2) » 
(-7) على الترتيب ونحصل على الحل بدلالة عدو /. 
مثال )١(‏ : حل المعادلة 

3- 2+ ع»_ ج42 

3- «+ع 2‏ حل 

0 : ٠ 

الحل : بوضع #8 + -عراء © + ا - «ر وبالتالى فإن كد 
وتؤول المعادلة المعطاه إلى 


(2-3 + #) + 287 + 2 27 
(3-ع+22)+ 7+ 2186 016 


نختار / ,© بحيث ‏ 3-0 -ع +22 .,0- 2-3 +/ 
وبحل هاتين المعادلتين نحصل على 1 - 4 , 1 - 8 وبالتالى فإن 

1[ برح ,1 ع - كن 
وتأخذ المعادلة التفاضلية الصورة 


- 597 


(26/ 1+2 _ 23+ 27 
(7/ 0 7م+ 216 كلق 


نضع بد ح- << / الا وبالتالى جز 2 2 


وعلى ذلك تأخذ المعادلة الصورة 











وعلى ذلك 





1[ 1 م |- «ا2)__ عه 
بو-- 211 +21 أ (م+1)(م-1) 2 


وذلك بالتحليل إلى كسور جزئية 





وبالتكامل نحصل على 
!) )سا3 (س )م 2 - 10 + 1026 
أى أن 
التي بعري اللي 
حل 2 “هع 0 
وبالتالى 


وذلك بعد التعويض 3/7 ح بااء أى أن 


. لاج خ- *( #7 )ثم 


مات 


1- بر 1- برع *[(1- بر (1- مات 
أى 
“مج بم ,2- برع برع 2( بر عه 
مثال (؟) : حل المعادلة 
ذزف- وددي باذ ود دوين ررق 
الحل : نضع + 9ح ,8+ لح عرا وبذلك تؤول المعادلة التفاضلية 





إلى 
2+ - + لاخ الاك 
3-ج2-2 + 1-27 8ك 
نختار ‏ ,ا بحيث 0 - 2-2-3 , 2-0-ع-م 
وبحل المعادلتين نحصل أن 1[--2 , 1-/ 
وعلى ذلك فإن 1[ +بر حم ,1- ع كر 
وتأخذ المعادلة التفاضلية الصورة 
1 1213 __لاجخ1 _ 7ك 
1/ 1-27 27 ك6 016 
ويوضع 17 2 )1/18 فيكون د 
أى أن 
00-0 2 


9غ 


سيلب 1 ليا ل به 20-1 _ لاك 


وبالتكامل نحصل على 


2020 -2100-- م1 





2ي +1 
عد أ 


د 
2 





7 حس ح مم1 + (2 2 -12)1 + 2101 
١‏ 1/2 





1/2 
2ي 1-3 3 27 
[ -<1(>- ب -1)” ]ناآ 
| كبام ) )6 عا 


وعلى ذلك 


ِ 112 

42( 1/ 1-7 5 
تت حت 
0 مسقم | 1 


ومن ذلك ترى أن 
1/42 1 
142+ 7)-1- 5 
خاخختشتة | دز ورعدوةتب *رزاه 
مسشككم 2+ ب)2- 2 - 1ه 
42 
ْ 2- 2/- 2أد بر - عر 
2/+1- نوج بر 
ملحوظة : يسمى التعبير الذى على الصورة 


- (1- بر4- ع2 * بر - ذع)]ع 


بلاس م0 بر 
حيث /ث/ر دوال فى بعض أو كل المتغيرات ,»...ر+.,د صيغة بافإن 
(دتاقة2) التفاضلية . كما تسمى المعادلة 
0 > , نز , ...و . ع) د 
بمعادلة بافان التفاضلية ٠‏ ومثال ذلك المعادلة 


0 - 4( ر, <) 1+ حل( <, ع) 11 


0 - ع4( ح. فو , <) 12+ قرا ج, ج, )0+ 2غ ج, بر )م 


هى امثلة على معادلات بافان فى متغيرين أو ثلاثة متغيرات وسنتعرض 
لدراستها فى ابواب تالية . 


”--2 المعادلات التفاضلية التامة 0 لقتاوعى ]تل أمعوءاط 
تعريف )١(‏ : إذا كان كل من آلالاء» /7/ دالة فى ا و لا فإن المعادلة 
)01( 0 - ب( د , <) 87+ ع( ر, <) إلا 
تسمى بمعادلة تامة إذا وجدت دالة («ر.,<) ثم (دالة فى ا و لا ) بحيث إن 
)2( يك 37 + حدكلا - [( 2 ع) /[]4 
أى أن 


بوك ١/‏ + 11 - هك ل 


مثال )١(‏ : المعادلة التفاضلية 0ع ب«22 + ع بر معادلة تفاضلية تامة 


لأنه توجد دالة *<:+» بحيث أن 


إية 0 . 0 2 
حلا( ” ج20 ) ب + 2( 21 ) جح -  (‏ 0) 4 
ل ع حم( + 3 (7 م2 


أى أن 
)3( نم2 + ج04" بر - (* بون) 4 
وعلى ذلك يمكن كتابة 0- بمو2+ عر على الصورة 0-(*) 4 


وبالتكامل نحصل على ع- * بود حيث © ثابت اختيارى . وعلى ذلك يكون 
حل المعادلة التفاضلية المعطاه هو 2- * بور 

وعمليا ليس من السهولة أن نكون قادرين على تحديد («ر.ء) '/ ولكن الطريقة 
التى سنبينها هنا تكون مفيدة غالبا . 


)1( 0 - قلق + عل 114 
تامة هو 

0/4 _ 0 

م لمعت كا ساف 

000 2 


البرهان : ( أ ) الشرط ضرورى 
لتكن المعادلة (1) تامة وبالتالى من التعريف يوجد دالة (2(,*) م بحيث إن 


03١‏ اا 


0 >( زه 
ويمقارنة معاملات حل » 4 تنحصل على 
0 
4 2_0 
4( ير 
0 
5 ا ابس 
)3( 30 4 


27 


ولحذف الدالة المجهولة /ر فإننا نشتق جزنيا المعادلتين (4) ٠»‏ (5) بالنسبة 
إلى 7 ,* على الترتيب فنحصل على 








١ / 3 3 6‏ قي 
ب 0 
لكابهك شكشك 
7/0( ج0ع:ن / 0 5-1 5 
حثش نك 832-224 قتحصز ج01 _ كاه 
وحيث إن 0 2 0 02 على 07 0 ب 


وبالتالى إذا كانت المعادلة (1) تامة فإن 7591/1 تحققان الشرط (2) . 


(ب) الشرط كافى : نفترض تحقق الشرط (2) وسنثبت أن المعادلة (1) هى 
معادلة تفاضلية تامة . لذلك يجب إيجاد دالة (<,+) ث/ر بحيث أن 


ول /! + حل غ3 ع  ([‏ , ع-) /41 
لتكن 
)3( هل | -(ر,ع)ع 


نكامل جزئيا الدالة 834 ٠‏ أى أننا نحصل على التكامل بجعل نز ثابتة . فانتا 
نثبت أولاً أن (38/37- 387) دالة“فى 2 فقط . وهذا واضح لأن 


م0 لنزة_ ج03 داف 30 





امصمم س٠_سصيس‏ عه مس سه يي م 











00 0 0207 ع [برهة 0 
(حيتث 24 فمث) 
. +0707 بر0ع0 
98 903__934 _[ 96 )0_9 
(ياستخدام (8) ) 0 بر0 086 و عع 


67د 


)9( | ك3 0 [+(2, جع -(در,ع) / 


8 95 بن 25 |- برو[ 95- 8 
7 اميل د مهكد 4 )+ م- كه 


(باستخدام (8)) 
برك /م + ح 4 - برقل + ع 295 
ع0 
وبالتالى إذا تحقق الشرط (2) فإنه بالتأكيد تكون المعادلة التفاضلية تامة . 
وتكون طريقة حل هذا النوع من المادلات 


(1) نقارن المعادلة المعطاه مع 0- 34+ ع-ل1ة1 ونوجد 184 و لل ثم 
تحسب إ0/ 084 »ء 02/ 0/0 فإذا تساويا فان المعادلة تكون تامة . 


(1) تكامل 44 بالنسبة إلى مع اعتبار بر ثابت 
(113) تكامل 7 بالنسبة إلى مع اعتبارز *« ثابت وتحذف تلك الحدود التى 
ظهرت فى (11) 


مثال (>7) : حل المعادلة 
0 - بوه( عر “ومع + 3 بر) - يجكه 22 دأو بر 
الحل : تقارن المعادلة المعطاه مع 0- 874+ حه34 فنجد أن 


(+ *ومع + * ر)- ع /ل, ع2 مثو < ع 84 


5-0-2 


0 5 0 1 0/4 
51982 - 511 ع 205 ع 2-5 27 59 < سلس 


0 


98 لال 04 د 5 1 1 
ود ١‏ 0 وبالتالى تكون المعادلة المعطاه تامة . والان 


مومه برج د فج دنه ر | - حذلة ] (0 
3 
د “وم ود عي ب( ع "ومع + * بر) إ-- رهلة | (أ) 


1 1 دو 1 
5 1 2 عوء +1 عاك ذم 
7 ( 2 2 7 
وبالتالى سيكون الحل من (1) » (1) 


: 1 1 
اى 2-4 03 2-0 2ل 05© 51 


((عه2- د ع) رمح بر+ 0 2 0605© 0 


(حيث حذقنا 1 بر لأنها ظهرت فى جعك114 1( 
مثال (”) : حل المعادلة 


1 
60> 8ه( رهزو ع - عرما+ ]+ اهز رومء + ( + 1) بر] 
1 


1 
عر عرسا+ عد ع قر بزومء + (-+ 1) ر - 4ل 
. 


ند 5 517 6 
عدل -_ 2 و0 


.. المعادلة تامة وعلى ذلك يكون 


28د 


١ 
ٍ وو + حل 3) |- حك أل‎ ١ ع - عأز‎ + ١ عدم!ا‎ + 05 
3 


بز 5م 2+ رما ««+ بع ع روهز رز رزو ع - روا ع) | - حك ار | 


تلاحظ أن هذه الحدود كلها موجودة فى +844 | ولذلك نحذفها ويكون حل 
المعادلة هو 
ع ح م 005 عر+ م1[ بو+ بجر 
حيث © ثابت اختيارى 
مثال (4) : حل المعادلة 
0 - عرز + بجط+ مرق) + عند( ع + بج[ + جم) 


حيث 1ع 1/1 ,8 و0 نوايت 


الحل : لدينا 
+ ب«بوط+ عطع لق . ج + «1[+ يبه 4( 
وعلى دلك 
ب كلاة 
ع0 01 


فتكون المعادلة تامة . وبالتالى 


+ + ا - عل( ع + جز[ + عحم) ] - حدقة | 


0-2 
و[ + “وطح + رود - يز[ + برط +عة) | - هلة | 
ويكون حل المعادلة هو 
ع - 2 + برع 2 + * برطا+ بوور[2 + * عم 


حيث © ثابت اختيارى وحذفنا الحد 1217 / لانه تكرر فى حال | . 
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5-١‏ عامل التكامل المكاملة : 126407 ع2نا 2م124 

تعريف : إذا كانت المعادلة التى على الصورة 0ع 7+ 34# ليست تامة 
فإنه دائمأ يمكن جعلها تامة بضرب المعادلة فى دالة فى ا و لا . ومثل هذه 
الدالة تسمى بعامل التكامل أو المكاملة (12606 ع28اهجء )121‏ 

وبالرغم من أن المعادلة ‏ 0- «3/42 + «44ة لها دائما عوامل متكاملة فانه 
لاتوجد طريقة عامة لايجاده . وعلينا أن نتذكر أنه يوجد عدد لانهائى من 
عوامل المكاملة للمعادلة التى على الصورة 0 - وق ! + -8343 كما هو ميين 


فى النظرية التالية 
نظرية )١(‏ : للمعادلة التفاضلية 0- «874+ عه4ةد عدد لانهائى من عوامل 
المكاملة . 
البرهان : ليكن 
)01 0- 3/4 + حل 11 


وكذلك (تز.,*)در عامل المكاملة للمعادلة (1) وعليه فإنت المعادلة 
0-( «1/4+ ه84)در تكون معادلة تفاضلية تامة وعليه توجد دالة (<,) لآ 


بحيث ان 
,20( ( 37 + عل 4ة)دا - 17ل 
نفترض أن (07/ أى دالة إختيارية فى ١7‏ . وبالتالى من (2) يكون لدينا 
+11١ 3‏ حفاة)( 07 إدب- 047 07 / 


وحيث أن التعبير فى الطرف الأيسر من (3) تفاضل تام يلى أن التعبير فى 
الطرف الأيمن من (3) يجب أن يكون تفاضل تام . ويلى من التعريف أن 
( /) مهلم عامل مكاملة للمعادلة (1) . وحيث أن (17)]دالة اختيارية فى 17 فيلى 
ذلك أن للمعادلة (1) عدد لا نهائى من عوامل المكاملة . 
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7-1١‏ بعض القواعد للحصول على عامل التكامل 
ملحوظة )١(‏ : بالرغم من أنه يوجد دائما لانهائى من عوامل المكاملة للمعادلة 
0 - ول للع + عل 4 فانه لاتوجد طريقة عامة لايجاده . ومع ذلك ستنسرد بعضص 
القواعد للحصول على عامل المكاملة . 

قاعدة )١(‏ : بمجرد النظر (12576©1102) يمكن إيجاد عامل المكاملة عادة 
بفحص المعادلة 0- ب374+ 344 وباعادة ترتيب حدود المعادلة المعطاه أو 
يقسمتها بدالة مناسبة فى < و ( وبالتالى فإن المعادلة التى نحصل عليها سوف 
تحتوى على أجزاء عديدة يمكن تكاملها بسهولة . وعلى هذا سنستعرض فى 
جدول قائمة بالتفاضلات التامة ©0261مع2ع0111 )ع0ء 


1ن 


عدر - وجوه _ زأذر 2 
2 


حك + ج20 حل 20 - بجر 2 
4 


95 


هنا - هع _ هق م 2 1 ا 
١‏ د راع 


-[( نصاما] #4 (107) 


2 


0 





عند( ]ه ونه 
14 


والآن 1 ستسدتعر ض د يعض الامثلة لتوضيح ذلك 
مثال )١(‏ : حل المعادلة 
0- بلبر هنو ة عع + عه( * عرس 1) + وقلع - عانر 


ات - 


الحل : بالقسمة على * + نحصل على 


0- بوبر مو عو ككل ع عدر 
و 


0 > تمر ورو+ ور لإ فود مف 
1 


باستخدام الجدول السابق نحصل على 





0 ع رمب وزو + م ِ 14+[ 2ه 
د 3 


وبالتكامل تنحصل على 


2 1 2 
ل - 0057 عد-[- يه با عن برووع- سل ين + تسل 
8 28 


حيث © ثايت اختيارى . 
مثال )١(‏ : حل المعادلة 
جل *ع- حلز *6+ رعة) ر 
الحل : نعيد كتابة المعادلة على الصورة 
ود 2 88-6 دو وريد 


أو 6ه ع2 


وبالتكامل نحصل على 


رمع كم + ة برج مع بر/ *مهدذعر 


634 


مثال (*) : حل المعادلة 
وه( ع “ومء + 2 بر +1) > 242 وزو م 
الحل : نعيد كتابة المعادلة على الصورة 
0 ع بق( +1) + رامر *05» + عجل: 005 511 ب2- 
أى 0ح بره(” بر ]) + زع *وم» :) 4 
وبالتكامل نحصل على 
© 3/3 يرج برج ع أوون بر 
مثال (4) : حل المعادلة 
0 ع وق( ةن - تبربر + ذير) + عرق( *ن + *رومر + ثير) 
الحل : باعادة ترتيب المعادلة 
0 ع (روهر - عرز ) ث1 + جل( تر + شر )بر دعل( بر + رار 


أى أن م اكه |دمم بار + علد 
+ برج ةعر 


م-[كدمه) 4*1 + بور + جلاع 
6- | ل | انه 268+ * ةم 
) 
مثال (5) : حل المعادلة 


“ةير - 1/ء - مك 2 


كت 


الحل : بأعادة ترتيب المعادلة نحصل على 
_ عه _ عدر + ره 


بر ةير-1 


0 


وبالتكامل نحصل على 
© - مرصا- رز نص)' مزه 
قاعدة (؟) : إذا كانت المعادلة التفاضلية 0 14+ +344 متجانسة وأن 
0ع لز + عري8 فإن +17١‏ 1/)34 يكون عامل المكاملة . 
البرهان : نعيد كتابة ‏ ز8/4+ »834 فيكون لدينا 


الت :ج/ا - ممم | كعك ول + م ول 7 + حن هم 
7 وي وده 2 
وبالتالى 

بد «« )ع («ل# + عا عد *« ]|2 ولق + عرابل 
وحيث أن 0- 84 + عه34 معادلة متجانسة فإن 84 و // يكونان من نفس 

تا : 55 [8- عاق . 0 
الدرجة فى د و بر وعلى ذلك يمكن أن نكتب . -3--2- تساوى دالة فى 

بولق + عرارل 


و 
وياستخدام هذا مع المعادلة (1) فنحصل على 
8 7 كبك 114+ عفلا 
د #دارع «د * ]|2 و8 + عدالا 


3 م 0 "تأ )عر + ((بود)هل) 4 5 
3 


3 م )هكم أء + (نرور م 
0 0 2 


[ وتلك بافتراض كمع - سير [ 


1 1 2 : 

+_م1 |4| +مااع | <+ ورم )20 - 

جع|ه[جمأه [يدسمق 
مثيتا أن 0# +1/)2842 عامل مكاملة للمعادلة للتفاضلية المتجانسة 
0ح هلم +حلل1 . 
مثال )١(‏ : حل المعادلة 

0ح برل( 3 - ت) ييل( أورة - بر تع) 

الحل : هن الواضح ان هذه المعادلة متجانسة ويمقارنتها مع 0 - ولل3 + عل ار[ 
نجد أن (*32- ر)- ع /ن, #رور2 - بر*ع - 14 وعلى ذلك 


0ع *برثعر - (بوثيرة - شري - (تبور2 - بوثر)مر ع روز جيعراباز 
وعلى ذلك يكون 2#بر2+/1 عامل مكاملة وعلى ذلك 


وهى معادلة تامة ويكون حلها هو 
©- برولة- ع 2-21 


حيث © ثابت اختيارى . 


قاعدة (") : إذا كانت المعادلة 0- ب4/ة+ عهك,ة على الصورة 
0< «4:( ن) /+ عه( )مر فإن («877- خ1/)84 يكون عامل المكاملة 
شريطة 0+ «لخ- علق . 


5ه 


البرهان : نفترض أن المعادلة 








)1( 0 - جل [8 + حل اب[ 
لها الصورة 
)2( 00> ومع( )+ عار( 0-) ل 
بمقارنة (1) ٠‏ (2) نجد أن 
(مغلا) 55 20 0 0 
والذى يؤدى إلى 
)03( (00) سباع 37,( بو) جد - 14 


وباعادة كتاية ‏ «ب3/4ة + عله34ة على الصورة 
كعك )ر و7 - عدم + | لك تك |ررو+ دما ) 7 جل 37 + حل امال 
4 يي 4 عو 2 


ا ا سر و را قل 1 ازا 0 11 
#03 بد عد )و1 ع840ق |2 2 «ل/م7- عكار 


ل 
08 ( «ع). ر- ( جر 2 


حم ]م دوممه ده و 
0 2 


)+( )زر 1 


[ بافتراض 1 
فتراض 0 ري زر 


3 


| ما | 4+( ده م صمام) وذ 
0 
1 
حيث («ع)صا)عء -<(”5م) رو, جم )فرصم عرو | 


1[ * .1 
ملف د ص) ع 24م 1ه 


وهذا يثيت أن «/- عمق عامل مكاملة للمعادلة 0 - ي4/ز + 3442 . 
مثال )١(‏ : حل المعادلة 

0 - تلع( رع 05 - نود 511 207) + عجهزا( ب( 05ج + 2 511 2) 
الحل : بمقارنة هذه المعادلة مع 0- «8/4+ 3442 نجد أن 

( 057©- تع ما5 )ع - 1/7( ودوك + بود مزة (2) ( - 4( 
وعلى ذلك فإن المعادلة المعطاه على الصورة 
0 > ب( بون) ‏ ر+ متهن( 0ت[ 

وأيضآً 


( 05 - 27 م51 20) و - ( نوع 205 + ب 5112 «و2) بورع ولق - عرال 
#0 بور 605 وعم - 


وبذلك يكون عامل المكاملة 


1 1 
7< 05© 2267 0 و17 - راق 


وعلى ذلك بضرب المعادلة (1) فى ( دوم 1/)2«7 تحصل على 
0-0 000 الب 30 7 
) 2 23 2 


وهى معادلة تامة وتحل كما سبق ويكون حلها هو 


2-5 


عضا - رز« / ع)عسملا+ «جرععى مآ 


اى ع- ورعهءو و/اع 


معنم امع ألاة 1084 بم . 5 
قاعدة (4) : إذا كان لتقا دالة فى 2 فقط ولتكن (0) ك6راء 


فإن 2 يكون عامل المكاملة للمعادلة التفاضلية ‏ 0ح برق/3 + عدوا 
البرهان : ليكن لدينا المعادلة 


1( 0 - ج34 + حل الا 
وليكن 
اناه يره) ا 
5 0 
وبالتالى 
باز 0‏ 0/1/4 
2 و اه 
)2( 0 (0) إلا 
بضرب طرفى (1) فى ”أ فتجد أن 
)03( 0 - وه 17+ حم 1/4 
40( علد / لير _- ار / ع0» / [ يي - / 1 
ومن (4) نحصل على 
)5 ده / إي_904 _ 014 
8 بره 


م 6 إويوبن مهدي 1 ]يله _ ب لاقل 


02 0> 0 


1 66 راك 555 لوث 
01 


اله للق 300 ) مسرل 
0 077 ع0 
(باستخدام (2) . أى أن 
/,0 ع4دع / ل 0 
6 لك - 1 
)6( 37 0 
:5 .400 07/4 ,014 1000 
من (5) » (6) نجد أن 5-0 مثبتا أن 0- برك /1+ 4 / يجب 
0 


أن تكون معادلة تامة وبالتالى فإن *” أ هو معامل المكاملة للمعادلة (1) 


كما هو مطلوبي ‏ 
مثال )١(‏ : حل المعادلة 


الحل : لدينا 
)01 


0 - بووبور + عه( عر + * برب ذبن 


0ع بوم + مجه( ع + * برج *ي) 


وبالمقارنة مع 0- 1/4 + ه34 نجد أن 


(2) 


بوم ح ل جر ب ة بره ةشعر إاز 


وهذا التعبير دالة فى عر فقط . ويكون عامل المكاملو للمعادلة (1) مساوياً 
ا 5 و وك ا" 
ويضرب (1) فى * فنحصل على 
0 ع جلث عر + عرهل” عرس ” ورب ذعر) 
والتى يجب أن تكون معادلة تامة ويكون حلها هو 
4 
2 (2/3 320/2 + 
أى 
ح ح 3 جر4 + * بوث عرم + 4 عر3 
قاعدة (5) : إذا كان 2 2 دالة فى ز فقط ولتكن (7)ثر ء 
فب 7# أم يكون عامل المكاملة للمعادلة 0- 149+ 1144 . 
اليرهان : مشايه لقاعدة (4) 
مثال )١(‏ : حل المعادلة 
)1 0 - بوه( 32 - 2 بوث عر - ”مث بوث عر) ليجلل جر + * و2 + ”ع بون2) 
الحل : بمقارنة (1) مع 0- ر3/4 + دالا فنجد أن 
ع3 - 2 بو عر زم رو عر جح إلى بوه ة بورد + 7م* و2 - )4ل 


وعلى ذلك 


0/1 : 

1 + > بور6 + 7م* ع2 + <ع6: بورق - د 
5 ش 08 

22-3 - :م4 ع2 - 2 

ع0 


- 1 


وبالتالى 
(1+ * بور6 + ”ع بورة + 7ع" برمرق) - (3- + بإورة - <ع* برور2) 2 2 2 


وعلى ذلك 


وهى دالة فى زر فقط وعلى ذلك يكون عامل التكامل للمعادلة (1) هو 


1 مك[ ا لد لاه 
الكت 0 لجا © . ويصرب المعادلة (1) فى حم فنجد ان 
ب 


4 
4 2 ,2 1 3 م | 
0 - عمط( را ع)ة- ر ”را *ع)- 7م ع + جتزر رمه | ع )+ :26] 
3 


ويكون حلها هو 
- 3 رر/ رج ررم عرب امثير 

8-١‏ المعادلة التفاضلية الخطية 601261092 0111121121 1.1223آ 
تعريف : يقال أن المعادلة التفاضلية خطية من الرتبة الأولى إذا أمكن كتايتها 
على الصورة 

)00 0- بطع زعي / نوق) 
حيث 8/ء © ثوابت أو دوال فى + فقط (وليس فى <) 
طووقة كل الأمحفكة” لاخطرة:: 
نفترض أن 1 (وهى دالة فى * فقط) هى عامل المكاملة للمعادلة (1) . 
وبضرب المعادلة (1) فى 4 نحصل على 

022( 0- رمع + لع 


5 3 


التى يجب أن تكون معادلة تامة . نفترض أننا نرغب فى جعل الطرف الأيسر 
هو معامل تفاضلى لحاصل ضرب . ولكن الحد لداع يمكن أن نحصل 
,_. 


14 حل 
2 )سح بهم دار 
2( 270 00 1 7 
أى 
008 برك ج04 
3 كر 2ع - رمم كم 
0 0 حل 1 1 
أى 
ورم كه 
: 7 


وبالتكامل نحصل على + | - 128 (بأخذ ثابت التكامل يساوى صفرآً 


للتسهيل). وظل "ذلك كرون .©" أرضم اغائل النعافتة الفعائلة (1) يكن 
كتابة (2) على الصورة 


+504 - زر5 )2ك ,20 ررق ك4 
01 
+ 804 | ع رز 


موي امن | - *” أور 
وهو حل المعادلة التفاضلية الخطية (1) . 
ملحوظة )١(‏ : نتذكر مايلى 


“/1[/4- خا" جح ”م - سن 5 4م دشعاى 


598- 


ملحوظة (؟) : فى بعض الاحيان قد لاتكون المعادلة (1) خطية فى ا ولكن 
يمكن كتابتها بحيث تكون خطية فى كد حيث 2 متغير تابع و الزا متغير مستقل 
وتغون المعادلة على الصورة 
04 
في - 00 
حيث 4ء ,0 دوال فى 7 ققط 
ويكون عامل اللمقاملة عو *” لم .ويكون الخل هو 
6+ هر أم0) | - ا 
مثال :)١(‏ حل المعادلة 
1-(052ع+ ز1نزأوع) 0 
. 0 2 


الحل : نعيد كتابة المعادلة على الصورة 





مستت كك «(<+ عرمه)) + ت 
1 
عوعهة عد عقاف ع#ماى ب 50-5 عمد مر 
ويكون الحل المطلوب هو 


+ نه 2 رععة عير جد عل يلع عمو | - دع 1 
مثال (؟) : حل المعادلة 
7 1ه - وق رين 
حل 
الحل : نعيد كتابة المعادلة على الصورة 


ءلامه 








20006 0 1 
بالمقارنة مع () 0 - بإ() م +2 فيكون > - م وعلى ذلك 





(*+ع+-1)م[- - 4 | - 1 | 


وعلى ذلك يكون عامل المكاملةه 2 /ر 
1 عم 











: - 6©6- مآ 1 
:ع -[1 
1 1 1 
- : د 
1-5 ]له ! ع1 


بوضصع لير -إد دمو «4ع2- - عل فتحصل على 





0 500 1 
1ع عا عب ةلقاع |--- 1 
2 





مثال ("”) : حل المعادلة 





الحل : من الممكن كتاية المعادلة على الصورة 0- عرط + ولك |/ حل 
1 . 5 1 حل 23 + عر حل 
فيكون لدينا 7و2 ع وميك , 00-0 

7 1 «2 ا ج04 


34 


ويكون الحل المطلوب هو ١‏ 6+ ل :رد |- + 
2 : 
١‏ د 
اى ع+ ابرع 
م 


مثال (4) : حل المعادلة 
ب( ع - بر" هم)) - عه( بر 1) 
الحل : يمكن كتابة المعادلة على الصورة 





وعلى ذلك 





ويكون عامل التكامل هو 


('سفاى # 5 أم- جر ر 





ويكون الحل المطلوب 
1- 
ب لك 8ه راسد ] - د عقايير 
“+1 
5 1- / م4 1 - 3400 
يوضع انز وفاء 2م اآى ‏ ديل وعلى ذلك بالتكامل بالتجزئ 
0 


|ا- 
عل اود امزح 7 كتاوعر 


0 1ت أ 5 1 5 
عطامم ب ]ابو مماع عر احجد ا ع+([- بر ون)” “تانب 


مثال (5) : حل المعادلة 
0ح عل( دعجم وااو 2) + وه( ع -])ع 
الحل : نكتب المعادلة على الصورة 
وود ونيم وك ووم 
حل 
أى 


0 020 5 2223-1 (ذ” 


+ 
ع-1 5*ع-لنعر ولق 








بالمقارتة مع («)0- عد نجد أن 


ع 1 1 1 2 26-1 
2( 0 1 


1 1 1- 
ع تم اسم ا 00 
0 -ع)2 (1+)2 | ا : ١‏ 


1 1 
1-ع)ما + ([1+ج)ما- +ع وز أء - 
1 16 7 ) 0 1 ا 


[1-تعلدم ]ما اود + دم |-- 
وبالتالى فإن 
ردك اسمن "دعسي #* [ىد جر ز 
وعلى ذلك يكون حل المعادلة (1) هو 
+ جه( . 1). 0 [ 0.50 


-775-2- 


ىك 1 


1 
ع+ عل سس تدم الى يد يمه 
١‏ 9 127 إ [ + ةا علدعر 








: معادلات قابلة للاختزال للمعادلة الخطية‎ 1-١ 
(أ)يمكن اختزال المعادلة التفاضلية التى على الصورة‎ 
ب - )رم + نك جر‎ 01 
7 
: حيت م ء. 0 ثوابت أو دوال فى * فقط إلى الصورة الخطية كما يلى‎ 
تضمع (2) /ر- با وعليه فإن‎ 


زور 
وعلى ذلك تؤول المعادلة (1) إلى 
)2( (0- ره + 


حيث أنها معادلة خطية فى ا ويمكن الحصول على حلها كما سبق فيكون 
عافك انقو ©" ا مدزد ل بويكون حلم 0 “* أمن ] - ين 


ثم نضع (0)ث/م/ بدلا من ما ونحصل على الحل بدلالة لا < . 


ملحوظة )١(‏ : بالمثل يمكن حل المعادلة التى على الصورة 
0 -<ومرم كور 
ف 


حيث 5ء ,0 ثوابت أو دوال فى لا ٠‏ بنفس الطريقة السابقة وذلك بوضع 
() رع م. 


مثال )١(‏ : حل المعادلة 
بر *ومك 3 جرع و2 وزو به 
4 
الحل : يقسمة المعادلة على «7(*ومهت نحصل على 
1 لا اه 
*ع - (7امها) ع2 اتح د براح 
(امه) ل 


يوضع #رهها - ا فإن 2 برممة وعليه فإن المعادلة تؤول إلى 


بحل 
د يرح ع2 ب 
7/4 


ويكون عامل المكاملنة “عم #ه ودع ويكون حلها 
عل 36 بر |- من 
ح + ول اع | كم 
2 
وبالتكامل بالتجزىء 
ع+(ز('م- 5-7 ع +1[عل'6 |- 506 9. 
2 2 


- 96 


>< مع +(1/2()22-1) - م 32 ح +1 2 )”م 2 - 5م صق 


مثال (؟) : حل المعادلة 
(7ع- *ج) 2 


الحل : تكتب المعادلة على الصورة 


: 0ل 50 5 
بوضع ‏ 5م طااء - 2 وتؤؤول المعادلة إلى 


وم 1 بك 
مح 7 جم + سا 
6 
ويكون عامل المكاملة 


+ 


وب 8" ايو © اوداق 
ويكون الحل هو 
علج برق كم كوكم |- لج عرق عم كدي | - ما 
بوضع ‏ *6-+ فإن 5-2 وعلى ذلك يكون لدينا 
ع+ م1 |- “م16 دح + إل مز | - ا 


ع+([1-ع) 'مجد مد “ذم أوزرب 


ل كلا 


وبالتالى يكون الحل هو 
مم +1 كمد ام جد امب( *م) كمد عنام 
مثال (") : حل المعادلة 


5 2 0 
2م عع ج ودبت 
ع عد عك 





الحل : بالقسمة على *(<152)ج2 نحصل على 
1 1[ 1 42 1 
س الى له 











ذعر (جصلا)اع عل (جمل)ج 














ِ د اين تكد أ 4 1- 4# 
© رمو] 5 حك 2(2ه1) حك 
وبالتالى فإن المعادلة تؤول إلى 

1 1 مل 1 1 مل 
اساي بود ل حم للدم رودل سد 
13 عد علنل 1 عد حل 


1 
ويكون عامل التكامل د/1- ىد جرع ويكون الحل هو 


1 1 1 1 1 
27 (1822)يى 2 2 2# 


(ب) معادلة برنولى (1:5لن0معء8) 
هى المعادلة التى على الصو ر هٌّ 








010( 10+ م .ل 2 "برل- برظر+ 


حيث 0,2 ثوابت أو دوال فى *«ا فقط . 
بالقسمة على “2 قنتاخذ للمعائلة (1) على الصورة 


الال 


2 


1- 


بوضع ”ابرح ا ويكون 


وَقلكذ الممائلة: 'الضرورة 
أو 


ويكون عامل التكامل 


ويكون الحل هو 


-1 وفك إو- 
ح 5 ري بست 
0 0 ' 0 





4 _ بق ع اء 
خل” بوزمر - 1)-- اى اند 
0 (( -1) 0 ى ان 
40 1__ «42, 
ار ا 
مق 1 
د سم 
0 حك م - ]1 


(-0)1- ابرع م 2 
حل 


2 عار _ عهدمام أ 


1.1 - 


20 |(ه-1) في" -1 
ع+ حل 5 06 |[ - ١]‏ 2-7 


0 ع اعاوق ] - عامط [1-50) يمد 


ملحوظة : يمكن تأخذ معادلة برنولى الصورة 


حيث 2 ء 


الطريقة السابقة 
مثال )١(‏ : حل المعادلة 


”عر ي)- 2-8 


0 ثوابت أو فى بر فقط ويمكن حل هذا النوع 


عدم] > برع بردي 5 
1 ول 


الحل : تكتب المعادلة على الصورة 


الا د 


1 
)01( ل رطب اله 
“4 د بحل 
. “ برح بن قا لست قا المعائلة 
بوصضمع در إن 0 إن تؤول إلى 
1 1[ 20 1 1 من 
دوا - ع روحدسا م جح رول دع ودطدي ليك 
ل 1 د حكن 


56 2 

ويكون عامل التكامل .م لهذه المعادلة هو 
اد 

عر /1- عامج ف ا 6- ]1 


وبالتالى يكون حل المعادلة الاصلية هو 
ع + ع 1 “ير -_- | د اعرنا 


أى 


1- 
5-2-6 رمم يرا بر 
أى 
ع +1+ رع« مه )<< 

مثال (") : حل 

8 5 جحت 12312 كك 

دوعة ‏ بز - عدهها 0 بي 
أو 


0( < - عماة) - ولع ؤم 
الحل : بالقسمة على ب فتحصل على 


4 4 
3 - سك 
حل 


-2 


لس ع 
كت 


: 5 اك بأل -_ 7غ ل 7 
ويوضع “82-127 فنجد ان 000 وتؤول المعادلة إلى 


بل وه 
1 56 جح بززع 20ذا) + د ا جد البزروعو- جح 9( 13) سنس 
حل و4 


حأ تلد ع 


ويكون عامل المكاملة هوا برعمو- “مام 
ويكون حل المعادلة المعطاه هو 

ع+ رهق ع مرعهو 7 بر جد عل يروها - رععو ب 
؟"-١٠‏ - أمثلة متنوعة 
مثال )١(‏ : حل المعادلة التفاضلية 


٠.‏ . م آء بوك وو 
الحل : بوضع اه منها نتجد |( تبه +14- 2ت 
دو + برع م و ل 1 7 وتؤول 
المعادلة المعطاه إلى 


(1- ب)/ بلع ا 1 
بك حل 





32 تت 
م ًّ +2)- يا 2ل ة | 1 
[ بن 1[ بن 


وبالتكامل نحصل على 
(1-ع- برل )ه21 + (- )2 ح (1 - 0م21 + ب د علج عير 
مثال سس( : حل المعادلة 





الحل : باستخدام الاحداتيات القطبية 
ماح عر بو عربة ع ”م .0 ملو - برر0وم م ح عر 
هده العلاقات نجد أن 
+0 - وبر + حل أو «2,4 - و24 + :2141 
0 - حل - اند جح 000 اي الك 


وبالتالى تؤول المعادلة إلى 


1 
0 -ومد يك و04 





دول 2 21 
وبالتكامل نحصل على 
(+0)مزو4 دعم جد إه/ح)! مزودع+م 
أى 


د 


(عد/ مر سها+ع)رزلوه - * برااعر 
مثال () : حل المعادلة 
0 - مون( عم ”عر + ة بر) ل يرل( ع - * عر + ة بر) 
الحل : نكتب المعادلة على الصورة 
0ع بل 7ط - عل مرخ - ( عو د عوع)(* و ة*ع) 


- 1 
0ع ول" ج*5- حل وذو - ( بو 2 + عج24)( رد ةر 5 


اخ د + 
0ح عل رخط- حل ره - علج - 


وبالتكامل 


عع (3 وق 3يرذق)2-4ج3 اح 2-25-2712 تسد 
١ 5 ( 20‏ 5 


عع (3 برذقب ذيرةن)4- :2 )3 
مثال (4) : حل المعادلة 
وك *((+ ) - عوز* بر - و2 - *ه) 
الحل : نكتب المعادلة على الصورة 
وك *(بر+ ع) ع عه (* بر+ و2 + *ع)-(*ع+ *م)] 


( 4+ جح ) *( + ع) - جوز رب *نع) 
(بوضع ج2-بر+ع) ء ج42 ج2- به( + 42) وبالتكامل 
م اج تير 
عدج - 3ي + 32 جح -2 + سخ - د + يردن 
53 3 3 


ع - 3 يو - ة بورك - بوث :32 - عر*ه3 - جد لع + 3(نر + جع) - 37يرب+ رذه3 
مثال (5) : اثبت أن المعادلة 
0 - ج1(2 + و2 + ع3) + عرز[ + «3+ ع4) 
تمثل عائلة قطوع مكاقئة لها الخطان التقاربيين 0- بر+عاء 1-0+ بر+ +2 
الحل : لدينا المعادلة 
)1( 0- 1+ :2 + ع3) + عه(ا + :3+ ج4) 
بالمقارنة مع 0- «8/4+ ه84 قنجد أن 
1+ بر2+ عر -ح لل ,1+ بر3+ عر4 - 1 
وكذلك 3- ب / 014 - 9 / 014 


5 


وبذلك تكون المعادلة (1) تامة ويكون حلها هو 
)2( 0ح م + يو + برج عر بوج3 + ة :2 
ويمقارنة (2) مع للمعادلة القياسية للقطوع المخروطية 
0ع + 2 + عرع 2 + * بور + م2 + * يم 


فنجد أن 2-2 - طه- “1,1 - 2,5 /3- :2,1 - م وهذا يشت أن )2( تمثل 
معادلة قطع مكافىء وحيث أن معادلة القطع المكافى تختلف عن خطية التقاربيان 
بثابت وعلى ذلك فإن معادلة الخطين التقربيين للقطع المكافىء (2) يمكن أن 
تكون 
)3( 0ح جرج برج عر ب 2 برج بومر3 + “ غ22 
حيث 2 ثابت . وبمقارنة (3) بمعادلة الخطين المستقيمين 
ودعب بم2 + عرو 2 + * بوق+ بون21 + 2ع 
حيث 0 24-ع,1/2,/2-1/2- و,ا- 3/2,5- 2,5 ده 
والشرط لكى تمثل (3) خطين مستقيمين هو 
0ع خي- *و- * #إه- بأ ع/[2 + عطه 
أى 1.2-4-5-0- 2227-2 +24 
أى 0 > 2 . وبالتالى تكون معادلة الخطين التقربيين هو 
0ح بز + ج ب > برب بور + 2:2 
أو 0-(بر+ ح)+(بر+ ع)(ر+ 22) 
أى 0 - (1+ بر+ ع2)( ا + ع) 
الذى يبين أن 0- بر+ عر ء 1-0+ برج ع2 هما الخطان التقاربيين . 


5 


دة 

: حل المعادلة التفاضلية التالية‎ -١ 
1( 0ح مك2 ++ 1ه بر+ له برح 1أيء عر 20 حل "+(1+ ر) ع ورا + عع)‎ 
3()6“ + ج2(* بور + * بر) + رهز جر - *ع) (4 0- رورمو "++ عفرومء(1‎ - 0 
5( )1- بر (6 «هرزر +1) جر - 02( :رز -1)(* ع‎ - 5 257 

حل 7 

0 ع برمعد مها رز “عه5+ عورهها ع أ*عء5 (7 
«اعيية برب اذخى - ييل / برق (9 1 () بر كم عل/ برك (8 
0 - قر ثعهةو( *ء-1)+ مدرصم "ع3 (10 


(<ا+ عمومء + ( بر+ ١‏ 2 (12 رم ح) (11 
685+ --2 (14 4+ جك - ( بر4- :4)( بر + ع) (13 
4+ بر3+ +2 


0- «3(49- :2 - 22) - ع (2 - بر ع) (15 


ددنت سل 2 لاك 1 ر+ .| نلك )“ون (16 
5+ 2-2 عق 4 


"- حل المعادلات التالية 


(+0- وى | )ونه «-(:40+ حلز)رء / ر)ومن ع (1 


2 - به( بر - 2 (3 0 > عرلورر + ب«( - بودل.2) )2 
0- برلوزثذ بر + أع)- بورع (5 0 - به(* عر + برومر) + :4 1 (4 


0- بره( جر + ع) بر+ ”ع (7 0- علث بر+ ب( - ع)ع (6 


- 5م 


0ع بجنث بورة + عو بد2 - ذع) (9 هزرخ ع3-3ر)- حلهز* بورة- *2) (85 


2-3 دع _ 4 3 د دل,_ 2ك 
و ل ا 
+2١ -2‏ حة _ 42 _ ل لاك 
0 0 (13 (5+جع+ ب«)/(1-عر 01000 (12 
0- به(3+ م - 22)+ ح0(< - بر2 + ع) (14 
0ح 3+ :3- برق / -7(0+ ع7+ برة) (15 
”7“ حل المعادللات 


0- «3(9 + ب - :22) + 202 - :2 + ) (1 

0 - بوك( برط2 + جم) - عل( برط+ جم2) (2 

بيه (* ( - جه) - عن( بره- *) (3 

(١/2 + 2 -5(‏ - :2) - عل |/ بك (4 

0ع يق( 2ع - 2 برج ة ر) + بوور( نع + ة برج ذي) (5 
0- مزه 60+ علوم (1+ 67) (6 

0 - به( 3+ 2 بر) بر+ عز* برة+ *2) عد (7 

0- به( + ع) - عجه(* بور6 + *3) (8 

0- رهزا “ومع + 2 بر +1)- ح4ع2 منه بر (9 


0 - به(ة 2 - بوره - 2 )+ ع( بر2 - بور4 - * ع) (10 


5 - حل المعادلات التالية 

0 - برقة بور - وروز * بر + *عر) (2 0 - به( بر ذع)- عوبر عر (1 
20 برمنرم 2 -- 0( * بز + 2 ع (4 0ح بره( بر - بور > جر) + عنه” بز (3 
0ح بول( ةير - * بور2) + جل( بمر2 - ذعر) (5 
برك( * و + *عر) + جور + علعر -2 0ح بو( و2 + (مع) + حل*م -1 
0- عرما+ ولع - علر -4 0( * بر + *ع) - عدر - رمع -3 
0ح روهز بد - "تجير)2 + 2م -5 
0ح بول( برب “م) + يه( "مه برو ع2) بد -6 
0 - لودو + عمل بزيرر - *متر) -7 
و26 ع ع2 + * يربز , جل بور - لاز - رلور -8 
,0ح يولهرز1 - بنرورزه ع- ع) + 4( «/2)/ + برومع + بد -© 
( هنر - بقع ) م« - ور + عحدعد -10 

(تنويه : ضع المعادلة على الصورة (عد/ (ز) 24 ع2 - (* بر+ *ع) ك) 
0ح بروع(1- بوعر - ةيو عر 3 يوة عر) + ع1 + برومر يج 2 بوة عرب ة بوذ عر) -11 
,0ع ب( برر+ 1) ع - 2ل( ب - ]) بر -12 
0 ع ب( بع - 1) عر+ عه( نو + 1) د -13 
0 - وهر بوذعر - بوث جر) + هل بوذ 2 + * بورع -14 
0ح بلع( رمس ة و2 عرس 4 بر * بر) + يرلو يو( بإصر ل * بوث يرج > بو* جر) -15 
0ع لبود + ع(ة :و2 - 3ع)   17-‏ 0- ببلبر2 + عو( +2 + * بر + *ع) -16 


0ع ع2 - عه( - بره ةع) -19 0ع بووبرة - جز( بر + *ع) -18 


35 07 


0 - بوم( برح ع2 بوث مرج ة بوث عرة) + عزهز” ع - 2 بور) ‏ -20 
0 - بوهن* برج عر ة برة )2 + عه( بج + أ بوور) -21 
0- بمرع4- *بر2 + ذأروي) + عه( 2 - *ر) -22 
4 حل المعادلات التفاضلية التالية 
051» - 39+ (حجل / ج) ددند (1 


0 - ع0( حو - بر - بر*ع2) + بوه( ع -[ا)اع (11 


4 ى. 020100000 0 

#دووح2 ح نونح بو دلت ([119 عرو + تت( عر +1][4 111 
000 ) ا 7 ) () 

(وك رأ ون 2 : رك 1 

0 --705 دام جر)غ) بد +1 1”ى> 0ع جرععو- روج بدت 5 
- )+( بر+1) ( 0 ) 

0- ج92( بر ما- عي)+ عهنر ما «ز (111ا عوععو *6- ليها 2 )0711 


5111 + ره )0 1 222+ 31+ عح) (1 
ل حل 


1 حل المعادلات التفاضلية التالية 





1 2 1 5 
7 5111 ا 2 )11 لوكو تووم د لك ووه )1 
ين < عك دل 
7ع 7ك 1 5 أ04 ملي 
65( +1 2د (1187 *م-1+ ت (غ111 
ل 7 


0 - بور + ع2 + *ر+*ع) ‏ 90 
و 


د “مقا > برح عزوم 21 - د (آلا 
حل 


 للال‎ 





3.3 وف 3 <ع-ر3 جه 2 
ر- دلت (11آلا ميرح تلم آآى,> 
11- 27 ص4 ) 0 0 7< ( 
0 4 : 2 م4 
37ح برت 2 يع- عمغ+ 2 نح« 
وخر ير 
- حل المعادلالات 
لإ .ءءء 20 . 
1<-(ع- بر)صد 0ص )11 4 - عل( ”<< :2 -1) (1 
1 


4 اثبت ان المعادلة 
0 <> جل(1 + بول+ ع-2) + حمر[ + 7+ -12) 
تمثل عائلة منحنيات لها خطان تقربيان 1-0- بر2+ +3 »> 1-0+ بور+ +2 
5- اثبت أن *(1+ برج 1/0 هى عامل المكاملة للمعادلة 
0- ب( - 2ع - بوية) + عه( بر - * بر - بو23) 
ثم اوجد المعادلة (0-:1(2+ بر+ ع)+ بور) 


ك5 


الباب الثالث 
تطبيقات على المعادلات التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة الأولى 
ر0112110135© لقتادءعد0111 0103 1151 «تمعستا دده كدمتاتء[ اصرق 
1-7 مقدمة: قبل التعرض لهذه التطبيقات تسرد بعض المفاهيم الرياضية 
والهندسية حيث تستخدم هذه المقاهيم. 
| - النظام الديكارتى 
)١(‏ طول تحت العمود - © بر (1) طول تحت المماس - 2 < 
معدسى - تكيقولاد- [[2. 
(5) طول العمود > *(عا : ب4)+1/: ١‏ 
وكل منها مقيمة عند النقطة (,7.,<) 
(5) معادلة العمود عند النقطة (,2ز.,*) هو 
0-(,<- ) +(عل / «4)( « - 2) 
(1) معادلة المماس عند (,لا.,>) هو 
(<- 2) - زع / «4)(,- ح) 
(7) طول العمود الساقط من (,نز,,) على المستقيم ‏ 0 -ع+ برط+ م هو 
2+ تقول / زج برطجرهم) 
(8) /با هى الزاوية التى يصنعها الاتجاه الموجب لمماس المنحنى عند ([ 0) 
مع المحور 2 
(9) بإاهة - عكه/ بق - إنحدار (ميل) المماس للمنحنى المعطى 


قم 


1 7# 7 


0 زاوية تقاطع منحنيين عند (,ز.,2)‎ )٠١( 
هى قيم 4/42 عند (,,,) للمنحنيين على الترتيب‎ 
العلاقة بين الاحداثيات القطبية والديكارتية‎ )١١( 
)1( 0و ع بر,6 05 + - عد (31) , ع/ برح 6 مقاءت بر+ رح ثم‎ 
نصف قطر الاتحناء (التقوس) م يساوى‎ )١١( 
]1+ (2ع / *قل) 121[ *(عيل / بول)‎ 


حيث م/1 يمثل الانحتاء. 


1غ( جروا ع-> طول متجه نصف القطرء © ح الزاوية الاتجاهية 


(9/رطظول تك الالمودين القطل :يت ب 

(4) © - الزاوية بين المماس ومتجه نصف القطر (76©]02 7301115) عند اى 
تقطة (2,0) 

(5) (-40/2) دههها 

0( طول العمود الساقط من نقطة الأصل على المماس عند النقطة (7,0) 


يساوى ©للزة / -م/ 


(0) زاوية تقاطع منحنيين عند (7.6) هى | متحت نمم حيث ,مء يم 
1-2 


. 6ك 5 
هى قيم 1 عند النقطة (7,0) للمنحنيين على الترتيب. 


ملحوظة: إذا كانت 4 تتناسب مع 8 فإن 8 - 4 وإذا كان 4 يتناسب مع 
2 فإن © - 8مء» 4. ثابت وسوف نعطى أمثلة مستخدمين هذه المقاهيم. 


36.8 


مثال :)١(‏ اوجد معادلة المنحنى الذى طول د تحت العمودى الديكارتى له يتناسب 
مع مريبع معكوس احداته السينى. 


الحل: لدينا طول تحت تحت المماس يتتاأسب مع * 1/2 وبالتالى يساوى 29 اعح) »© 


حيث 5 ثابت » أو 


1/1« 1- حهذ1 ج دع[ حك د) 


وبالتكامل نحصل على + برها كاك 7د وق مغادلة المتعتى ‏ التطلوف 
أو يمكن كتابتها على الصورة (316/ عاو 0 

مثال (؟): اوجد معادلة المنحنيات التى يصنع مماسها زاوية 2 مع القطع 
الزائد 2ح برع 

الحل: الزاوية المطلوبة 


71 70-72 
4 1+ 757912 


71 قيمة 2 حل / وك للمتنحنى الثانتىي ‏ م- بعر وتساوى رمه (حيث 
5 رف د 
در تعطى */ ع - 2 ). وبالتعويض نحصل على 


<-مةا حيث عل |/ «ل- ,م للعائلة المطلوبة عند (7ز,ع)ء» 





أى 








وبالتكامل نجد أن 


+ وءل// ع) “مف (ء/01/1)ع2 - جرد بر 


+ عل / ع)تهها ء/2 - ع - بر 
حيثت 6 ثابت إختيارى. 


مثال (*): اثبت ان المنحنى الذى تكون قيه الزاوية بين المماس ومتجه نصف 
القطر عند أى نقطة تساوى نصف الزاوية الاتجاهية هو منحنى الكاردويد 


(030010)). 
الحل: لدينا 
8 40 6 6 
-128 - سام جح ب ووه - 0 152 جح - ع 0 
2 0 2 2 
5 ا 0ه 6 1 
وبفصل المتغيرات نجد ان 0-0000 
7 


وبالتكامل نحصل مماء (كماة)ما2 - مها أى أن 
(0 5م -2(0)1 /») ع م ج (2 /0): زوع ع مر 
2 - مح ,(0ومع-1)اع- دم 
وهذه المعادلة تمثل منحنى الكاردويد (المنحتى القلبى). 
مثال (4): اوجد المتحنى الذى له مجموع مقلوبى متجه نصف القطر وتحت 


المماس القطبى يكون ثابتا 
1- 
الحل: مقلوب تحت المماس القطبى هو ابت م 
060 م و7 


2 








000 4 1# 
(1- 1س 10ج ابي 
كك |-وه _- 
وبالتكامل 
[+/-م؟)]ما- ع+ة 
أى 
“مد به , أمبرن 1-1 جه قنور - 1 مير 
وهو المطلوب 


7-7 المعادلة اللوجستيه 0112]102© ©1.0515]1 

ليكن (6)+ كثافة التعداد (111301082م2707) عند الزمن + وأيضا ليكن 85و 4 
معدلى الميلاد والوفاة أى أن 8 و4 هما عددى المواليد والوفيات 
(0110:121م1 +عم) لوحدة الزمن. فيكون لدينا المعادلة (معادلة مالثيوس 
كطخ 1ة1/1) 


حك 
- 2«( 4- 6)- 2« - جاه ل 
)010( - ع ( 7 7 


حيث 5: 4 » ثوابت. وبالتكامل نحصل على 
)2( “ع(0) عد - (6 ع 


وبالتالى يزداد التعداد اسيآ إذا كان 0<ه2 ويقل أسيا إذا كان 6>0 ويبقى 
نايتا إذا كانت 0 - ع. 


وعموما ليكن 5 دالة مطردة التناقص فى 2رء 24 دالة مطردة التزايد فى < 
وبالتالى تكون © دالة مطردة التناقص فى +داء أى أن 


1 


)003( ()ه: - [(ع) 4-(5)2]ع - 2 


0>(ع)كت ,0<(خ-0 4 ,0>(ع)م 
وينتج لدينا الحالات الخاصة عندما 
-ع- (ع)ك4-(<)52 .مك + 4- ( )4 , عرة- رطع (ع)5 
وبالتالى 
)4( رل+يطع © .ربكل راع ه 


حيث 0< »,4 4,رطيرظ. 





سوف تفترضس 
,5( يطابطع + 
أما إذا كان ,86,/5<ع نأخذ معدل المواليد مساويآ للصفر. ومن (3): (4) 
نحصل على 
)6( : ]ين ع- م 3 +1 جرم 46 
ع-62 وي 4ل 
بالتكامل نحصل على 
0( 0 جالتتيح اوت لا 
(0) ح-عن (+)ع2ه-ه 
21 


وبالتالى عندما -هج + قإن ©/»ج (© 2. 


1 


إذا كان »/م>(0)* فإن تكون دائما موجبة وان (6 + تزداد إلى 


حجم التعداد ©/»ه وإذا كان ©/0(<24)ع+ فاإن 2 تكون دائما سالبة وأن 
(©* تتتاقص إلى ©/» كما فى الشكل 


المنحنى اللوجستيى 





ع 


ويكون حجم التعداد النهائى فى أى حالة هو »/4» 


حيث 


ب 


وه ر#+رطه © 


عند ©/2)0(>2 فإن الشرط (5) يتحقق دائماً ويبقى دائماً معدل المواليد 
موجياً. وبالتالى سوف نفترض أن ©/26> (0)*. 

بإشئقاق (6) نحصل على 

0 
0 





(010 ع كاءه- 5527 
إذا كان خخ > )عر فإ 2 تزداد عندما تتغير د من (2)0 إلى -- 
. 2 ف 0 در دبعور. سر , ع2 
55 50006 2 2 ع4 اه لت عد واد 
وتتناقص عندما تتغير *« من - إلى كيح تقظير هن دالة تزادية: زم 


ع2 01 


3486 


ل 4 4 2 
دالة تناقصية عند --- عر.> جحت تشلاشى عندما دك ع ويالعلي بوجد 


نقطة اتقلاب فى منحنى نمو التعداد (701/112ع 007111241028) عندما يصل إلى 
من (8) نجد أن نقطة الانقلاب تحدث عند الزمن 


7 - 3 )11( 





إذا كان 2< (0) > فإنه لاتوجد نقطة انقلاب. 


ملحوظة: أبسط صورة للمعادلة اللوجسدية هى 


مثال :)١(‏ إذا كان تعدلد السكان يتضاعف خلال ٠٠‏ سنة. فمتى يكون تعداد 
السكان ثلاثة اضعاف ء تحت الافتراض أن معدل النمو يتتاسب مع تعداد السكان 


الحل: ليكن عدد السكان « عند الزمن م و ,+ هو عدد السكان عند 4-0. 
وبالتالى فإن 
200-01 د 2 


حيث ك2 ثايت التناسب. من (1) تنحصل على 


01 


1 - عها- دهاج به ]| -25 ]جه ب - 26 
3 41 


فأ د يرج 1خ - و / عاما 


من الافتراض عند 0-+ فإن ,«- عد وبالتالىي ,22 - ع عند 50-<+ وعلى 


[١١ 0‏ []) - “كل جح 2 د[ - 501 جح اه 
21 


لنقئكرض العدد يتضاعف ثلاث مرات عند الزمن قيكون 


1 
تك وود ووات ج ماك 11 جح نه 
2 4./ ْ 


وبالتالى فإن بالسنوات يعطى من 


مع > وعد 


.2 


5 - -30 > ,2 
103.ص-. 





مثال :)١(‏ عدد البكتريا فى مجتمع خميرة (396351) تنمو بمعدل يتناسب مع 
العدد الموجود فى نفس اللحظة. إدا كان عدد سكان هذه المستعمرة من الخمائر 
يتضاعف ” مرات فى ساعه واحدة. أوجد عدد البكتريا التى تكون موجودة يعد 
5 ساعات. 

الحل: نفترض أن عدد البكتريا الموجودة هى .2 عند الزمن0-+ ويكون 
عددها + عند الزمن + (ساعة). وعلى ذلك فإن 


)01 مح - برجب 5 7 لت 
54 4 


(يفصل المتغيرات). ومن الافتراض عند 0-+ ء فإن م*- + أئ أن من (1) 
»- معد وعلى ذلك فإن 


2( “في جرح عر 
عند 1- + فإن ,+*3- عر وعليه من (2) تحصل على 
)0 3 - “مج “يع - وع3 


لنقترض أن »دح براعند 5-+ فإنتنا نحمصل عاى 
5و عر د 5( #ع) جرع ثبي عع رع 


وعلى ذلك نتوقع أن البكتريا ستزداد "3 مرة فى نهاية 5 ساعات. 


117 ب 


7-1 تطبيقات قيزيائية 
مثال :)١(‏ طيقا لقانون نيوتن للتبريدء المعدل التى تيرد فيه المادة فى هواء 
متحرك يتناسب مع الفرق بين درجات حرارة المادة وحرارة الهواء. إذا كانت 
حرارة الهواء ”> 290 وان المادة تيرد من “1 370 إلى 330 فى 10 
دقائق. أوجد متى تكون حرارة المادة 17 2295 
الحل: لتكن درجة حرارة مادة ما هى 7 عند الزمن + (بالدقائق). فإنه من 
الافتراض وبتطبيق قانون نيوتن للتبريد نجد ان 

ص41 


- ب(290- 2-76 
مو د 200 0 41 





- 1 (10) 


حيثت 4 ثابت التناسب. ويتكامل (1) بين 0-غ+,» 370- 7 وبين 10-غ4. 
0 - 3 يكون لدينا 





10 330 
1 01 
602 - م2 جح يك 1 - 
0 م ا 7-0 | 
باقتراض أنه عند ,#4- + تصبح 295 - 7 فيتكامل (1) نحصل على 





ج80 ها - كما رن جح يه | 
0 


210 
2 - 00276 ج 2 410 - ع جح 1216ا- ,نا 


5 40- ورج 


مثال (؟): يتحرك راكب دراجة بمعدل ٠مه5/‏ :”4 . أوقف البدال لتقف الدراجة 
بعجلة تناقصية (ع1عل9ا© ©1252 01 2©1310241082) ناتجه عن قوتين» الاولى 
2ء»5/ :#(0.08) ناتجه من قوة احتكاك أجزاء الدراجة والأخرى نتيجة المقاومة 
“عه / (” م« 0.02) حيث 1 هى السرعة بالمتر فى الثانية. كم من المسافة 
بقطعها راكب الدراجة قبل أن يقف (085-1.6). 


 ةهةك-‎ 


ويصل إلى سرعة ١‏ عند النقطة م فى الزمن + بحيث أن +ع م02. لتكن 
عجلة الجسيم المتحرك عند / هى 6. وعلى ذلك 


746 
1 سس رحج الالح -نق0 5 دابع 


من الافتراض مقدار العجلة التقصيرية تساوى 
(* د 0.02)4 - * :0.02 +0.08 








)2( ل 4 00-0 اح سب02)4 م - 40 ررجد 
(-4+3) 0.02 :4 
وبتكامل (2) بين 0- عرء 42/5 - ١‏ حثتى ,ع عدء 0- بد يكون لدينا 
بهد ع 1 / 
”ع4 0.045 5 


[20 ططا- 4 مإ 2 4)م إ- 0 


2-٠‏ تطبيقات ميكانيكية: 

تسمى دراسة القوى والحركة الناتجة عنها بالكيناتيكا (118©)01©5) التى وضع 
اسحاق نيوتن القوانين الأساسية واهمها قانون نيوتن الثانى الذئ ينص على: 
القوى المحصلة للمؤئرة على جسم كتلته 71 تساوى المعدل الزمنى لتغير كمية 
الحركة وفى حالة الكتلة الثايتة أى 


رك 44 
)1( وح الور م 


حيث ثم هى القوى المحصلة المؤثرة على الجسمء ١‏ هى سرعته. (720) 
كمية الحركة» © عجلة الجسم. إذا كانت الجاذبية الارضية المؤثرة على الجسم 
فى :قا دالقر الموترة اعلن اللنسع هن قوة الحائيية الالرضفة وساواق رودا 


1 


2( ا 


ومقاومة الهواء وتعطى بالمقدار «#- (لأن مقاومة الهواء تتناسب مع سرعة 
بالاحتكاك اللزج (1611011 971500115) وتكون اشارته عكس اتجاه الحركة. 
وبالتالى تكون القوى المحصلة المؤثئرة على جسم ساقط هى با - عير ح زر 
وعلى ذلك يكون لدينا 


)03( .مج بسندا بيد جد رح ا 
271 041 


كمعادلة لحركة الجسم. 
إذا اهملنا مقاومة الهواء أو كانت غير موجودة فإن 0- +2 وبذلك تؤول 
المعادلة (3) إلى 

)4 0 
وتعرف للسرعة النهاتية ,ا عندما 0< + بالمعادلة 

)3( : / عم ح ا 
ملحوظة هامة: المعادلات (3) ٠» )4( ٠‏ (5) متحققة فقط إذا تحققت الشروط 
المعطاه. ولا تتحقق هذه المعادلات إذا كانت (مثلا) مقاومة للهواء لاتتناسب مع 
السرعة ولكن مع مريع السرعة أو إذا أخذ الاتجاه الرأسى إلى أعلى هو الاتجاه 
مثال :)١(‏ اسقطت كتلة من السكون من ارتفاع 15 مترا أعلى مستوى الأرض 
الحل: نفترض أن الكتلة اسقطت عند الزمن 0 - + وإذا كان الارتفاع أعلى 
مستوى الارض فإن 2 - + هى سرعة الكتلة وطبقا للقاون (2) فإن 


5 - (0), ,9.8- ع ,0-(0) م 000000 


وبحل المعادلة 6م ح ن- 


8| 


نحصل على 


تصل الكثلة إلى الارض عندما 0 - 3 أى عند عمه 175 32 - را وتكون 
3 


سرعتها ع56/+17.177>- ش م- ع (غ) ا 


ملحوظة: إذا حسبنا احتكاك الهواء فإنه يولد قوى على الكدلة يتناسب قى سرعة 
الكتلة ويكون اتجاهها عكس اتجاه الحركة ومن المعادلة (1) يكون لدينا 


)0( وو ع 1 
2 


حيث 2ش ثابت موجب يسمى بمعامل احتكاك الهواء. وهذا النوع من الاحتكاك 
يسمى الاحتكاك اللزج. 

مثال (؟): اسقطت كتثلة 5108 - 2 من طائرة بسرعة ابتدائية تساوى الصفر 
إلى اسفل. أوجد ,()< عندما يكون معامل احتكاك الهواء 0.1 -/ 
ع6 213 1001 61م 120112301. 

الحل: فى المعادلة (3) 2 -7راء 32.2 - ماء 0.1 -2 ويكون لديتا 


ع1 متك 
 177)0(-0‏ ., 322-- ي005+ 4# جح 0-(2)0 , مح بوتس 1د 
7 0-7 4ك 


ويكون حلها هو 
(1- 9595 )0.644 - (غ) ب 


ملحوظة: المقدار ان ينتاقص يزيادة + ويؤول إلى الصفر عندما ص- جه 1 
وبالتالى لقيم # الكبيرة يكون 2.664( ا. وهذا الثابت يسمى بالسرعة النهاتية 


2 


(نتالء10ء7 ا2ستدومع)) للجسم 

1 
الحركة التوافقية م 
نعتبر ان نظام كتلة مرتبط بزنبيرك. 
كما فى الشك( 
لتكن ر هى الازاحه الاققية للكتلة 7 مقاسة من وضع السكون ويكون الاتجاه 
الموجب إلى اليمين. فإذا انضغط (إنكمش) أو استطال الزنبرك ينتج عن ذلك قوة 
ارتداد (56580328) على الكتلة ونفترض أن الزنبرك يحقق قانون هوك أى 
تكون قوهٌ استرداد الزنبرك 4 مساوية ومضادة للقوى المؤئثرة على الزنبرك 
وتتناسب مع الاستطالة (الانكماش) 4 للزنبرك كنتيجة ‏ للقوة المؤثرة أى أن 
بر- - ”/ء حيث ا هو ثابت التناسب ويسمى عادة بثابت الزنبرك أو معامل 
الصلاية (5014502655) وإذا أهملنا قوى الاحتكاك فإنه طبقا لقانون نيوتن الثانى 


يكون لدينا 
)35 1 - ح و ال[ 
1 بأل ج47 ماك 
دلك يمكن ان نكتب ١‏ داب بده دح ن 
وعلى ف جل 0417 ]لك 
فد 01 


والتى تكافئَ معادلة تفاضلية من الرتية الثانية 
0( بو1- - سج إيزر 


ولتحديد حل وحيد للمعادلة (6) أو (7) يجب معرفة الوضع الابتدائتى ,لا 
والسرعة ولا 


ولحل المعادلة (6) نستبدل المتغير + بالمتغير ‏ وبالتالى 


وهذه المعادلة تحل بفصل المثتغيرات فنحصل على 
639 ب عداعب4 


1 سكل 3 1 5000 
من الواضح أن 0< 6. ولاحظ ان 2 هى طاقة الحركة ((65628 عتاعمك1) 


للكتلة عندما تكون سرعتها لاء ا هى طاقة الوضع (3ع2628© 21121ع0016) 


المختزنة فى الزنبرك عند إزاحته بمقدار ب عن وضع السكون. وتنص العلاقة 
(8) على أن أى حل للمعادلة (6) أو (7) تكون الطاقة الكلية للنظام ثايتة. 


إذا كان 6-0 فإن 0- اح بر وتكون 7 فى وضمع الاتزان 
إذا كان 0< © فإننا يمكن أن نكتب (8) على الصورة 


ا و 25_عت,_ به 
4غ ط1// 01ل 13 آار 0 


وبحل احد المعادلتين نحصل على 


)9( 4 عله 0 


وحيث أن 7+ 4 ثوابت. فإننا نترى من (9) أن حلول المعادلة (6) 
تتذيذب حول وضع السكون وحيث أن دالة الجيب دالة دورية لها الدورة 2 . 


فإن هذه التنبذبات تكون دورية ولها الدورة "3 حيث عه - ]1 أى 


1: - 2/14 / 1 


مثال ("): كما فى الشكل السابق ليكن ع2 - 4لء +7 / 600هع]< 3 - 5 . إذا 
استطال الزنبيرك 20# من السكون إلى اليمين ثم ترك. اوجد الحركة الناتجة. 


الحل: علينا حل المعادلة 


رم 4 
0 - (0) 0.2 ع (0) 3 , و3-حع ه22 , برح تك 
١ )0(‏ (80)0 تير ل 


0 : 3 
6 تدك جد 2 *' نسذة ل رحة ونت ةن 
ومن 1[ جذ ان 21 


0 
3 1 50 8-6 1 7 | خا 0 
2 2 3 


حيث - > ثابت اختيارى. وحيث أن 0.2- (0)«ر , 0-(20 بر قإن 


0- د 0 , 20.2 4صنتوء- (0)ر 


وعلى ذلك نحتاج إلى 0- 54م أو م + د 4 مر عدد صحيح وللسهولة 
نأخذ 0 ع يب َك وكذلك نحتاج 
ا 1 
2م- بج 02-[ )هن >> 5124© 
ويكون الحل هو 


3 : ّ 
3 + م نمه د6» 


75١85 


ومثال ذلك نرى أن الحل 1 يذبذب بين (0.2 + ,0.2-) بطريقة دورية. 
ودورة هذا الحل هى 3 ]2 

مثال (4): قذنف جسم كتلته 2 رأسيا إلى أعلى فى الهواء بسرعة ابتدائية ,لا 
فإذا كان الجسم يواجه مقاومة الهواء التى تتتاسب مع سرعته. أوجد 

(أ) معادلة الحركة فى نظام الاحداثيات كما فى الشكل 

(ب) تعبيرا عن سرعة الجسم عند أى لحظة + 

(ج) الزمن الذى يصل فيه لاقصى ارتفاع 


لمعم تلدع علا إررجومم] | 


فى 
تلصط مكنا 0 





للحل: (أ) نظام الاحداثيات هذا يمكن أن تكون المعادلة (4) معادلة الحركة. 
ولاشتقاق المعادلة المناسبة نلاحظ وجود قوتين قوة الجاذبية وتعطى بالمقدار 
8+ قوة مقاومة الهواء وتعطى بالقيمة 07 والتى تقلل السرعة. وحيث أن كلا 
القوتين تؤثر رأسيا إلى أسفل (فى الاتجاه السالب) فإن القوة المحصلة على 
الجسم هى 07 - 718- وباستخدام المعادلة (3) وترتيب الحدود فيها نحمصل على 

مكل 


)01 1 وسح 08 


كمعادلة للحركة. 


(ب) المعادلة (1) معادلة تفاضلية من الرتبة الأولى ويكون حلها هو 
(1اع")- "1*7 محم - بر. وعندما تكون 0- + يكون ,اح ما وبالتالى فإن 


71 ث3 5 _ 1 ّ 5-5 
ختوردع وعلى ذلك تكون سرعة الحسم عند أى لحظة م هى 


(ج) ويصل للجسم لاقصى ارتقاع عندما 0 - ا. وعلى ذلك يوضع 0 - يادقى 
المعادلة الاخيرة نحصل على 





كشب )ررك ع 
7 4 


0-7 تركيز السوائل (تحليل الاوعية) 2 515/(إ221لشة غ7عتطاهدمم00) 

يمكن تقسيم العملية الفيزيائية أو البيولوجية إلى عدة مراحل مختلفة. ويمكن 
وصف العملية الكلية بالتقفاعلات بين المراحل المختلفة. وتسمى كل مرحلة 
غرفة أو بركه (0001) أو مستودع أو وعاء. وان محتويات كل وعاء يفترض 
انها مزجت (خلطت) جيداً. وتتقل المادة من وعاء إلى آخر فينضم الحالى إلى 
اللاحق ولذلك سميت العملية الكلية بنظام الاوعية. والنظام المفتوح (062) هو 
الذى فيه مدخلات إلى أو مخرجات من النظام خلال غرفه أو أكثر. والنظام 
غير المفتوح يقال أنه مغلق (لع2»105) وقى هذا اليند ستدرس أبسط هذه النظمء 


فى الشكل المقايل نظام وعاء واحد. يتكون 1 )4 

من كمية من المادة (4)< فى الوعاء 
ومعدل الادخال (5)4 الذى تدخل فيه المادة النظامء معامل الانتقال الجزئى 
(165كضقتعا ل[52©022) 82 يبين جزئ المادة فى الوعاء التى استخدمت 
الكمية (7) يعتمد على الفرق بين الادخال والاخراج عند أى زمن + الذى 
يؤدى إلى المعادلة التفاضلية 


)01 70920 كلك 
4 

وهى معادلة خطية ولها الحل 
[ع+دعك “*ع()): ]60-6 
مثال :)١(‏ مستودع يحتوى على 100 جالون من الماء مذاب فيه 50 رطل من 
الملح. نفترض انه ينساب فيه جالونان من محلول مشبع بالملح كل منهما يحتوى 
رطل واحد من ملح ذائب يدخلان الى المستودع كل دقيقة ويتم مزجهماء ويخرج 
المخلوط الممتزج جيدا من المستودع بمعدل ؟ جالون / دقيقة. اوجد كمية الملح 

فى المستودع عند أى لحظة. 
الحل: ليكن د هى عدد ارطال الملح عند نهاية * دقيقة وحيث أن كل جالون 
من الملح المشيع يدخل الوعاء (المستودع) يحتوى على رطل واحد من الملح: 
وتعرف أن 2 - 20 ومن الناحية الأخرى -5-- # حيث جالونان من 

0 جالون فى المستودع يتم خروجهما كل دقيقة. فإن المعادلة (1) تصبح 

ادك 


سد 2 ع لد 


01 100 


1 


0 مع +100 -[عب+ ,1اتااي |2]* ددم 
0ح آم ج- ©+100-(2)0-<530 
0 2100-0( 


لاحظ أن تزداد وتقترب من نسبة الملح إلى الماء فى مجرى المدخل بزيادة 
الزمن. 


ملحوظة: معامل الانتقال الجزئى 4 يمكن أن يكون دالة فى الزمن كما فى 
المثال التالى 

مثال (؟): كما فى المثال للسابق ينساب ” جالون من الماء المشبع كل متهم 
يحتوى على رطل واحد من الملح تدخل المستودع فى كل دقيقة وياقى 
المعطيات كما هى. اوجد كمية الملح فى المستودع فى أى زمن /. 

الحل: لدينا 3-<: ولكن حيث ان كمية الملح المشبع فى الخزان تزداد مع 
الزمنء فيكون معامل الانتقال الجزئى هو 





خ+100 5 


وبسط كد هو عدد الجالونات التى خرجت من المستودعء ومقام كل هو :+100 
هى عدد الجالونات عند الزمن م وتكون المعادلة التى تصف ذلك هى 





4( 3-- 
والذى يكون حلها هو 


4# ]جه قت ]د 
+ (+100+2)ع+(++100) - | 6 [دا ند 2 6>< (غ) ع 


بوضع 0 -غ+ فتكون 50)100(7- - م ويالتالى 


3 


كد ]وه ++100-<()ع 
100 


ويعد 100 دقيقة يكون 


55- 20-3 - (100) ع 


رطل من الملح فى الوعاء. 


-٠١٠١8- 


1-7 الدوائر الكهربية البسيطة 
سنعتبر فى هذا البيند دوائر كهربية بسيطة تحتوىئى مقاومة (19©515])02) ملف 
(1200102) أو مكثف (201105م02) مع قوة دافعة كهربية. كما فى الشكل 


8 16 


ب 5 : أ 
اللكصمر ظ 


شكل (ب) شكل (1) 
-١‏ القوة الداقعة الكهربية وتقاس بمقياس (1]01) وعادة تكون بطارية أو مولد 
يولد شحنة كهربية 0 (001010125)) وينتج تيار 1 (5ع5ءململم) 
)1( :لك ١‏ 1-40 
-١‏ مقاوم 7 وتقاس مقاومته يمقياس (135ط0)) هو جزء من الدائرة يضاد 
التيار ويبدد الطاقة فى شكل حرارة وينتج عنه فرق فى الجهد (ع701428) 
ويعطى يقانون أوم 


2( 1 - ,ظآ 


7"- ملف الحثك (12011611082 01 1201161015) .12 ونقاس حثه يمقياس 
(11621165) يضاد اى تغير فى التيار بانتاج فرق الجهد 
0ل 


عم 


:- مكثف (302101© تقاس سعته بمقياس (1*222055) يخزن الشحنة ويقاوم 
سريان الشحنة ويسبب فرق فى الجهد 
0 
)4( 20-2 ع 
والكميات كا ,/, 007 عادة ما تكون ثوابت مرتيطة بمركبات الدائرة 2 / 
يمكن أن تكون ثابتا أو دالة فى الزمن. 


١١8 


والمبدأ الاساسى فى الدوائر الكهريية هو قانون كيرشوف 371061”5غ1 
المجموع الجبرى نفروق الجهد حول دائرة بسيطة مغلقة يساوى الصفر. 

فى الدائرة (شكل (أ)) المقاوم والملف يسببان فروق الجهد لكل من 
م#» , على الترتيب. وقوة الدفع الكهربية التى تمد القوى الكهربية 4 (أى 
يكون فرق الجهد الكهربية الذى له - ) 


ومن قانون كرشوف للقوى الكهربية 


0- ط- رط رع 
ومن (2)» (3) نجد أن 
)05 عد رمب نكر 
041 


وهى معادلة خطية وتحل كما سبق والامثلة توضح ذلك. 


مثال :)١(‏ ملف حثه 21626565 2 ومقاومة 00723 10 » وصلا على 
التوالى مع قوة دافعة كهربية 10185 100. إذا كان التيار م يساوى 
الصفر عندما 0- غء اوجد التيار م بتهاية ©56 0.1. 


)6( 0 >-(0) 1 , 2101-10 
وتكون المعادلة خطية لها ”© عامل التكامل أى 
5 لك ابو د 4 
7 86 - ]| 157+ - (67”1)- + 
١ 90‏ ع8 قن 41 
فيكون الحل هو 
)6 دمع +10-()7 جد ع + 5*ع10-()3571م 


يوضع 0-+م فى (8) واستخدام الشرط الابتدائى 0-(72)0 نحصل على 
الحل فى الصورة 


(5+-10)1-<()1 
مه 3.93-(575+-10)1 - (1)0.1 


مثال (؟): ليكن (100518)60- ك5 ولكن باقى القيم الاخرى فى المثال للسابق 
تبقى كما هى فاته من المعادلة (5) نحصل على 


)9( 0(>0)م ,1005:0606ع 2-1 
ويكون حل هذه المعادلة على الصورة 
05006 60 2405 - 606 25113 -160 
29 
/ 24 
يوضع 0 -+ نحصل على 2م ويكون 
مصخ 0.31 - لك لس سال ك0 
فى الدائرة (شكل ب) يكون لدينا 


- 2+ 87 ح 0- جه نظ بع 


وحيث أن لك - 1 فنحصل على معادلة خطية من الرتبة الأولى 
0 , 240 
حك ب جر 
(10) حص 
وحلها متروك للقارئ 
لدع 51105 على التوالى مع قوة دافعة كهربية ١01155‏ 100. ماهو 
التيار عند ع56 0.1 إذا كان مدع 0.01 - (1)0 . 


151١١ 


الحل: يوضع 2000 -<اء» 3<*105- ©. 100 - / فى للمعادلة (10) 
ان 

040 040 1 

حت. ح- للدم 5 للد 2 
(11) 7 0+ 7 ج 100 100+ 16 
الذى يمكن من هذه المعادلة تعيين (00)0) حيث 


1. 
0 )0( + 1000 )0( - 7 )0(+10002 )0( 





وبالتالى 
(12) 201 +410 - اط - 060 
بضرب طرقى (11) بمعامل المكاملة م نحصل على 
0 / “حت يمي 
ويكون حل المعادلة (12) هو 006 -(0)6 


بوضع 0 -+ نجد أن *10--» وبالتالى تكون الشحنة عند أى زمن + هى 
"١/104‏ م-5) - ()0 


وان التيار 


04 - 1 , 
“ك0 سما ب 1 
1 (6) 0-(6) 


معد “4510 - 0م 10-(0.1) 1 


37ب 


تطبيقات كيميائية: 
تؤدى دراسة التفاعلات الكيميائية إلى معادلات تفاضلية سوف نعتبر التفاعلات 


خلال ثبات درجة الحرارة والضغط . واننا سندرس تظام مغلق أى النظام الذى 
لايضاف إليه ولا يسحب منه أى مادة أو منتج خلال عملية التفاعل. 


إذا تغير جزئْ من ,5 الى جزئ واحد من 2 فإنتا نكتب مج ,ك5 

وإذا جزئّ واحد من 3 » وجزئ واحد من ,5 اتحدا لاعطاء جزئ واحد 

من 2 فإننا نكتب مرج ,3+ ,كك 

وهكذا. 

وترتيب التفاعل هو وصف لحركة الجزيئات. فإنها تعرف كم حدود التركيزات 

يجب ضربها مع بعض للحصول على تعبير لكل من معدل وسرعة التفاعل. 

للتفاعل من الرتية الاولى تكون السرعة تتناسب مع تركيز واحد فمثلة فى 
مصرجيتعغ دو 

فإذا كان ,5 التركيز مول / لتر (2320165/161617) ل ,كىء بج هو التركيز 

مول/لتر فى 8 فإن 


0 
41 
وبالمثل للتفاعل رج ش©ل ,+ ,5 من الرتية الثانية يكون 
4 
يي 2 
وفى التفاعل الجزئى الثلاثى يكون 
رح ,و + خز, لإاحمك ر3+ رى 
والذى سرعته تكون 
حك 
ال كاد 0 


--- 


من ,5 تغيرا إلى جزئ واحد من 27 . وحيث أن التركيزات يعبر عنها دائماً 

مول / لتر وان النظام مغلق فإن تركيز 5+ رىء مم+ رك يبقى ثابتا أثناء 
و54 8+ ,5 . ,24 جم + رد 

والتالى 


0 
(م - يهلم - ,و) ع - ركرئا 0 


أى أن معاذلة السرعة ويمكن اختزالها إلى معادلة تفاضلية من الرتبة الأولى 
فى م. وإذا علمت (0)ث فإنه يمكن حساب )م عندما 2<0م. 22 

مثال :)١(‏ اختبر التفاعل الثنائى جخ رك5+,ى حيث 2 7 وافترض 
التركيز الابتدائى لكل من ,5 هو 11665 / 720165 3 » _ 532 هو 75ع116 / 72016 1 
بينما لايوجد الناتج 7 ابتدائيا. أوجد (7)2 


)01 0<0)م (00-2م-2)3- رعوة - 22 
أى 
ا 2 
وبالتكامل نحصل على 
* ه18 د بح ب 4ح - 4 يزعي - 2-3 
1-م 


وحيث أن 0 -(0)مء فإن 3- , ويكون لدينا 


3- “36 0 
-1- سي د مم جه *يو تللم 
الي 0 





11م 


مثال (؟): فى المثال السابق اوجد (4)م إذا كان تركيزالناتج م2 ابتدائيا 
هوعع)ع1 / 1101 - 


الحل: فى هذه الحانهة 
2-3 +1- ور+ ,ى,5 ع 3+2 -ح ور+ ,ىك 


وتكون مسألة القيمة الابتدائية الثى يجب حلها هى 


2 -(0)م , (06-8)(م-25 - ىو 2 
بَدل بهذ النشلالة كمسل على ذل 
3-2 تب - رهم 


ملحوظة : تكون معظم التفاعلات قابلة للانعكاس (7696151616) وتكتب على 


الصورة 
)2( حك ,د 
4 42 
د و + ىج ل , 2 


مثال ("): للتفاعل العكسى (2) نفترض 3-,4ء 1-_ش إذا كان 
5-(5,/)0 مول/لتر , 0-(0)م أوجد الحل بالتسبة إلى (6)م. 


: تحت الشروط المعطاه 


17 
0-(0)م , 5ع ول رى , و ,و3 د 


والتالى 


4 
0-(0)م , 15-4 زم -2)5 2 


١١6 


وهى معادلة تفاضلية خطية يكون حلها العام هو 


5 15 
وحيث 0 - (0)م فإن 7---» ويكون الحل العام هو 


»مل - روم 


ملحوظة : وبالمثل للتفاعل من الرتبة الثانية القابل للانعكاس 


وحيث أن النظام مغلق قإن 0 - م + رىء د ح- م + .ى تكون ثايتة وبالتالى 
1 
ص_ع#- (م - و ه©)(م - ,و) / 2 


مثال (:5): ماهى المعادلة التفاضلية التى تصف حركة التفاعلات 


مجك جز , لإ[حمف ,و + ,35+ ك5 


وتكون المعادلات التفاضلية المناسبة هى 


.(مم_ + يي عغ-) + (عر_ع - رك كرى #) - َ_ 
4 


وحيث أن النظام مغلق فإن .4- م+ ++ ,ىء 3 ,2 .1 -غ - تكون ثابتة وبالتالى 
م - 1 - ,نح رد وان 


1١1١6 


م_غ+ عليغاى,_ ) -(م - ع - يه)(م - ع - ,و)(م - «- ,و) ع - 


اه جرع 


م_ع#- عع ع 


إلى 


وهو نظام من معادلتين وبالتالى نحتاج لشرطين ابتدائيين ,مع (0)م 
م*-(2)0 التحديد الحل ولا يوجد طريقة عامة لحل هذا النظام الا بالتقريب 
العددى واستخدام الحاسب الالى. 

المحفزات: (2021550©) 

هى مادة اما ان تعجل (تسرع) التفاعل الكيميائى او تكون ضرورية لاتمام 
التفاعل. فالاتزيمات (12322915065) مثال على ذلك فهى معجلة عضوية وعادة 
تكون بروتين. وفى التفاعلات فان الانزيم 5 يتحد مع المادة 3 ليكون منتج 
وسيط 2 والذى ينتج منتج لم ويترك الانزيم » أى 


4 ش مب جم جع يإجبشط وب ير 


نريد ايجاد +4 / م4 بدلالة تركيز 5. نفترض أن التركيز الابتدائى للانزيم 
هو ,© وتركيز 5 هو ,5داءوان ل لم تكن موجودة أولا أى 0-م+ 


أى 1< 5+ ثم ويمكن اقتراضه أن يكون فى حالة الاتزان. وعلى درجة 


: كله - 1 
الخصوص 0 وتكون معادلات الحركةه هى 


م0 

2ك 

الى 0 

حل 

دوع - عن ع - 000 
#د_ع#+ ومع- 0 
043 

دمع + عع + وم #- ع 0 
و 31 


١997 - 


وحيث أن 46-0/ كك (من الافتراض) قفإن ‏ 0- عن_غ+ دمم#- اى 
_#4/عىم» - ع وحيث أن النظام مغلق فإن ++ 6- م6 وبالتالى 


5( عر- 00 كت د 
)__ءَ 5 





وبحل المعادلة نحصل على 
حي الب 
(4/,_ع)+ كد 
وتكون معادلة السرعة للتفاعل الثانى 
كم»*#ة»# ب عت 32 
(ارع)+ى 0 446 
ك7 مك 
5 ع 
0 + ى 4ك 


(معغدمع 1ط -5 1اعحطء1/11) 


مثال (0): يفترض التفاعل 7ج 5 الذى له معادلة الحركة 
)6( لك 


فإذا كان ابتدائيا يوجد 2201/1167 ,وىء ولاتوجد ث.. اوجد ()م 


الحل: التفاعل 7< 5 يعتبر انه تفاعل انزيم محفز على الصورة (4). وبدلا 
من محاولة معرفة الأنزيم المناسب ثم نقيس ,22 ,_ة ء .م فإننا نستخدم 
مباشرة المعادلة (6). الثابتان الآاء ,*# يجب تحديدهما بالبيانات عن التفاعل. 
وحيث ان النظام مغلق فإن ,ى- م+ى وأن 


١١م‎ 


(مح-ى؟5) /8 مك4 


7 0(<>0)م . - 
) لكك ب#+محمودى 44 


وحيث 0-(م) / فقط إذا كان ,ى- م بينما 0<(م)//ر عند مى> م ويكون 
الحل الثابت الوحيد للمعادلة (7) هو مى-(6م. فى المنطقة ,ى> م > مم 
تكون الحلول تزايدية. فإننا نتوفع أن الحل (6) م للمعادلة (7) يكون تزايدى 
ويبقى اقل من ,5 . وبفصل المتغيرات نحصل على 


عش 3 
م كلد 4 وك #حودى 17 
2 و3 ود 





(محوك)صا بغ -م ع + عي 


وحيث أن 0-(0)م فإن ,دما _غ#- دم وأن 
٠‏ 006 ) 
85( ان رع ماع17 
0 


وهذا التعبير يحدد م ضمنيا كدالة فى 4. 

وتيدو معادلة السرعة (6) كتقريب جيد لتفاعلات عديدة قد يكون بعضها أكثر 
تعقيداً من (4). يجب تحديد الكابتين 014 03 لأى تفاعل معطى. 

8-٠‏ تطبيقات اقتصادية 

مثال )1: وضع شخص 5000 دولار قى حساب يعطى فائدة مركبة. 
وبافتراض عدم الاضافة أو السحب من الحساب فكم يكون الرصيد بعد سبع 
سنوات إذا كان معدل الفائدة ثابت وقدره 8.596 فى الاربع سنوات الأولى 
ومعدل الفائدة ثابت وقدره 050 قى الثلاث سنوات الاخيرة. 

الحل: ليكن 2)// هو الرصيد فى الحساب عند أى لحظة + وفى البداية 
0 - (78/)0,. وفى الاربع سنوات الأولى يكون 0.085 -4 وتصبح 


2-1 


0 - بر 248-005 
04 


ويكون حلها العام هو 

2 4> ,> 0ن , كثق0ح 2 وع) ار 
عندما 0 -+ يكون 2/5000 وبالتعويض فى المعادلة الاخيرة نجد أن 

)3( 5 ج000 - () ىر 
ويبوضع 4-<+ نحصل على الرصيد يعد 5 ستنوات وهو 

4 - «ةلاكة 290 م5000 ج (ع) ار 

وهذه تمثل الرصيد المبدئى فى الثلاث سنوات الأخيرة. 
بعد نهاية الذلاث سنوات ومعدل الفائدة 9.2540 قإن المعادلة (1) تؤول إلى 


ويكون حلها هو 

4( كلح ب (]) 17 
وعند 4 ٠+-‏ 7024.74 - (8/)4 وبالتعويض فى (4) والاختصار تنحصل 
على الرصيد وهو 


7 > ع > 4 , 907257 م23 4852 ح (2) لاز 
وبوضصع جع قى المعادلة الاخيرة نحصل على الرصيد يعد سبع ستولت 
وهو 

04 ؟ - 0292507 و(4852.23) - (7) لم 
“-4 للمسارات- 1137610115 
تعريف: يسمى المنحنى الذى يقطع كل منحنى من عائلة منحنيات طبقا لقانون 
معين بالمسار لعائلة المنحنيات المعطاه. سوف نستعرض هنا الحالة التى يكون 
فيها القانون المعطى هو الزاوية التى يقطع فيها المنحنى كل منحنى من العائلة 


ثابتة. 


١58 


وإذا قطع المنحنى كل منحنى من عائلة المنحنيات بزاوية قائمة فان المسار يكون 
متعامدا (012080821) أما إذا قطعها بزاوية (0.)2+907 فإنه يسمى مسارا 
مائلا (051101006). ومثال ذلك إذا اعتبرنا عائلتين من المنحنيات ممع برء 
<ي - بر +3 عراحيث +7 ,© بارامتران. فاننا نجد أن كل خط مستقيم (معطى 
بالمعادلة + - ر) يمر خلال نقطة الأصل يكون مسار؟ عموديا لعائلة الدوائر 
المتحدة المركز (معطاه بالمعادلة 2م-2بر+7») ومركزها نقطة الأصل. 
وبالتالى رهم - بر يكون مسارا عموديا لعائلة الدوائر 2-42 بر+ : ,ر. وحيث أن 
بارامترء فإنه ينتج من ذلك أن المسارات المتعامدة لعائلة منحنيات تكون هى 
نفسها عائلة منحنيات. 

أ) تعيين المسارات المائلة فى الاحداثيات الديكارتية: 

لتكن معادلة عائلة المنحنيات المعطاه هى 


01( 0 ,ع 1 
حيث ع بارامتر. ياشتقاق (1) بالنسية إلى < وبحدذف 2 من المعادلة (1) 
والمعادلة الناتجة من الاشتقاق نحصل على المعادلة للتفاضلية لعائلة المنحنيات 
المعطاه )1 وهى 

2( 0 -(ع | نك, نغا, ح) 1 
لتكن ا الزاوية المحصورة بين المماس 7 للعتصر 0 من عائلة المنحنيات 
عند أى نقطة (2,3<)م مع المحور عد. وعلى ذللك 

)03( .0 حك/ ولح ببدهها 





أن اعطصمع دي 
5 ناته أن باتدموع 


2 ا 5 


ليكن (1 ,06) إحداثى نقطة على المسار. وعند نقطة التقاطع / لأى عنصر فى 
(2) مع المسار ,20. ليكن ,للا هى الزاوية التى يصنعها المماس 217 مع 
المحور : وعلى ذلك 

04 ال / 7ك - رارصا 


ليكن '24. ,+77 متقاطعين يزاوية © وبالتالى 
41 برك 


© سما ( 16 / ل4[1) _ 47 نل يقل 
477 00 جق ”7ك برك 

كز ]1 
ممم ع 1 كه 


6 - 04 هما 
وعند نقطة تقاطع عنصر من (2) مع المسار يكون لدينا 

)6( لاحدبن إلاحير 
وبحنذقف <« , [ , #ه/ن(ه من (2) ء (5). (6) تحصل على 


0 133 + ( )نل / (لن) 
له 
7 ل |--1 
094 
وهى معادلة تفاضلية لعائلة المسارات المطلوية. وعلى دلك تكون المعادلة 
التفاضلية لعائلة المسارات لعائلة المنحنيات 


0( 0- 1 ام 


0ع (عل / ول, ؟. ع ]_ 


“0 ذا + ( حل / جل ) 
مد[ ل |-! 
76 


مبينا أنه يمكن الحصول عليه بابدال ع«ك / :و4 بالعلاقة 


[2 هد ( حك / بول ) -1] /[0 هما + حل / 4 ] 
ال 5 


0)- للها 


(ب) تحديد المسارات العموديه فئ الاحدائتيات الديكارتية: 
لتكن معادلة عائلة المنحنيات المعطاه هى 

)01( 0>(ء, ,ع /ر 
حيث © يبارامتر. باشتقاق (1) بالنسبة إلى ا وبحذف © من (1) ونتيجة 
الاشتقاق» نحصل على معادلة تفاضلية لمعادلة المنحنيات المعطاه (1). ولتكن 
هى 

)02( 0 >( / أ زر ع م1 


1 1 0 , ع2) مل 


)03 حل | ترك - نا صم 






أو وعتاصعم د 


كعينني أن بانوخ] 


١ ١ بمماعهرة‎ 


لتكن (7 ,) احداتى أى نقطة على المسار وعند نقثطة للتقاطع م لعنصر 
من (2) مع المسار ,0 ليكن ,ا هى الزاوية التى يصنعها المماس ,71 
للمسار مع محور السينات 
4 اك ١‏ 7ل - للاصها 
ليكن ص 1م62 متقاطعين بزاوية 90 وعلى ذلك 
- ح بلزا سه .ا ةا 
أى أن 


755522 


#6 1 47 مه 


)3 مدت يدح اه بود اا 0 
وعلى ذلك عند نقطة تقاطع عتصر من عائلة المنحنيات (2) مع المسار يكون 
لدينا 

)6( 00 
ويحذف «, نز , علك/ برك من (2) ٠ )5( ٠‏ (6) تحصل على 

1 )16 7 16 1/47 ١-0 (7) 


وهى المعادلة التفاضلية لعائلة المسارات المطلوبة. وعلى ذلك بالرموز العادية» 
فإننا نجد أن المعادلة التفاضلية لعائلة المسارات العمودية لعائلة المنحنيات 


5( 0 >( عن | ترك, زر ع) 1 
تكون هى 
)9( 0 - ( رق / جك , د , عر) 1 


والتى تبين أنه يمكن الحصول عليها بوضع «4/ ه- بدلا من عك/ رك 
تعريف: عائلة المنحنيات المتعامدة ذاعيا (11-02050021ء5) إذا كان كل 
عنصر من عائلة المنحنيات المعطاه تتعاطع عد العداكين الاخرى علي لإتعامدء 
فإنه يقال أن عائلة المنحنيات المعطاه متعامدة ذاتياء 

ومن هذا التعريف نجد أن إذا كانت المعادلة التفاضلية لعائلة المنحنيات متطابقة 
مع المعادلة التفاضلية لعائلتها المتعامدةء» فان مثل هذه العائلة من المنحنيات يجب 
أن تكو متعامدة ذلتيا :ويمكن: تلخيض للطريقة يما يلى: 

١‏ - نشتق المعادلة المعطاه ونحذف اليارامتر من المعادلة المعطاه والمعادلة 
| 7 

)1( نضع «4/ «ه- بدلا من عل/ لك قى المعادلة التفاضلية فى‎ -١ 
ونحصل على المعادلة التفاضلية لعائلة المنحنيات المتعامدة.‎ 

المتعامدة. 


مثال :)١(‏ اوجد المسارات المائلة بزاوية ل على مجموعة الدوائر 


الحل: باشتقاق للمعادلة المعطاه تنحصل على 2-2 أى 


2 > ,»)ير 0 قان المعادلة التنفاضلية للمسارات المائلة تكون 


عن 
< إمة + <-- 
ا د اوت الك 
ديك 2 ]سكب 4 
4 0 
وهى معادلة تفاضلية متجانسة من الرتبة الأولى ويكون حلها هو 


/ )أ مهد 
1[ عم)' هما امم - 


بو +ذير 
مثال (؟): اوجد المسارات التى تقطع عائلة المستقيمات >" - بر بزاوية 2د 
الحل: من المعادلة +«,- برا نجد أن «-“در وعلى ذلك تكون المعادلة 
التفاضلية لعائلة المستقيمات المعطاه هى_ #6« بر أى ل وعلى ذلك 
يكون «*/ بر-(,ع) / ولكن 0 فإن المعادلة التفاضلية للمسارات المائلة 
تنكون 





وهى معادلة تفاضلية متجانسة ويكون حلها هوا 


0- 06 287 -((2 بر ة ع)دع)ما 
2 


١56 


وهى عائلة المسارات المائلة بزاوية 1 على عائلة المستقيمات +«مم,- بر. 


ملحوظة : قارن نتيجة هذا المثال مع نتيجة المثال السابق 
مثال ("): اوجد المسارات المتعامدة لعائلة المنحنيات * جم- بر حيث © بارمتر 


الحل: لدينا 
)1( “عمد م 
باشتقاق (1) نحصل على 
__4 
,2( 20 4 


ومن (1) يكون لدينا **«/ 4-1 وعلى ذلك من (2) يكون لدينا 
5 

1 299 - ع جحت( - عل / مل 
7 


وهى المعادلة التفاضلية لعائلة المنحنيات المعطاه. يوضع بلن/ #- بدلا من 
ل / 20 قإن المعادلة التفاضلية لعائلة المسارات المتعامدة هى 


لال 
1 2ك 
وبالتكامل 
نه ع 2 د ع1 
[1[- همده ا ا ا 
)0 م ور 


وهى عائلة المسارات المتعامدة. والمنحنئ المعطى يمثل عائلة قطوع مكافتة 
بينما المسارات المتعامدة هى عائلة قطوع ناقصية وكل مسار فى (1) يقطع كل 
قطع فى (3) على التعامد. 

مثال )2): أوجد المسارات المتعامدة لعائلة المنحنيات دي ةج «عرذء 4 
بارامتر للعائلة. 

الحل: لدينا عائلة المنحنيات 


١ 55 


)01 *ي- * برح بوعر3 
باشتفاق المعادلة (1) بالنسية إلى ا ء» تحصل لي 


د د لاك 2+ 47 
)2( جرع تاد + 327 - ع3 + بر3 
ار ار 


وحيث أن (2) لاتحتوى على بارامتر فإنها تمثل المعادلة التفاضلية للعائلة 
المعطاة. وباحلال عك/ :4ك بالمقدار بك/ 4ه فنحصل على المعادلة التفاضلية 
للعائلة المتعامدة المطلوية وهى 


)3( ع ل و در 
افد 


ويكون حلها هو 


وهى المسارات المتعامدة المطلوبة» © بارامتر. 
(ج) تعيين المسارات المتعامدة فى الاحداثيات القطبية: 
لتكن معادلة عائلة المتحنيات هى 

)1( 0>(ء,0,6) رو 
حيث »© بارامتر. وياشتقاق (1) بالنسبة إلى 6 ويحذف ع بين المعادلة (1) 
والمعادلة الناتجة فنحصل على معادلة تفاضلية تمثل العائلة المعطاه 

)2( 0 > (40 / جك,0, )1 





يي 5 


لتكن © هى الزاوية بين المماس 7 لعنصر 20 من عائلة المنحنيات 
المعطاه ومتجه نصف القطر 06 عند النقطة (0,<)م2 وعلى ذلك 
)3( و 
0 
ليكن (©,2) احداثيى أى نقطة على للمسار. وعند نقطة التقاطع 2. تتساوى 
الاحداثيات فى (2) مع المسار ,20ء لتكن ,م هى الزاوية بين المماس ,71 
ومنجه ذ نصف القطر ط(). وعلى تلك 


)4 5 
ليكن '27ء ,27 يتقاطعان يزاوية 2/2 . ومن الشكل نجد أن 


1 
20008 © <-2 /:1 ح و - رب 


وعلى ذلك 
1-- ,© 0,122 1211 ج- وعم - [ مج |جم - روحم 
أى 
5 لب سب )ار 
0/4 00 7/1 و4 


6( جردم ب0-© 
وبحنذف 6,جء 42/40 من (2).: (5)» (6) تحصل على 


-١7848- 


7( 0 -| 42دم_,و )ع 
ش41 
والتى تسمى بمعادلة تفاضلية لعائلة المسارات المطلوبة وعلى ذلك تكون 
المعادلة التفاضلية لعائلة المسارات المتعامدة لعائلة المنحنيات 


65( 0 -(0,4/40,) كم 


)9( فد ,6 16 


7 


مبينا أنه يمكن الحصول عليها بوضع (2)40/4+- بدلا من 40/-4. 


وطريقة الحل لهذا النوع هى كالتالى 


(3) تشتق معادلة عائلة المنحنيات ثم تحدذف البارامتر فنحصل على المعادلة 
التفاضاية لأعائلة المعطقاه 


(11) فضع (401/47)*+- بدلا من 4/460 
(33) نحل المعادلة الناتجة 
مثال (6): :أوجد المسارات المتعامدة لعائلة الكاردويد (50مع-1)م- م © 
بارامتر 
الحل: لدينا معادلة الكاردويد 

1( (64)1-0560- م 
بأخذ لوغاريتم المعادلة المعطاه فنجد أن 

)2( (© 5م -1)ضا + مهسا ع سآ 
باشتقاق (2) بالنسبة إلى © نحصل على 

)3( (1-050 /0هذ - (140 )2 


١595 


وهى لاتحتوى البارامتر © فهى المعادلة التفاضلية للعائلة 
بوضع (2*)040/07- بدلا من 42/40 فى (3) فتنحصل على المعادلة 
التفاضلية للمسارات المتعامدة أى أن 
+ومه0 25 
0 م2 1-50 زرعك أ 
| 68 / )ها - ع « / ول 


وبالتكامل نحصل على 
4( تممه )مد مما - مما [ همه |21 - لا 
أى 


(0050 +1) 5ح م ج (0 و00 +1) 5 - م 
حيثك 2/ع- 5 ثابت اختيارى. فإن (4) تعطى عائلة منحنيات كاردويد ايضاً 
متعامدة مع العائلة المعطاه. 
مثال (5): اوجد معادلة نظام المسارات المتعامدة لعائلة القطوع المكافئة 

(© 5م +1) / 26 - م 
حيث » بارامتر. 
الحل: بأخذ لوغاريتم المعادلة المعطاة نجد أن 
)01( (6 5م +1)1 - 24 م1 ع مما 
بالاشتقاق بالنسبة إلى 0 نحصل على 


وهى للمعادلة التفاضلية لعائلة المنحنيات المعطاة وبذلك تكون المعادلة 
التفاضلية للمسارات المتعامدة المطلوبة هى 





0 - - حك جب (2 / )مما 2 86 
2 03 , 
والتكامل نحصل على 
4 - روط تم / عدم - وع ةل وعم درن 
1-0 2 2 
وهى المسارات المتعامدة على عائلة المنحنيات المعطاه وهى مجموعة قطوع 


15١ 


تماد ب: 
-١‏ اوجد المنحنى الذى فيه طول العمودى من القطب للمماس يتنتناسب مع 
”- اوجد المنحنى الذى فيه مجموع مقلوب كل من نصف قطر القطبى وتحت 
التى احداثياتها القطبية |[ 2.0 ) . 

7"- اوجد عائلة المنحنيات التى تتقاطع مع عائلة المتجهات 0م بزاوية 0 
4- يتضاعف سكان مدينة خلال 15 سنه. بافتراض ان معدل التزايد يتناسب مع 
عدد السكان. اوجد عدد السنوات التى عندها يكون عدد السكان 3 امثال عددها 
الأولى . 

3 - يمر هواء درجة حرارته غ1 200 على مادة درجة حرارتها 1 300 
وتيرد حرارة المادة إلى +1 260 خلال 30 دقيقة. وبافتراض ان معدل 
انخقاض حرارة المادة فى هواء متحرك تتناسب مع الفرق بين درجة حرارة 
المادة ودرجة حرارة الهواء. أوجد الوقت الذئ تنخفض فيه درجة حرارة المادة 
إلى >1 240. 


5- معدل تزايد يكتريا فى مجتمع ما يتناسب مع عددها فى نفس أنوقت ووجد 
أن عددها يتضاعف فى 5 ساعات. عبر عن هذا رياضيا. احسب كم يكون 
عددها بعد 15 ساعه. 


ا- اوجد المسارات المتعامدة لعائلة المنحنيات التالية 
7ج - بر (11) “حم - بر (1) 
ذلدى ل 3ل ررب 3 ير (1107) لي ع ” بو + ”ع (111) 

- اوجد المسارات المتعامدة لعائلة المنحنيات التالية 
,© بارامر , 0ددع عرءو2 + * برباععر (11) ذع-ذيع (1) 


وك بارامشر , 1-0+ بإتر2+ > برجب ةع (111) 


اك 


1 - اوجد المسارات المتعامدة لعائلة المنحنيات 
ثب 0560 "مح "م (11) 1 *م- 1:0 صذة ”< (1) 

»0-6 (0) , 0م م (7ن) ثب 23-2420520<م (تتن) 
-٠‏ أوجد المسارات المائلة على عائلة المنحنيات المعطاه بزاوية 1/4 

. عح بعد (111) ب حم4ك- *ر (1) , 2-42بره+ةير (0) 
-١‏ يتناسب معدل إزدياد تعداد سكان قطر معين مع عدد السكان الذين يعيشون 
فيه. إذا تضاعف عدد السكان بعد سنتينء دم الصيح 20000 بعد ثلاث سنولات. 
اوجد عدد السكان الذين يعيشون فى للقطر فى البداية. 

7- يتناسب معدل اضمحلال كطة مادة لها نشاط اشعاعى مع كتلة المادة 
الموجودة: إذا وجد فى اليداية 8 50 من المادة ولوحظ ان المادة فقدت 1090 
من كتلتها الاصلية بعد ساعتين أوجد 

(3) تعبيرا عن كتلة المادة المشعة عند أى لحظة + 

(11) كتلة المادة بعد اربع ساعات 

)11 الزمن الذى اضمحلت عنده الماده إلى نصف كتلتها الابتدائية 3 

-١‏ أصييت خمسة قئران بعد ساعة بعدوى مرض الملامسه عمدا من تعداد 
0 فقأر فى اختبار انتشار الوباء الذى يفترض ان معدل التغير فى التعداد 
المصساب يتناسب مع نائج ضرب عدد الفئران المصابة يعدد الفثئران غير 
المصابة. وبافتراض صحة النظرية اوجد متى يكون نصف الفئران مصابة. 


6- وضع قضيب معدنى درجة حرارته 7 1007 فى حجرة حزارتها ثابتة 
عند 0”717. بعد عشرين دقيقة لصبحت درجة حرارة القضيب 50 أوجد 


(أ) الزمن اللازم لتصل درجة حرارة القضيب إلى 2577 

(ب) درجة حرارة القضيب بعد عشر دقائق 

6- وضع جسم درجة حرارته 50717 بالخارج حيث درجة الحرارة 10077 
وكانت درجة حرارة الجسم بعد 5 دقائق هى 6077 اوجد 

(أ) متى تصل درجة حرارة الجسم إلى 7571 


5 رفدا ب" 


(ب) درجة حرارة الجسم بعد عشرين دقيقة 

57- يحتوى مستودع فى البداية 21م 100 من محلول ملحى يحتوى على 
رطل واحد من الملح. ينساب محلول ملحى اخر يحتوى على رطل واحد من 
الملح لكل جالون إلى المستودع بمعدل 2012 / 821 3 عند 0 -غ» وفى نفس 
اللحظة يخرج المخلوط الممتزج جيداً من المستودع بنفس المعدل. أوجد 


(أ) كمية الملح فى المستودع عند أى لحظة + 

(ب) الزمن اللازم لكى يحتوى المستودع على رطلين من الملح 

-١‏ وضع شخص 20000 دولار فى حساب توفير الذى يعطى فائدة مركية 
سنويا 5©0. أوجد 

(أ) قيمة الرصيد بعد 7 سنوات 


(ب) الزمن اللازم ليتضاعف قيمة الرصيد بافتراض عدم السحب أو الاضافة 
للرصيد 

- مستودع يحتوى 50 لتر من لالماء بدخله محلول ملحى مشبع يحتوى 2 
جرام / لتر من الملح تدخل المستودع بمعدل 1.5 لتر / دقيقة ومزج الخليط 
جيدا ويخرج من للمستودع بمعدل 1 لتر / دقيقة. إذا كان 1 لتر يحتوى كمية 


يما لاسي 


0 جرام/لتر فى نهاية 20 دقيقة. اوجد قيمة <. ' 


6- مستودع يحتوى 500 جالون من ملح مشيع الذى يحتوى © رطل لكل 
جالون ينساب إلى المستودع بمعدل 5 جالون / دقيقة ويخرج المنئج بمعدل 
0 جالون / دقيقة. إذا كانت اكبر كمية من الملح وجدت فى المستودع عند 
نهاية 20 دقيقة. فما هى كمية الملح الابتدائية ‏ المحتواة فى المستودع » 

6 يكون اخراج (6701561101) ملح الفوسفات أقل ما يمكن عند الساعه‎ -٠ 
صباحا واكبر مايمكن عند 6 مساء. وإذا كان معدل الاخراج هو‎ 


جرام / ساعه عند الزمن #4»ء (24>+>0)» والجسم يحتوى 400 جرام من 
ملح الفوسفات وان المريض مسموح له فقط بشرب الماءء فما هى كمية ملح 
الفوسفات فى جسم المريض عند أى وقت. 

1000 


-0١‏ يزداد تعداد قطر معين بمعدل يتناسب مع عدد سكان القطر. وعدد سكان 
القطر الآن 50 مليونا. ومنذ عشر سنوات كان تعداده 70 مليونا. باقتراض 
استمرار هذا المعدل فى الازدياد»ء أوجد 

(أ) تعبيراً عن عدد السكان التقريبى عند أى لحظة + (وبأخذه 0 -+ هى الزمن 
الحالى) 

(ب) عدد السكان التقريبى بعد نهاية فترة عشر سنوات تالية. 

- تتلاشى مادة مشعة معينة بمعدل يتناسب مع الكمية الموجودة. لوحظ أنه 
بعد ساعة واحدة قد تلاشى عشرة فى المائة من المادة» أوجد زمن نصف حياة 
المادة. إتتويه: ليكن ./8 هو الكتلة الأصلية» وليس من الضرورى معرفة 
مذ صراحة ]| 


77- أودع مودع 10000 دولار فى شهادة استثمار تعطى 6 فى المائة فائدة 


مركبة مستمرة سنوياء فكم يكون الرصيد بعد نهاية سيع سنوات بفرض عدم 
الأصسافة لو السيصب مر الررصيد. 


4 - كم يكون الرصيد فى الحساب المبين فى المسألة السابقة إذا كان معدل 
الفائدة هو 667.5 يدلا من 606. 


6- أودع مودح 2000 دن "قن حساب طقل عند ميلاده. بفرض عدم 
الإضاقة أو السحب 


(أ) فكم يكون رصيد الطفل عندما ييلغ عمره 21 عامآ إذا كان البنك يعطى 
فائدة مركبة 5640 سنويا للفترة كلها 
(ب) عين معدل الفائدة المركبة المطلوبة ليكون الاستثمار مضاعقاً بعد ثمان 


مثو نكا 
(ج) عين معدل الفائدة المركبة المطلوبة ليكون الاستثمار ثلاثة أمثاله بعد عشر 
سنوات ‏ 


( د ) كم من الزمن يلزم البنك لجعل الاستثمار ثلاثة امثال الرصيد إذا كان 
معدل الفائدة المركبة المستمرة هى 2,2500 سنويا 
(ه) كم من الزمن يلزم البنك لجعل الاستثمار ضعف قيمته إذا كان معدل 
الفائدة المركبة المستمرة هى 8.7500 سنويا 

- 75 


5- يخطط مودع لاستدمار 0 دولار فى حساب يعطى قائدة مركبة ما هو 
معدل الفائدة الذى يعطيه للبنك للمودع الذى يريد أن يصل رصيده إلى 10000 
دولار فى أربع سنوات. 


/اا- وضع جسم درجة حرارته 50037 في فرن تبقى درجة حرارته ثايتة عند 
07 . إذا أصبحت درجة حرارة الجسم 7557 بعد 10 دقائق» أوجد الزمن 
اللازم لتصل درجة حرارة الجسم إلى 100”5. 

4- أعد كوب من الشاى فى كوب سبق تسخينه وماء ساخن بحيث كانت درجة 
حرارة الكوب والشاى فى للبداية هى 19057. ترك الكوب يعد ذلك ليبرد فى 
حجرة تيقى درجة حرارتها ثابتة عند 727517. أصبحت درجة حرارة الشاى 
15077 بعد دقيقتين. عين 

(أ) درجة حرارة الشاى بعد خمس دقائق 

(ب) الزمن اللازم لتصل درجة حرارة الشاى .100772 


للهواءء أوجد 


(أ) تعبيرآ عن سرعة الجسم عند أى لحظة / 


(ب) تعبير؟ عن موضع الجسم عند أى زمن + بالنسبة إلى نظام الإحداثيات 
الميين فيه الاحداثى الراسى لاعلى. 


-٠‏ أسقط جسم كتلته ع1 2 من ارتفاع 780 45 بسرعة ابتدائية 10 مثر/ثانية. 
بأهمال مقاومة الهواءء اوجد 


(أ) تعبيرا عن سرعة الجسم عند أى لحظة + 
(ب) الزمن لللازم لكى يصل الجسم إلى الارض 


-١‏ قذف جسم كثلته 20 رأسياً إلى أعلى في الهواء بسرعة ابتدائية ولا 
بإهمال مقاومة الهواءء أوجد 


(أ) معادلة الحركة فى نظام إحداثيات ديكارتى 
(ب) تعبيرا عن سرعة الجسم عند أى لحظة ) 
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(ج) أقصى ارتفاع يصل اليه الجسم. 
1- فى دائرة مقاومة ومكثف 0 لها قوة دافعة كهربية 5 قولت» ومقاومة 
0 أومء ومكثف سعته 10 فاراد وشحنة ابتدائية 5 كولوم على المكثف. اوجد 


(1) التيار العابر 

(ب) تيار حالة الاستقرار 

77 - دائرة مقاومة ومكثف لها قوة دافعة كهربية 100 فولتء ومقاومة 10 أوم» 
وسعة 02 فاراد وشحنة ايتدائية 5 كولوم على المكثف. اوجد 

(أ) تعبيرا عن الشحنة على المكثف عند أئ لحظة + 

(ب) التيار فى الدائرة عند أى لحظة + 

5*- دائرة مقاومة ومكثف لها قوة دافعة كهربية *10 فولت» ولها مقاومة 10 
أومء وسعة 0.04 فاراد وشحنة ابتدائية 10 كولوم على المكثف. اوجد 

(أ) تعبيرا عن الشحنة على المكثف عند أى ‏ لحظة / 

(ب) التيار فى الدائترة عند أى لحظة + 

5"- دائرة مقاومة ومكثقف لها قوة داقعة كهربية 1 512 10 فولت» ومقاومة 
100 أوم» وسعة 5 فارادء ولاتوجد شحنة ابتدائية على المكثف. أوجد 

(أ) الشحنة على المكثف عند أى لحظة + 

ب تيار حالة الاستقرار 

5ه دائرة مقاومة ومكثف لها قوة دافعة كهربية 24 05© 300 فولتء ومقاومة 
1530 أوم» وسعة 10 *ا 1.6 فارادء وشحنة ابتدائية 5 كولوم على المكثقف. 
أوجد 

(ب) تيار حالة الاستقرار 

307 - دائرة مقاومة وملف (م11) لها قوة داقعة كهربية 5 فولت» ومقاومة 50 
أومء وحث 1 هترى ولايوجد تيار ابتدائى. اوجد 


77“ 


(أ) التيار فى الدائرة عند أى لحظة م 
(ب) مركبة حالة الاستقرار للتيار 


- يحتوى مستودع فى البدلية على 10 جالون مياه نقية. عند 0 - 6؛ ينساب 
محلول ملحى يحتوى على 1/2 رطل ملح لكل جالون إلى المستودع بمعدل 2 
جالون / دقيقة» بينما يخرج المخلوط الممتزج جيدا من المستودع بنفس المعدل. 
اوجد ‏ (1) الكمية< (ب) تركيز الملح فى المستودع عند أى لحظة + 
64- يحتوى مستودع فى البدلية على 80 جالون من محلول ملحى يحتوى على 
8 رطل من الملح لكل جالون. عند 0 -<غ» ينساب محلول ملحى آخر يحتوى 
على رطل واحد من الملح لكل جالون بمعدل 4 جالون / دقيقة بينما يخرج 
المخلوط الممتزج جيدا من المستودع بمعدل 8 جالون / دقيقة. اوجد كمية الملح 
فى المستودع عندما يحتوى المستودع على 40 جالون من المحلول فقط. 
-*٠‏ يحتوى مستودع على 100 جالون من محلول ملحى مكون بإذابة 80 
رطل من الملح فى الماء. تنساب مياه نقية إلى المستودع بمعدل 4 جالون / 
دقيقة» بينما يخرج المخلوط الممتزج جيدا من المستودع بنفس المعدل. أوجد 
(أ) كمية الملح فى الخزان عند أى لحظة + 
(ب) الزمن اللازم لكى يخرج تصف الملح من المستودع 
4- يحتوى مستودع على 100 جالون من محلول ملحى مكون بإذابة 60 
رطل من الملح فى للماء. نتساب مياه مالحة د تحتوى على رطل واحد لكل جالون 
بمعدل 2 جالون / دقيقةء» يينما يخرج_ المخلوط الممتزج جيدا من المستودع 
بمعدل 3 جالون / دقيقة. ا الاضية 
-0١‏ أوجد )م باستخدام قانون الكتلة 
0-(0)م,4 - (3,5,)0- ع,صرجك رى () 
0< »,0< #,0 < بو,ب-(0)م,ء- (0) در« جك رى (01) 


(0) يعدت (0),عد,0 < وى ع (0) ى, م جك , ازجبكث_ ا لإزبشم إرى 


0 011 
رغ #ررع * »,0 - (0)م - 
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ات _غ.4ع ,غ,0-(0)م,!- (0) 5رم جك ,ركد (170) 


1- افترض أن فى الخليطد ,5 ء .5 يحدث التفاعلان 

1-.8د-ريم عندما 0 ..يطرجبكُ ا وب و صبجهك,ىك 
وليكن ‏ 2-(1.5,)0 (0.5.)0 - (0)رص.(0).م 
(أ) بتطبيق قانون عمل الكثلة اكتب معادلات السرعات الاريعة لهذه 
التفاعلات 

م 
(ب) اثبت أن "15:7 م-1- يم (النظام مغلق) 
(ج) اوجد جميع الكميات المحفوظة (7/60ع0025) 
49- فى التفاعل حلط ,و++ ,5+5 افترض أن 2 5,)0(-12١5,)0(-‏ 
-- 0ج ء 0-(6ج. اكتب معادلة الحركة (م) 22-7 التى تصقفب 


التفاعل. وعين جميع الحلول الثابتة لهذه المعادلة. صف السلوك العام لحل هذه 
المعادلة مستخدما إشارة (م4رفى التحليل. 
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الباب الرابع 
معادلات تفاضلية من الرتية الاولى والدرجة الاعلى 
1ه لقتاصعءعع0111 «تمعس تن هرمت «رعلنره أكسة1 


١-14‏ مقدمة: تكون الصورة العامة لمعادلة تفاضلية من الرتبة الأولى ودرجة 
أعلى من الأولى هى: 

)1( ْ 0 - 0+...+ا3"مي0+! *م0+ خم 
حيث حل/لإك - مضء ,0.....0,,2 دوال فى و ( . وهذه المعادلة بهذه 
الصورة يصعب حلها - توجد ثلاث طرائق رئيسية لحل هذه المعادلات 
سوف نتعرض لها فى هذا الياب. 
الطريقة الأولى تستخدم فى حل المعادلة التفاضلية بالنسبة إلى المشتقة مر أى 
تحلل المعادلة إلى عدة عوامل فى 2. ويمكن استخدام الطريقتين الآخريين فى 
حل هذه المعادلة التفاضلية إذا فشلت الطريقة الأولى . 
وفى هذا الباب يمكن أن يكون الحل فى احدى الصورتين التاليتين 
() الصورة الديكارتية التى تحتوى و 7 وثابت اختيارى مثل 02+ م2 - * 
(31) - الصورة البارامترية: والتى تتكون ‏ من معادلتين على الصورة 
(©,8),/- عدء (عء,م)ر/- براء حيث © تابت اختيارى»ء م هو البارامتر. 
هاتان المعادلتان هما الصورة البارامترية للحل. وهذا الحل يظهر عندما يتعذر 
7-4 الطريقة الأولى: معادلات يمكن تحليلها كعوامل من الدرجة الأولى فى م 
نفترض لدينا معادلة تفاضلية والتى يمكن تحليلها بالنسبة إلى م على الصورة. 

0 >1( ا عن)ى ر- م15]...[(نا, ح)ي/- م][( ا. ع رر- م] 

وبمساواة كل عامل بالصفر يعطى معادلة من الدرجة الأولى والرتية الأولى. 
ونفترض أن حلولهاء (مثلا) هى 
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0 > (ى©, لا, 0...,9)16 > (يع, نز غ) رة,0 > (رع, ا , )ره 
ولاينتقص من العمومية إذا وضعنا ‏ © 2 ,)© ...> وح يك - ,©. 
وبالتالى يمكن وضع حل المعادلة المعطاه على الصورة 

0 - (ء, ن[, ع3) م #...( ©, لا , 36) و( ©, ل[ , +3) 0( 6©, (, 26)© 
مثال :)١(‏ حل المعادلة 


ل 


2 2 
ح امه نم2 + ك1 لحدا- 
3 2 8 حيبت 7 82 
الحل:2 لدينا 
< / 87 - م , 72-0 - يرام نرم 2 + خم 
وبحل هذه المعادلة بالتسبة إلى رم نجد أن 
ع4 ب رنيم 2 4+ 1م و د مر 


وبأخذ الاشارتين + و - فيكون لدينا المعادلتين 


عدوم +1 00 دوم-1 ه 
لص رن , ا ا 000 
5111 عل 5111 0 


وبفصل المتغيرات فى (1) تحصل على 
24 / عئهةة2__ ج42 
(2/ )2005 / عت)هسذة 2 7ر1 


عسصا+ ((2 / «)ومء)م] 2- - نزم[ جد براك الكت > 4 
(2/ )ومع رآ 


أى أن الحل هو: 


(2/2) ثعهموع- بو 
وبالمثل (11) تعطى الحل 
(2/ ع) أععوم» ©>- نر 
وعلى ذلك سيكون الحل العام هو: 

١2-0 (1)‏ <) أعووم » - رر)((2/ ع) عمو - ر) 
مثال (؟): إذا كان المنحنىي الذى معادلته التفاضلية ‏ هى 
2 ح يراوه بوم 2 + ثم يمر بالنقطة (7/2,1) اثبت أن معادلة المنحنى 
هى: 

12-0« ثععوم» - :و2()2/ + *عهو - ر2) 
الحل: حيث إن الحل (1) فى المثال )١(‏ يمر بالنقطة (7/2,1) فنجد أن 
2- ع<>0-(ع2 -0)1(ع2 -1) 
وبالتعويض فى (1) نجد أن الحل هو 
0 -(2/ : أععوم» - :و2()2 / عر أعهو - :2) 
وهى الصورة العامه للمنحنى. 
مثال ("): حل المعادلة 
0 - 2ع/ 2 بر +رعر/ مر)2 - 2و( ع / *ر + :ةر -1) 
الحل: نعيد كتابة المعادلة على الصورة 


أى 
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(2 2/2 بر - )2 بردم د 22 2 
“2 / * بر -) بوم - - م) 
وبالتالى بالضرب فى ع نجد أن 


“21 بر * جر) برو > ( بر - عرم) 





وعلى ذلك 
٠‏ كه 
بزح [2 بر - 2 يرأ برج ع 
رف 
أى 
#ر- عوج د _ عه 
لا 42 
: 000 . فك 1 
ولحل هذه المعادلة المتجانسة نضع بإلاح 6 وبالتالى ‏ ليرب برح حت 
ف دك 
2 2.2 | 5 
2-1 ردج بوت متهم دين ونون 
) .0 
وعلى ذلك 
2 بن 
سجرن د جح 1 - رج - سن 
كر 1 ثب / 
ويالتكامل نحصل على 


6 هآ > ,ره صاع ع بر صا دع < رز /ع) أ طومه ج بر وملعم ع روأ لاوم 
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مثال 4: حل المعادلة 
0 - *عر - * بر 2 + (عيل/ ج4) برمر2 - 2( / ب 2ع 
الحل: بحل المعادلة بالنسبة إلى «/ 49 نحصل على 


2ر- 2ع + 5 (2 ع - 2 بو2)2 بره 2 برة عر4/. + مه _ _«2 
1 2ر2 “4 


أى أن 





ب بو 20 ٠ق‏ النطائلة كال لل 

دل 
ا - جد ‏ 1-112ل0+ برد ست ور نر 
ِ 1-2 

وبالتكامل نحصل على 


( ح)ماع - (زع/ بر منوة جح مصاع عرصما+ ح نز سند 
> -" الطريقة الثانية: معادلات تحل فى 2 
عندما تكون المعادلة المعطاة من الدرجة الأولى فى * فانه يمكن كتابتها 


على الصورة 
)1( (م.2) و- ع 
باشتقاق (1) بالنسبة إلى ا فنحصل على معادلة على الصورة 


14 
-- . (47 /صك.م ,)0 دم /1 


وهذه معادلة تفاضلية فى متغيرين م ,ا والذى يكون حلها على الصورة 

)2( 0 >(»©,م. 0 م 
وبحذف م من (1)» (2) فنحصل على الحل المطلوب 
ملحوظة :)١(‏ إذا تعذر حذف م من (1):» (2) قاننا نحصل على 

)0( (©,:5)ر! - ا,(6,م),م ع ع 
وهو الحل فى الصورة البارامترية»ء حيث م هو البارامتر. 
مثال :)١(‏ حل المعادلة 

ظ بركم+ م2 - بر 

01( 9+ برم- ح عرد 

بالاشتقاق بالنسبة إلى نخصل على 


0 1[ «ل 2 
ركه “ص مص «ك 2 
أى 
2 1 
) والاار ا لصح م 
أى 


0-(2م/1 +0 | و) « + يط + )م 
أى 
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1 1 
1 بلردلها 2 


ويحذف العامل الأول لأنه يؤدى إلى حل شاذء فيكون لدينا 


4 - ووه 
وذ يا ل 
والتكامل 
)2( عع نر عست عسا ع تزصا+ رصا 


لحنذقف بر من بين. (1)»ء (2)ء قاننا نحل (2) بالنسبة إلى م فيكون 
ر/ع-<م وبوضع قيمة م هذه فى (1) نتحصل على 


2ع« - ةبسن جد ع/2برر + م-- :2 
وهو الحل المطلوب. 
مثال (؟): حل المعادلة 
2+ ودع 
الحل: بالاشتقاق بالنسبة إلى ا نحصل على 
010 7م2/(م -0 - 2ك جد 2ك م2 +1- 7 


أو 





1 2 
وت + 1+ م)2- - ول - - رق 
11م 1-م 


وبالتكامل تحصل على 
2 [(1- م)مل+ م + *م ]2 - ع- , 
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بتعويض قيمة ب فى المعادلة المعطاة نحصل على 
)03( [(!- م)سا+ م]2 - عع 
تكون المعادلتان (2)» (3) هما حل المعادلة المعطاه فى الصورة البارامترية 
ملحوظة: يمكن حل المعادلة بالنسبة إلى 7 كما سنرى فى البند القادم. 
-4- الطريقة الثالثة: معادلات تحل بالنسبة إلى (: 
مثال :)١(‏ حل المعادلة 


012+ جح ور 


الحل: بالاشتقاق بالنسية إلى *# نحصل على 
4 32 7 
( عل امة)م ع2 + ثم 000 م-- زر 
أى 


0- (م”ع2- همه + رم 0-2[ 22 )» 


0-(م2 +22 عبرم" ع2 -1) 


نحذف للحد الأول لأنه يؤدى إلى حل شاذ. وعلى ذلك 
ال 5 77 
ص22 011 


ويالتكامل نحصل على 


-١ة8-‎ 


*بررعدم أى ©مصا- مصا+ م21 
ويوصع قيمة م فى المعادلة المعطاه نحصل على 


(«/ ع)-2م- تراج «(4رعرر2عم)4يري جك )-- 0 
. 1 


مثال (؟7): حل المعادلة 
مأ سمه + عر - بر 
الحل: بالاشتقاق بالنسبة إلى +د نحصل على 


ةيومد عق جد ص 
(رتم+1()1- ص) . حك “+1 


باستخدام الكسور الجزتية نجد أن 








وبالتكامل نحصل على 

,2( مل صة-(1+ )مل -(1- )مام + ع يع 
العلاق:ة (2) مع المعادلة المعطاه يكونان الحل المطلوب فى الصورة 
البارامتريةء م هو البارامتر. 
: -5 معادلة لاجرائج: ‏ 1281:2115 

)1( (م) + (زم) لح نر 


معادلة لاجرانج. وتحل بالطرق السابقة ٠‏ ولكن للسهولة سندرس جميع 
الحالات الخاصة للمعادلة (1) 


-1559 


طريقة الحل: نشتق المعادلة (1) بالنسبة إلى * فنحصل على 


70010000 5 
م6 + رض 202014 م 


أى أن 
غكررم )كر +رم)"د] - (م)# م 
6 
أى أن 
(م)*1+دم) لد _ عه 
(م) سام م47 
أى 


(مغ_,,_«م#1__ عه 


ْ (م) عدم (م)طعدم صك 
وهى معادلة خطية 60 م وتحل بالطرق السايقة ونحصل على العلاقة الحالية 
2( (©,.0)2 دعر 


فإذا حنفنا م من بين (1)» (2) فنحصل على الحل المطلوب. وإذا تعثر 
ذلك فاننا نضع قيمة د فى (1) تحصل على 


() (م) 17+ (م) ازء,م)و حر 
والان (2)ء (3) معا تعطيان الحل المطلوب فى الصورة البارامترية» بر 
هو البارامتر 
مثال :)١(‏ حل المعادلة 

)01( *مط+ «مه- ر 


الحل: بالاشتقاق بالنسبة إلى د فنحصل على 


352.8 


02+ 00 0 
(-وطة + 2 ) - (ه-1 جح ست اوررق + ثك يم + رين - 
50 ) - (1-4)م 4 7 1 وهدتم 


وبالتالى 
“م3 + عه _ ع2 
م(©-1) 2 م20 
2( ةر __ ع _ مه 





1-2 ع6-1(2) وك 
وهى معادلة خطية فى +« ويكون عامل المكاملة | 
مما(ادع)اعي _ 1م (1-ه)) وفم] آم 1 


[(2-1)/»! م - 


ويكون حل المعادلة (2) هو 


+ وهم 1-همر ا 2-1 رزير 








ول الملا مجر ده 5 
1-7 
أى أن 
(1-ه)/(2-ه3) م 3 هك 
عي اش كد - 1-ه ور 
(24-1) /(2 -36) (ه-1) 
(36-2(/)6-1) 30 
+ 2 - 
١‏ 22-307 
(2/1)1-2 ّ م30 
+ دعر 
)03( 07 
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فيكون الحل المطلوب هو (1)» (3) فى الصورة البارامترية. 
> -” معادلة كليرو (0013311:0131) 
تسمى المعادلة التى على الصورة 
1( (م)/ + مد - ر 
معادلة كليرو. بالاشتقاق بالنسبة إلى د تحصل على 


2 , م0 
62 / 0 وك 
أى 
2 ,ىر 
-[(0) ل ] 
يحذف الحد الأول لأنه يؤدى إلى الحل الشاذ فيكون لدينا 


م 
م- 0- مك جح 0- _ كف 
م جه 7 ١:‏ 


بوضع قيمة 7 فى (1) فتحصل على الحل المطلوب وهو 
(©)/ +ع ددر 
ملحوظة. :)١(‏ معادلة كليرو حالة خاصة من معادلة لاجرائج عندما 
م -(م)ا. 
حيث © ثايت اختيارى. 
مثال :)١(‏ حل المعادلة 
مرع-(1-م)(ءم -2ى) 


1 رة 
الحل: نعيد كتابة المعادلة على الصو 


جب كلهم در 
كش مم دير زر 


2 الحل هو 
لا 2 ل 
بوص بدلا من م فيكو 
رة معادلة كليرو. فبوضع © ِ 
وهى فى صورة 


يدر 
1-م 


حيث © ثايت إختيارى. 
ب 9 
مثال (؟): حل المعا 


8 
2 2-2 و6 247 
0 -2م8- 3 + وهر 1 
على الصورة 559 
تب المعادلة على 0 اه 
الحل: نكتب 5907 
5 عم - بر 
أ كع - “عدم 
| عدم -- و جد 482 62 
ادا 2 + 2م نهل + عرم < بر 
ن الحل هو َ 
صورة معادلة كليرو. ويكون 000 
37 2م + ث0 2ن - *(من - بر) /ه 


18615 


> -/ معادلات تختزل إلى صورة معادلة كليرو: 
باستخدام تعويضص مناسب يمكن وضع بعص المعادلات فى صورة معادلة 
كليرو. ولا توجد طريقة عامة للتعويض المباشر. وعلى القارئ تذكر 
التعويضات الثلاثة الهامة المعطاة فى الأمثلة التالية: 
الصورة الأولى: إذا كان (©< / بزم) تر + بودم - 25 نضع بلاع #بر,باح #بر. 
مثال :)١(‏ حل المعادلة 
“مز < (رم - )2 

الحل: بضرب المعادلة فى / نحصل على 

)1( 0 / نوم ) + بورع - تبر جد 2م بر ح برثيرم - 2بوثير 
وهى فى الصورة (+*/2زصم)يم + بورم -2 لذلك تستخدم التعويض 
بح #بررين - 2 وعلى ذلك 





مير - ط كير - بج( /) - نووم 
وبوضع هذه القيم لكل من 79م[ * /لام فى (1) نحصل على 
م + طير ح بر 
وهى فى صورة معادلة كليرو ويكون حلها للعام 
2 + نهم ع 2و حد تم ب عدر 
الصورة الثانية: إذا كان (26 *هم)ثر - (وط- 4) الى 
تستخدم التعويض ”ثم ح بر “6م جح هز. 


١25 - 


مثال (؟): حل المعادلة 
0- ”20م3م + (1-م)*تم 


الحل: نعيد كتابة المعادلة على الصورة 
23-31 2 دم ايت 9و2 َ___- *3م(1- -م) 
أى على الصورة 
2300م د (م -1) 0م 


وهى فى الصورة الثانية نضع *4-6داء 60 -< (حيث 1 - 4 1 - 6). 


وعلى ذلك 
م 2# ل ا عه يه اله 
كُ *م 0 2 0 
مزير رك بحل 
١‏ روحم عن حيث --- 9 حم 
5 0 7 6/ 7 014 





2 1 
0ح نب كب لك إن 
17 0 


أى أن تص بصي در اج 0ص ص در طير 
وهى فى صورة معادلة كليرو ويكون حلها هو 
ن ب عوم لام جد 5مس عير بن 


الصورة الثالثة: فى بعض الأحيان التعويض 2-1 يحول المعادلة إلى 
صورة معادلة كليرو 


مثال (*): حل المعادلتين 
0- “وه + عم 2 - بر (ذة) , أم#ر جعم2 <بر () 
للحل: 


ا رك ١‏ 
(1) يوضع بع 2بز بالتالى 20 أى أن م ع م23 


بضرب المعادلة المعطاة فى ل نحصل على 
8 3ط + طير - برج ذم ير + بووم 2 ع ديو 
وهى فى صورة معادلة كليرو ويكون الحل هو 
8 .+ بن ع 2 برجدق8 / + ميرد نر 
(13) بالضرب فى تحصل على 
مه 
4 
(حيثت -*براء 8 - برم2 كما فى الجزء (6) ويكون الحل كما سبق 


0 2 
جرع جح رق 


- 


- ويد - باج ثم أبره - ورنج22 ع دير 


:- علاقة المميز م: صسمتاماء» متسس 2-1015 
ليكن 0)-(جم,8,«)»/ر معادلة تفاضلية معطاه. ولنعتبر ‏ («ك /<02 عام 
كبارامتر. فاننا نحصل على علاقة المميزن جم بحذف البارامتر م من بين 
للمعادلتين. 

1( 0 -05/ 0/2 , 20 (صءنا )رو 
فيلى من التعريف أن علاقة المميز م تمثل المحل الهندسى (0605.]) لكل 
نقطة التى عندها 0-(7.7.*)/ر لها قيم متساوية للبارامتر م. 


:-4 علاقة المميز ©: ليكن 0-(©,40),17 هو الحل العام أو الحل التام 
(عاء1منهمن) للمعادلة التفاضلية 0- (2)*,17.7/ ونعتبر الثابت الاختيارى 
© كيارامتر. فإن علاقة المميز © تحصل عليها بحذف © بين المعادلتين 

)2( 090/060 , 0- ,برع)ن4 
ويلى من التعريف أن علاقة المميز © تمثل المحل الهندسى لكل نقطة التى 
عندها 0-(0)1,1,6 لها قيم متساوية للبارامتر ©. 
ملحوظة: إذا كانت المعادلة تربيعية (108013]4) فى البارامتر م أو © 
فإن المميز م أو المميز © يمكن الحصول عليه كما يلى : 
إذا كان 0ح امي + *م5م (أو 0- ب +عي + 7502 ) تربيعية فى 
مأو ©) حيث إكمء يكمء رك دوال فى * , < فإن علاقة المميز 7 (أو 
المميز ©) تعطى العلاقة 1702-47-0 
الحل المنفرد (الشاذ) (1232ناع512) 


ليكن ندينا معادلة كليرو 

)1( م 4/1 +عم در 
والذى حلها هو 

)2( 1 + عور ح نو 


حيث 74 ثابت إختيارى. وتعرف من الهندسة الديكارتيه أن (2) تمثل 
مماسا للقطع المكافئ م4 -2ر لكل قيمة للثابت 7#. وعلى العكس كل 
نقطة على القطع المكافن «م4 -2ر يوجد مماس عندها له المعادلة (2). 
ويندج من تعريف الغلاف (68961006) أن 44# -222- تمثل غلاف للعائلة 
(2) حيث بسهولة التأكد من أن «م4 - 2بر هو حل للمعادلة (1)- وهذا 
ينبت العبارة. 


- ا١ها/‎ 


" معادلة غلاف العائلة لمنحنيات معطاه بالحل العام لمعادلة تفاضلية والذدى 
يعرف بالحل المنفرد. مثل هذا الحل لايحتوى على ثابت إختيارى وأنه ليس 
كحالة خاصة للحل العام . ويمكن في بعض الاحيان ممكن اختزال هذا الحل من 
الحل للعام باعطاء قيمة خاصة للثابت الاختيارى. فى مثل هذه الحالة يكون 
الحل المنقرد هو حل خاص أيضا ". 

إذا كان  )2,7(-0‏ حل منفرد (غلاف) لمعادلةح تنفاضلية 
0>-(صرءنر,»)كم للذى حلها العام هو 0 > (4)3,(,6 قن (,) يكون 
عاملا فى المميزين م؛ ©. علاوة على ذلك 0-(85)2,2 يجب أن يحقق 
المعادلة للتفاضلية 0 - (م.2,17) كر. 


٠١-#‏ أمثلة 
مثال :)١(‏ أوجد المميز فى كل من 
(1) 0 > برعم - دم (ب) 1622-0 - ثم 2 رم 


(ج) 2-60 د رر. 
الحل: 
(أ) علينا أن نحذف 7 من المعادلة المعطاة 


00> برعم + ثم ع (م ,نز ,<) رو 


والمعادلة 0-+ 2م 2 ويعد حذف م7 من المعادلتين فنجد أن 
7 


3+2702-0ع4 
ملحوظة: إذا كان 0-(صم,نز,*)تم من درجة # فى م فإننا نحنف م7 
من المعادلتين 6ك وضعن 5 92-0 
م0 م0 


(ب) علينا حذف م من المعادلتين 


د 6ه 


ير - برخم 2- د برثو4 + برثوة- * يقبف - بزو2م6- «(م3--9م - 3 


و 0- رم 4- :مو ع2 » نستنتج من المعادلة الأخيرة 
م 


0 2كم16- 2رأمو 9‏ جه #ررثم16- تعرثم9 
5 
ع م 5 : 
ومن المعادلة الاولى سيف ثم نعوض عن م فنجد ان 
2745-0 + 3و2) 2 
(ج) فى هذه الحالة 0-ن- 2ه +جر2ع2 - م - (ع,ز,«)ع وعلينا 
حذف © من ْ 
22 2 3 2 2 3 0 5 
د كم سجر ك4 + 367 - و3 - “ع3 + جر ع6 - ل )0 
0 
0ع برة- ث2 +عر ث2 - 
0 تير +يم4 - تهو- 95 )6011 
06 
بضرب (3) فى (3) والمعادلة (قة) فى #5 والجمع نجد أن 
0ع بدو رن + نم2 ا 


9و 23 


21 ده فى (31) فتحصل على 


0-(3-27ع4) بر 
مثال (؟): حل المعادلة 2مبز- :2 - بر وابحث عن الحلول المفردة. 


2١69 


الحل: يمكن كتابة المعادلة المعطاة بالشكل ور + - 2 وبالاشتقاق 
بالنسبة ألى / نجد أن 


م4 2 م0 
كم ابي ا د كان 0 لاس سي 
4 4 به “م م م 


كدم فى المعادلة المعطاة فنجد أن الحل العام هو ع2 - 2 
و 


ان علاقة المميز م والمميز © هى 0- 2بر- 5 وحيث إن كل من + ع بز 
عد - > بز تحقق المعادلة التفاضلية فانهما حلان مفردان للمعادلة. 
مثال (؟): اوجد المميز - م وللمميزن - © للمعادلة 
*[طم + ( + »)2 - 2ير3] - (ط -عر)(0 -عر)ء م4 
الحل: يمكن كتابة المعادلة على الصورة 
)1( 0ح *[طه + (ط + ») 2 - 2ع3] - *م(ط- 2)(ه - ع) 4 
ويكون حل المعادلة (1) هو 
0 -(8- ع)(»ه - ع«) ع - *(0+ بن 
2( 0>-(8-ع«)0© -عر)ععر - شير + م2 + تح جه 
من (1) يكون علاقة المميز م هى 
0 -[*(طع + (ط + »)«2 - 322)-](ط - )0 -عر)ء4 -0 


3( 0- ت[طع + (ط + هع)2 - ثرة](5 عه دراج .ع1 


١66 


من (2) تكون علاقة المميز © هى 
0>-[(2()2-5 -بر)ير - تبر ]4 شبر4 
0<( -2)(© -ع )ع .ع1.6 


نلاحظ أن 0 - ا تظهر_ فى كل المميزين. وأيضا 0 - بر مع 5-0 


- 


: 1 7 ا 2 
اى 00 تحقق (1) (يعد القسمة على >م). وبالتالى 0 - +« حل منقرد 


(الغلاف) (135ناع512) وأيضا لأسباب مشابهة 0 - © -ي.ء 0 8 -ع 
أيضاً حلولا منفردة. 


مثال (4): اوجد المميزين مء © والحلول المنفردة للمعادلة 
بر -1 - زر - 20م 

الحل: _لدينا المعادلة 

)01( 0 -(تبرو -]) - رت - )2م 
ويكون علاقة المميز م هى 

2-0 -2()1ع-4)1 +0 

)2( 0 - (بر+ 1)( -1)( +01 -1) 

وبحل (1) بالنسبة إلى م نجد أن 


ذير -1 “رد ايك كعم 
+41 
0 - 2 -1لة/ عق -2 ١/1-‏ / توه 


وبالتكامل نحصل على 


31ت 


©» ثابت اختيارى م عع ! وزو نر أ رزو 


ب 7 1- 11 يه 1 
وو د -26 | 0 2-005 


مطل 


عع برأ ومع - عر 
بأخذ 05© للطرفين نحصل على 
عع “م005 - برص (2 بو 27/61 ع 1)لي. 
أو 
“صر -ع) درم - 1)زثم -1) 
)3( <1- ترب تع +ب مص تم 
يلاحظ أن مميز © يعطى من 
6 0-(0 +])ر(بر -1)(م«+1)( -1) جح - رثبر - )زر -1) ع1.6 


م تم 


نلاحظ أن 0 - - 1 موجودة فى المميزن م والمميزن © وتحقق (1) 
وبالتالى هما حلولا منقردة. 


مثال (5): اوجد المميزين #ء © للمعادلة 
(«« -4)1 - “0ر3 -2)2م 
0ع جر -)2)2-32(2-4م 
)1( 0<( -0-4)2-3(*.4)1 


١177 


)2( 0 -(مر -2-320(2)1) .1 
وبالحل بالنسبة إلى م نجد أن 








( -1لمة _ م02 
(رة-0 عن © 
1 ٍِ- ب -1 )- ووأ ب - .م 
وبالتكامل 
بر “زر -1) -[(بر -1) #1"( -1) دم جعر 
وبالتربيع نحصل على 1 
)03 0 -(ر -2)1ر- ةر بععر2 بدت 
ويكون المميز © هو 


0<( -)#سح ج 0-(ن-)2م1- 422-4122 


وحيث إن 0 -- 1 موجود فى كل من المميزين وتعطى الحل المنفرد. بيتما 
0 -« موجودة مربعة فى المميز © وغير موجود فى المميزن م وتعطى 
المحل الهندسى العقدى. واخيرا 0 - (31 -2) وهى موجودة مربعة فى 
المميز م وليس فى المميز © وتعطى محلا هندسيا. 


- 1١65- 


تمارين 
-١‏ حل المعادلات التالية ( حيث عت / <إك - م) 

0 دعر - مرير -عر) + “صر (قة) , 6-0جمك-ةم () 

ب ترج توم 2 -(2 + 2م)2ورد (17) 0 .0ح تررم ورور 2متع (نن) 

,0 ع بور6 - (ثبر2 - 2ج3)م + “وود () 

, 0د تيم ثم جتل) ‏ , 10+ وموم 2 -ث2م (/) 


,0 ح- تيرم + (بو تعر + 1) توبر + ور تا 


1 - حل المعادلات التالية 

ب م6+ه- *0د (ن) , أم#برجعم2 دع (0) 
. 0 دعجم +م2- 2د 07 , تصره- بر م(ط-ع2) (تن6) 
, + 2م در (1/) “محبرم2 دير 7م 
+وكه+ م5 + ه- بر (نن) 

7- حل المعادلات للتالية 1 
5 وبر م( -ع)+ ثم(ه-ع) )0( 
2ه رتم + / 2ضم -ر) («ننن ‏ , 2+ متم +عم دير (قن 
, م /©++ جد - رز (؟) , +*(جق | :94+ جل | برل + بر (7) 


1١55 - 


5 - حل المعادلات التفاضلية التالية 
ضع ١‏ ناح بيرع ةبر , “صلا ع ورم - :)22 () 
(تعويض كما فى (3)) 
و 0لا + دخ زعم - نر بود (11) 
, 2-0 برع زبر+ 2) نرم + 2مة د (41ة , 
(ضع ل -<نرء «>-(رد) 
(ضع « - بو) , معد “(صع+  )2‏ (09 


(ضع ‏ </2-1,ية/1-<) () 2م كر > (وبد - بر) 2 


- اوجد الحل المفرد للمعادلات التالية 
دوع “م4 (03 (*م) + نم2 - بر () 
0 ع 3ع ب 2 بروج + ورورة - 2م23 عر (نتذ) 

5- اوجد الحلول المفردة والمميز م والمميز © للمعادلات التالية 
2م ع ح- عم + بز (ق) 0ح تج + وبر ع + 2مةع رن 
د / 2م - ورم - بر3 (1) 0ح يرك + ميو - 2ص (قتة) 


برخم 12 ع«(27 - 3 برق) (ز) 0ع عس + و2 - تجيج (7) 


55386 - 


استقلال حلول المعادلات التفاضلية الخطية 
5 للتأمعقء 0111 كدع سخا 01 ك1110505أه؟ 01 ععمعلوعمعل0ج1 


١-5‏ مقدمة: سنبدأ فى هذا الباب بدراسة استقلال حلول المعادلات التفاضلية 
الخطية من الرتبة الثانية ثم بعد ذلك نعمم الدراسة إلى معادلات تفاضلية خطية 


من الرتبة النونية. 
--5- نظرية وجود ووحدوية الحل : نعتير معادلة تفاضلية خطية من الرتيبية 
الثانية على الصورة 

1( (2) ع «(ع)يه+ ا( )»ع + “0ه 


حيث ,ه ء ,> ء يه و م دوال فى «د ومتصلة على للفترة (6 ,©) » * مه 
لكل (5,ه) »ء د . ليكن ,0 ء ره ثابتين إختيارين ٠‏ (4,5) ,م« فإنه يوجد حل 
وحيد («)بر للمعادلة (1) يحقق ,©-(0+)< ء يع-(,غ“ بر. وعلاوة على 
ذلك يكون هذا الحل معرف على الفترة (5 ,4). 
ملحوظة :)١(‏ هذه النظرية هى نظرية وجود لإنها تعن .ان مضالة. اللقيمة 
يكرد فل ا 0 

)2( 0- «(ع)يه+ *( )ره + “<( )مه 


ملحوظة (؟): فى هذه الباب سنتعرض دون برهان أن للنظرية السابقة الاساسية 
لمسألة القيمة الابتدائية متحققة 


ملحوظة ("): قد لايمكن تحقيق شروط نظرية الوجود والوحدوية. فمثلة إذا كان 
0 -(2),ه لبعض النقط 68ت عفان حل المعادلة (1) قد لايكون وحيدآ 
ا ال ل 


مثال :)١(‏ اذ ثبت أن الدالة 3+ عر + ة ممح بر على الفترة 00 يكون حلة 
ليس وحيدا لمسألة القيمة الأبتدائية 


1<-(0»ر ,3-(7)0 ,6ع 2+ و2 ت رذع 


11ت 


الحل: لدينا 


)010( 6- بو2 + “و2 ”و عر 
والحل المعطى 
)2( 3+ عر+ذ ين (ع)ر 


من (2) نجد أن 
ع2 *بر ,1+ ع2 حابر 
الطرف الأيسر من (1) هو 
6 -(3 + عر + ة ين)2 +(1+ ع 2) 2 -(ع2)0 ع 
وهذا يثيت ثبت أن (2 حل السانة (1). ولكن من (2) ٠‏ (3) نجد أن 
1 -1+(0)ع2 - (0) 3,2 - 0+3 م) - (0) نر 
وبمقارنة (1) مع 
5 +- رريه+ “© + “,مه 


يكون 2+« 2,ماء +2--هماء 2-(2)ريه ء 6-خ وهى دوال متصلة 
على (مه.,هم) وحيث أن 2-0+- مه القيمة 0 -2 فى للفترة (مه,رم) 
وبالتالى يكون الحل ‏ 3+++2+عء- يردا ليس وحيدا. فإننا نرى أن 
3 + 22م- برا يكون حلا لأى قيمة للثابت © ومثال ذلك لالحلين 
3+ ير+* +22 - براء 3+ + 32ح برا كل منهما حل للمعادلة (1) مع 

5 -(00 »ع 20-1 
ملحوظة (4): نظرية الوجود والوحدوية يمكن تعميمها لمعادلة تفاضلية خطية 
من الرتبة النونية. 
نتيجة: إذا كان (2«)( حلا للمعادلة التفاضلية 


0ع (ع)يه+ ا( )يه + ” نإ( 2)مه 


5 


تحقق 0-(,*)م ٠‏ 720*000 لبعض (4,85) ع,ء فإن 7)*(>0 على 
(6 ,©). 

البرهان: من التعريف ٠‏ ()7 حل للمعادلة المعطاة والذى يحقق 0-(,ع)اء 
0-(0*)” ر.ءايضا من نظرية الوجود والوحدوية فاإن (2)2 حل وحيد يحفقق 
0-(,ع)درء 0-(,ع»”م. ويلى ذلك 20(+)ير على (5 ,4©) أى أن ()( 
يكون صفرا تطايقيا على (6 ,6©). 

ملحوظة :)١(‏ يقال أن الدالة الحقيقية (*) تتطابق صفريا على فترة (5 ,4) 
وتكتب 2)<(>0ر إذا كان 0-(<2)2ر لكل (4,5) ء >. 

مثال :)١(‏ اثيت أن 3 *2-ع+ 36ت براهوا الحل للوحيد لمسألة القيمة 
الابتدائية ‏ 1-(0) بر,4-(12)0, 12ح بر4-”بر. 


الحل: لدينا 

)01 ْ 12 - بر4- ”بر 
والحل المعطى 

2( 3 ىب *2ه3 ح بر 
من (2) يكون لديتا 

)3( ع4 + *1267- “بر ,3 3م22 :3ه6 ع “بر 


الطرف الأيسر للمعادلة (1) 
12 (عرة- ديب خ3و4)3 - “تدم4 + *ع12 
مبينآا أن (2) يكون حلا للمعادلة (1). ومن (2) ٠»‏ (3) نجد أن 
1 -(0) بر,4- (0) - بر 
بمقارنة (1) مع (+)<- «(+«)يه+“(ع),ه+*إ(+)مه يكون لدينا 
12 - (ع) ,4- > ( )يه ,0 - ( »)ره ,1ع (2)ره 


1555 


وهى كلها دوال متصلة على (ه,رهم) وأن 170-(+*),ه لكل (مه,مم) ع عر. 
وبالتالى من نظرية الوجود والوحدوية يلى أن الحل (2) هو الحل الوحيد 
للمعادلة (1) محققا الشروط الابتدائية. 


-" الحلول المرتبطة والمستقلة خطيا: 
15 1202620162 3201 اطع ل سضعمع0 لإاتدعضا.آ 
نعتبر معادلة تفاضلية خطية من الرتبة الثانية 


01( 0 > (2) :إ( )يه + (ع)' (١‏ )به +( ((ع)مه 
حيث ,اء بهماء ,ه دوال متصلة على (5 ,4) ٠»‏ 0+(*)مه لكل 
(طره) ع ع. 


يقال أن الحلين (*),ا و (2),ر مرتبطان خطيا إذا وجد ثابتان ,© وا ي» 
ليس كليهما صفرا بحيث إن 
(4,5©) ع ع ,20-(2), بورع ( ع نه 

كما يقال أن الحلين (*)ر و (2),ر مستقلان (غير مرتبطين) خطيا إذا لم 
يكونا مرتبطين أى أن الحلين ‏ و 2[ مستقلان خطيا إذا كان 

(4,5©) © < ,0ع رع,0 ع بع ج- 0ح ( )رارع + (2)رلء 
5-5 الرونسكى: 582012510322 
ليكن (*),رد و (*),بر حلين للمعادلة التفاضلية (1). فإن الرونسكى 
للحلين بر و ,ر يرمز له بالمحدد 177 ويعرف بالاتى 


()ي 2‏ (*)0ر 


, اعد 17>( ر) 17 
(2)ورم (#)ربر 0 








0-4 بعض النظريات الهامة: 
نظرية :)١(‏ إذا كان (2),/ر و (2),/ر حلين للمعادلة التفاضلية 


10( 0ع رو(ع)يه+ “ «(ع)ع + “(( مره 


فإن التركيبة (0205122141012©) الخطية د/ار»+ ررب » حيث ,ء ء» ,»ه تايتان» 
يكون أيضاً حلا للمعادلة المعطاة 


البرهان: حيث إن (>2)ر,ير و (*),7 حلين للمعادلة (1) فإن 


)2( 20 نإ( )يه + )7( )به + (( )مه 

)03( 0ح 8( عتايه+ ين ا( >)به+ 2( امه 
ليكن 

4( (), نايع + ( :تن بزع - (عز) يا 
وعلى ذلك 

)5( نايع + ” نوع ح ( ع) ”ها بورع + برع - (ع) ها 
وعلى ذلك يكون لدينا 


ح (2<) هل( 2< ) يه + ( +2 ) "نيز ع<) به + ( ع2) “علا :2 مه 
[ي نزيعل عا( عايه< [ونارء+ زعا( «)عه + 1و نررء+ ) إرء]( «)ين - 
[ لاي© + ج لإ,ك + وي ام4]ر© +1ر نإي© + ) (© + [مه]( <) رح - 
0 >-0+0 مع 
وبالتالى 
0 > ( 2< ) هلز عت) يه + ( :<) هلا <) ره + ( 2<) “عل +02 م0 
مثبتا أن (4)2ة أى ,بزرء+ ,بزع هو أيضاً حل للمعادلة (1). 
ملحوظة: لنتيجة للسابقة يمكن تعميمها كما يلى: إذا كان 
(2) , ز.....( )رز ,( ),براء 78 من الحلول للمعادلة التفاضلية 
0 -() 1( عت) ,6+ (ع<)' 1( عد) رك +.... + (ع) 7" بورع + ( ج) 7" رو( )ره 
فإن التركيية الخطية2 ,ا,ع+...+ ,ررء+ ,يزه تكون أيضآ حلا لنفس المعادلة 


حيث :,...,1,2- #, بع ثوابت 


ال١‎ 


نظرية :)١(‏ يوجد حلان مستقلان خطيا (+), و (*)22ز للمعادلة 

(١ )<2( > 0‏ )يه + ( :)"تزه + (+) ” بإ( تمه 
حيث أن كل حل (*2): يمكن كتابته على الصورة 

(4,8) © ع« .()ر نزيك+ ( )> ( )ا 
حيث .© و ,© تايتان 


البرهان: ليكن (5,©) ©,*« ء» (2/)<2ز ء (722)2 هما حلان للمعادلة (1) 


يحففان 
)2( 1 10-0 > (وع) ررس 
)3( 1>(ع) 2 ,2,(>0 )ىد 


لاثبات أن ,«را و ,زر مرتبطين خطيا. فإنه من التعريف يوجد ثابتان ,© و 
»> لايساويان الصفر معا بحيث إن 


4 1 (2,6) ع ع ,2(20)رنريء+ (ع)ررء 
وبالتالى 

)3 (ط,©) 6ع ,20 ولايء+ نه 
ومن الاقتراض (8,5) ©مد. فإنه من (4) ٠‏ (5) نجد أن 

)6( 0ع( ع), نزر© + (20) © 

77( ظ ش 0 > (وع) ينزي + (ى ع) تزه 


باستخدام (2) » (3) فإنه من (6) ينتج 0-,» ومن (7) ينتج أن 0- يء 
وهذا يتناقض مع أن ,© و ,© لايساويان الصفر معا. وعلى ذلك فين 
افتراضنا أن (),براء (*)ربر- مرتيطان خطيآ غير ممكن وبالتالى من 
التعريف يجب أن يكون (*2),:ز ا ء (*)ررر مستقلين خطيا. والآن نثيت الجزء 
الأخير من النظرية. 
ليكن (2): أى حل للمعادلة (1) يحقق 

ل ”"لا١ ‏ 


68( و - (و )”دغ ل ,ربع (ى2)2 


60( إلى لاو - (2) إرع- ( ع ) بج د زع) هه 
المعادلة (9) تبين أن (6)»: تركيبة خطية للحلول براء ,براء ,بر للمعادلة 
(1) وبالتالى فإن (4)2:ة أيضا حلا للمعادلة (1) ومن تعميم النظرية )١(‏ ومن 
(9) تحصل على 


(10) 0 > (ى )ري نارع- ( )لع - (وع0) ع زو )ع 
باستخدام (2) » (3) » (8) . ومن (10) تحصل على 
0-0 »)رارع - نو عت)ر وه - 0( ع« - ( )ها 


باستخدام (2) » (3) ٠‏ (8). وبالتالى نجد أن (2): حلا للمعادلة (1) يحقق 
0-,2)»اء 0-<(,ع)”ه وبالثالى 2<(>0):ة على ( ,©) وبالتالى من (9) 
يكون لدينا 

0 > (:0), نررع- ( <), به - (2) 2 


( 2 يع + ( )ربع - ( )0 
حيث ,© و ,»© ثايتان مناسبان معطيان بالعلاقة (8). 
نظرية (*): الحلان (>),بر ء (>)ينر للمعادلة 


0( 0- بإ(ع)يه+ *«(ع)» + 8«( )ره 
(5,©) © - و 0*(*)# يكوتان مرتبطين خطيا إذا كان الرونسكى يساوى 
الصفر تطايقياً. 


البرهان: ( أ ) الشرط ضرورى: ليكن (2), ا ء (+),2 مرتبطين خطيا فإنه 
من التعريف يوجد ثابتان ,© و .© لايساويان الصفر معأ بحيث إن 


)1( لكل (6,6©) عع 0 0 ) 2 ايع +( ع" 60 


- ١99 


وعلى ذلك 
)2( لكل (6,5)عيع 5 2(>0) و نررء+ (2) رن 

وحيث إن © قود »© لايساويان الصفر معاً فإن نظام المعادلات (1) ٠‏ (2) 

يكون له حل غير صفرى تحت الشرط 

( 2222 )م 

(*)ير (*)ر 


أى أن 0 (2) 1797 على ( ,©) أى (*) 77 يكون صفرا تطايقياً. 


(ب) الشرط كافى: نفترض أن الرونسكى للحلين (>2),بر » (*)رلر يساوى 
الصفر تطابقيً على (5 ,©) ٠»‏ ليكن 


لكل (5,»©) عع .4+ 0- - ( ع ث/آآ 








07210( 2 2( 


1 ِ- 
)3( (5,») » « ,0 ارعاار 








دترع) 117 


ليكن ((,2) ©« وعلى ذلك من (3) يكون لدينا 


(م>)ءداد (وتمر_ 
(م) 2 (مج)ربر 


وهذا هو الشرط لوجود ثابتين ,كل ء» يك ليس كلاهما صفرا بحيث إن 


-0 4 








)00 00>( »)ير ررك + (ىج)ر زركلا 

)6( 0 > ( )و نويع +( :)ب ع1 
ليكن 

7( ( 2< ند كل + (2)ر نرركة > (2) بر 


وبالتالى يكون (1)<2 هو تركيبة خطية للحلين (*),بر ٠‏ (+)رير يكون 
أيضاً حلا للمعادلة المعطاة. وعلى ذلك من (7) 


5( )2 نري + (ع) ردك - 0 


من (7) باستخدام (5) نجد أن 
5“ ١ا-‏ 


0 >( 2), زرك +( »)ررك - (و عار 
و(8) باستخدام (6) نجد أن 
0 >( )ري نإ كط +( *) رين ا - ( )انر 
وبالتالى وجدنا أن (*) هو حل للمعادلة المعطاة بحيث إن 0-(,2)«راء 
-(,2). وعلى ذلك يكون 2<(>0) على (2 ,©) ومن (7) يكون 
لدينا 
لكل (2,6) © ع« ٠»‏ 0 >( ).نري ا +( عا لز 
حيث ك5 ع2 رك ثابتان لايساويان الصفر معا ومن التعريف يكون (2)/,اء 
و06 حلين مرتبطين. 
نتيجة: يكون الحلان (*),برا» (*).,2ز للمعادلة (1) مستقلين خطيا إذا كان 
وفقط إذا كان 2,(<0..<) 77 عند نقطة (4,5) © ,<. 
البرهان: ( أ ) الشرط ضرورى: ليكن (*),براء (>),«را حلين مستقلين 
وعلى ذلك من النظرية السابقة لايكون 20(+) 77 على (2 ,4) والا كان 
(*),راء (>+)رير مرتبطين خطيآا » يتيع ذلك وجود (4,85) © م« بحيث إن 
0ع ىع) /آ. 


(ب) الشرط كافى: نفترض وجود (4,5) © ,دا بحيث إن 720( 7. يلى 
ذلك أن 70() 18 على (2 ,©) وبالتالى يكون (*),نر »ء (*),2ر مستقلين 
خطياً من النظرية السايقة. 
نظرية (4): الرونسكى لحلين للمعادلة التفاضلية (1) إما أن يساوى الصقر 
تطايقيآ أو لايساوى الصفر إطلاقاً على الفترة (5 ,©). 
البرهان: لدينا المعادلة (1) 

)1( (5,©) ء ,0غ (<)يه,0 - (١‏ ع)يه+ “((ع) » + *( )ىه 
ليكن (*)/,«ر ء (+)رر حلين للمعادلة (1) وعلى ذلك يعطى الرونسكى 
بالعلاقة 


١7ه‎ 


(2ا )را 


حد زوع مق 
ا 








)2( (ع)”ا(ع) رم (ع) زر ع)ررد 


باشتقاق طرفى (2) نحصل على 


ص8 7 س_ و 7 م 7 24 و 
ولا ولاو 0-017 ارج ”)> 1 لاو لا ولا لا] سم > (ع) نا 


)0( () 1ع - زع( )رد 
وحيث إن 0+(*),ه ويقسمة (1) على (*),ه يكون لدينا 
4( دزك |-“ر[ث |--دم», 
2 2 
وحيث إن (+),درا» (+)رنر حلان للمعادلة (4) [أى (1)] » فإن 
)03( دزت |-ررزث |-- دمر 
و4 م4 
)6( 2 |- ور |ك |--(م:, 
م4 و4 


بالتعويض عن قيم /«راء 5ر معطاه بالعلاقتين (5) ١»‏ (6) فى (3) نحصل 


على 
00 و4 


1 »,راع )- دزت )- ايم 
و0 و42 


1 1 - لا «](مه /ه)- - 
7( (*) 4,77 /,4)- - 


6( 0 -(<) /لاع) »+ (ع)” 177 )مه 
ومن للمعادلة (8) نرى أن (1702 هى حل لها ويوجد لدينا حالتين: 
(أ) ليكن 0:(*) 77 على (5 ,4©) فيكون الجزء الثانى من النظرية قد اثبت. 
(ب) إذا كان 0-(2) 77 ممكنا لقيمة (04,5) © + فإنه من (7) 


0-0 57 )-- ( ع 797 
00 


وبالتالى يكون ‏ (17)2 حل للمعادلة (8) بحيث ‏ 177)20-0 ء 
0-(,ع) 17. وعلى ذلك 0-(+) 177 على (2 ,4©) أى أن الرونسكى 

يكون صفريا تطابقيا على (5 ,4©) وهذا يثبت الجزء الأول من النظرية. 
5-5 المعادلات التفاضلية الخطية من الرتبة النونية: 

يمكن تعميم ماشرحناه سأيقأ فى البنود السابقة إلى معادلات تفاضلية خطية من 
الرتبة النونية على الصورة ش 


1( (2)” ح بورع ) بط + تررع) _ ص +... +" * بورع ط+ "١‏ رورع) رم 
او على الصورة 
)2( (2)+ ع بر( طبر طج ...+ “زط + "طج)- (ن)آ 


حيث 2 ء #,...,0,1- ّم دوال قى-. 2 أو ثوابت ٠‏ 0 1000# على 
(5 ,6). 


سوف نسرد يعض النظريات بدون برهان حيث يكون برهانها على نقس طريقة 
برهان المعادلات التفاضلية من الرتبة الثانية التى سنشرخها لاحقا. 


نظرية :)١(‏ إذا كانت ,2.....:/ز,,بر حلول معادلة تفاضلية خطية من الرتية 
النونية متجانسة (أى 0-(2)2) فإن 
...+4 672+ 0و 3 


هو أيضاً حلا لها. 


37 707- 


ويمكن تعريف الروتسكى لهذه الحلول على الصورة 


ا در م 
3 أ 1م > زج 17 
م بو 0 0 :0 كار 


نطرية (؟): أى معادلة تفاضلية خطية متجانسة من الرتبة النونية ليس لها اكثر 
0 المستقلة خطيا . 

نظرية : ...وج غآد رآ مجموعة من الدوال المرتيطة خطيآ على 
الفترة 0 0 كل دالة قابلة للاشتقاق (1 --©) من المرات على 
ترة (5 ,4) فإن الروتسكى لهذه المجموعة من الدوال يكون صفر؟ تطابقيا. 
نظرية (4): إذا كان الرونسكى لهذه المجموعة من الدوال لايساوى الصفر عند 
نقطة واحدة فى القترة 8> ع > م فإن هذه الدوال تكون مستقلة خطيا. 

نظرية (0): إذا كانت ,»,....ر»,.,»ه حلول المعادلة الخطية المتجانسة 
0-0 فى فقدترة (5 +4 حيث الرونسكى لها يتلاشى عند أى نقطة فى 
(5 ,©) فإن هذه الحلؤل تكون مرتيطة خطيا. 


نظرية (5): لتكن الدوال ,*,....ره,,»:ه حلولا للمعادلة 0-(2)7 على الفترة 
> +«>»4. قإن أما الرونسكى لهذه الدوال يساوى الصفر تطابقيا على 
> «>» (وتكون فى هذه الحالة الدوال غير مستقلة خطيا) أو لايتلاشى عند 
أى نقطة فى > > »> (وتكون فى هذه الحالة الدوال مستقلة خطيا). 


نظرية 7: الشرط الضرورى والكافى لكى تكون الحلول ,7...-.2ة.آز 
للمعادلة التفاضلية 0-(7).ة مستقلة خطيآ هو أن 20 (,ا.....وز.,ا) 187 
ه-/ أمثلة محلولة: 


مثال )01: إذا كان 3 تزه > ( )ا 3 - ( )2 حلين للمعادلة 
التنفاضلية 0 - 9+ *رر. اثبت أن ا رع مستقلين حخطياً. 
الحل: الرونسكى للحلين ,«رء ,«ر هو 


١# 


عردوم» 51 
0ع« 3-ع- ١‏ 
7 - عدذومع3 


0 100 
(2).م« (جرير 


-< زع ع 











وحيث إن 8(0) 18 قفإن ,بدء وبر هما حلان مستقلان خطيا للمعادلة 
المعطاة. 

مثال :)١5(‏ أثيت أن م.م *3م هما حلان مستقلان خطيا للمعادلة 
0- برم6+“بر5-ثير. اوجد الحل )برا الذى له الخاصية 0-(7)0 ء 
1-(2)0. 

الحل: بسهولة يمكن اثبات أن كل من *<© . *”6 يحقق المعادلة وبهذا يكون 
كل منهم حلا. الرونسكى للحلين إلاء ث7 هو 


0ع *3ى - رم قد ع3 يد 


0 ع2 م2 
وهذا يثيت أن الحلين مستقلان خطيآ. ويكون الحل العام للمعادلة هو 


0ح يعس ع- (0) بر أمرع+ ذم - ()) بر 








ح يع + ,ع2 ح (0)/ بر, “أمرعة3 + “أمع2 - 6 ب 


وبحل هاتين المعادلتين نحصل على 1- ,م©» 1-- ,»© ويكون الحل المطلوب 


هو م 2م بر 


مثال ("): لثبت أن *>م6,ع1 مستقلان خطيا غلى المحور 2. 
الحل: 


اا 
86 "عر أمع+ 65 د | , 
مع + كم 


عر |0 سم 
1 





وحيث أن 0+ (ع) /آ على المحور # فهما مستقلان خطدا. 

مثال (5): اثبت أن الرونسكى للدالتين 22رء *«صمطةعخ غير صفرى وهل 
يمكن أن تكون هاتان الدالتان حلين مستقلين لمعادلة تفاضلية. وإذا كان كذلك 
أوجد هذه المعادلة. 


١984 


الحل: الرونسكى هو 


رد عمسا ةع - (عر+ رم1 )ع - 


دكن 0-1 7 
دع 11 ع “خم 
وهى ليست صفراأ تطابقيا على (ه,ه) وعلى ذلك يكون الحلان (2,)2اء 
(*)ربر مستقلين خطيا. وللحصول على المعادلة التفاضلية نستخدم ما شرحناه 
فى الياب الأول فنحصل على المعادلة التفاضلية التى يكون “را ٠2‏ +*ها*ع 
حلين لها وهى 0ح 4+ ع3 ”دعر 





تمارين 
-١‏ اثبت أنه إذا كان ,معد ,:م ء فإن الدالتين “”م. ”م مستقلتان خطيا. 


؟- اثيت أن مذ - رنراء «ومع- عدزو-(+*)رر حلان مستقلان خطيا 
للمعادلة 0- بر+”بر. 


- لدرس الاستقلال الخطى للدوال التالية 

ة05» , 5مك , 0537© (11) , 60512 , عرزو (1) 
4- اثبت أن 1.2.22 مستقلة خطيا. ظ 
ه- أثبت أن (3/2/ ع)وم 12م - و ,(2 لقأ بمو “مد (ع) بر حلان 


مستقلان خطيا للمعادلة التفاضلية 
0ح برج بر بكر 


5- اثيت أن (1- عدصل) ع+1- +2 - «را هو حل وحيد للمعادلة ‏ 1-0-* برع 
يحقق الشرطين 0-(0)برء 00-2 7. 

/ا- اوجد الحل الوحيد للمعادلة 1-”7 يحقق 1-(0)«ء 2-(0) بر. 

4- انيت أن 4 متو - بر هو حل وحيد لمسألة القيمة الابتدائية 
0- ب16+”“ر حيث 0-(2)0ء 1-(12000- 


5- ليكن ,و ء ,م حلين غير بديهين للمعادلة 0-(5,)2 على الفترة /. 
اثبت أن ,ب ء» ,م يكونا مرتبطين خطيا على / إذا وإذا فقط كان 
1 © > ة 20>( وم),,4) إإلآ 
حيث و(ع<) 5+ * رز( )ع + “رح (2).ط1 
-٠‏ ادرس ارتياط الدوال التالية 
2+1 -(<)رير ,1+ ع- ة خ- ( )ري ,دع (ع)رير (00 
صل ت )وكير , م2 (ع)ر/ , *6- (ج)رير (01 


١8١‏ ب 


-١‏ ليكن ‏ 2+ ماح براء ا ةم مدير إذا كان / مه <ز حلين مستقلين 
أثبت أن » ٠‏ يكونا مستقلين. 
- اثبت أن الرونسكى للدالتين * «-(),م ٠»‏ |ع| «- (+),م يساوى الصفر 
فى كل مكان. 
-١7‏ اوجد الرونسكى للنظم الخطية التالية 
1 ير عر + 0054 ركس ح رع , 0054© 16,7 + 5134 رعرج وير 
*<( 6 ع > وعد ريوع( 6 داع 
5- اثبت أن الدوال المعطاه هى حلول مستقلة خطيآ للمعادلات المبينة 
(هه > عر > مم ) , رومع, 5101 0ح بر+ك ير (1) 
(6 > عر > مم ) , عرومح --511, 513132 ,0 - بر +” بر (11) 
(م > عر > مم ), + هر *م - ,0ح بر -*تزر (111) 
(3> عع 0), *مع, *م ‏ ,0- برب+ب2رر2-”ر (190) 
(10 > 2 > 1-) , 20516 3 , 251132 - به 4برج+”“ر (0) 


(© > عد > مم ), 00516 , دقلو * م *م | ,0ح بر-”” بر (0/1) 


 ا١مثل1-‎ 


الباب السادس 
معادلات تفاضلية خطية من الرتبة النونية ذات معاملات تابتة 


كأصعءقك 1 اعم أسماعصمء طأذ؟ عدمتأهدوء لمتامععء تل ععلسن قير روعدزنا 





. - 5 5 5 - 0 م 8 13 . 
(١-5‏ مقدمة: لنرمز بالرمز 27 للرمز ر و +2 للرمز وهكدا 
تسمى الرموز 7 و 22 و 25 و.... بالمؤثرات (006172055) ودليل 77 
"أس (7" يبين عدد مرات عملية الاشتقاق التى يجب إجراؤها. فمثلا *ج72:م تدل 
على اشتقاق * ثلاث مرات. وبالتالى «24 - ة:م. 
وتحقق الخواص التالية 


"“"( - “12 "7ز - "رز" -2 0 ”2 + ”7# - خب -1 


حيت دواد دالتان فى عر ْ 71210 +814 - (را + ,)72 -3 
حيث » و 6 تابتان (/0 - 0()12 - 2) - (8ا- 1-0()17) -4 


الأس السالب للموّثر 7:. يكون 0-2-7 مكافتا لعملية التكامل فمثلة 
2 :2 - عر ]| -ع2. ولكن من المهم أن نلاحظا أن الهدف الرتيسى 
للمؤثر “82 هو إيجاد تكامل ولكن ليس التكامل التام. وبالتالى ثابت التكامل 
الناتج من عملية للتكامل يجب حذفه وعلى ذلك “2- "(231). 


والدليل السالب لمؤثر (7 يدل على عدد مرات عملية التكامل التى يتم إجراؤها 
قمتاد 
0 ِ 
6 جر يرق تت | - عل [علد دع شآ 

«< ع [-< عافد [] [دع 
ويجب ملاحظة أن "-2- "”1/2زء و8 (2237-1. وان المؤثر 77 بدليل 
سالب يحقق الخواص الأربعة السابقة. ش 
وعلاوة على ذلك يمكن أن نكتب 

إ(0)م ع بر(يه +2 + *6) د ريه +عك اله + حل ار *4 


لاما - 


حيثك (6)كر مؤثر. فاذا كان (2)كرء ‏ (6)2ر همؤثرين قان 
(2)21/)0/ هو ليضا مؤثر بحيث ان 

0 217) .رح (0(/.)02)ر 
وأيضا إذا كانت # داللة فى +داء 2 ثابت فان 

طط) يط - عاخ(12) / 
ومن المناقشات للسابقة نلاحظ أن المؤثر (7 يحقق قوانين الجبر الاساسية 
وبالتالى يمكن النظر إليه ككمية جبرية فى إتجاهات متعددة. 
1-1١‏ المعادلات التفاضلية التى على الصورة 


35-2 قي بدأ" ق 47 
1 غ1 - و ه+... + لل عم+ وجح 
) ( 2 2-م 01 مق يرل ا 


بالمعادلة التفاضلية الخطية من الرتبة النونية 





حيث الر دالة فى ع فقط و ,» و مه و... و رك نوايت وباستخدام الرموز 
27 التى شرحناها سابقآ فان المعادلة (1) تؤول إلى 


6ع برين.. + ة "ريع + ا "جين + بر"ر 


أى أن 
)2( 16ح برزيه.. + *طيه+ ا خطع+ "2م) 
وبالتالى يكون 
)00( غ1 - «و(ط) رو 
)4( به + أ "طيع+ ١‏ “ىن + "- (ط) رو 


تمثل مؤثرا يؤثر على «ر لينتج )2 . 
تسمى المعادلتان (2) » (3) الصورة الرمزية للمعادلة (1) 


5ها-- 


نعتير الآن المعادلة التفاضلية 

)6(«١ -0 (53)‏ ر 
التى نحصل عليها من المعادلة (1) بوضع 0 -2 . والأن سنبرهن التالى. 
نظرية :)١(‏ إذا كانت ,تر.....رلر,,برا حلولا مستقلة للمعادلة (5) فان 


و«ارع..+ رلايء+ ربرته يكون أيضاً حلا للمعادلة (5) حيث ي©,..ريعيء 
ثوابت إختيارية. 


اليرهان: 
ليكن ,لا......دز,,نر حلولا للمعادلة (5) قيكون لدينا 

)6( 0 () ...0 حي () 0ت , «(©) / 
إذا كان ,».....,»..» ثوابت اختيارية فيكون 


ى ا 42.. + و او 6+ , 7 ©)(10) /ر 
0 لارع)(10) #.. + (, تايع)(12) +( 2رع)(17) وح 
, (80(7) ل © +... د إ(82) )رع + <(12) ومع 
0-0 رع..+0.رءع+ 0. م ع 
باستخدام (6) . وهذا يثيت النظرية. 
وحيث أن الحل العام للمعادلة التفاضلية من الرتبة النونية يحتوى على 7 ثوابت 
إختيارية» فيكون 
(مثلة) 4ح ا 7 4 1 0169© 
حلا عاما للمعادلة (5) وبالتالى فان 


7( 0 - ها (10ار 
وأيضا ليكن ‏ أى حل خاص (122ناء23دم) للمعادلة (3) وبالتالى يكون 
1١ - 5‏ (10)ل 


- ١486ه‎ 


وبالتالى يكون لدينا باستخدام (7) ٠»‏ (8) 
لل + 0 ح ( 10 ) + ها (10]/ - زرا د ها ) (1)12 
وهذا يبين أن (بد + ) أى ابي لزي لي لإيرح لط لايع 
هو الحل العام (86826521) للمعادلة التفاضلية (3) أى أن (1) تحتوى على 
م تايت اختيارى شى > ب.©....ريعرن . 
يسمى الجزء 
لع د 021+ 55 


بالدالة المتممة (308اع232 تقامعدعء1[مدومك) وترمز لها (./1..)) وتسمى 
الدالة بد التى لاتحتوى على ثوايت بالحل الخاص 221ع12]6 231211121 ونرمز 
له (.2.7) وعلى ذلك يكون الحل العام للمعادلة (1) هو .2.1 +.7.) - بر حيث 
.“.ن) يحتوى ثوابت اختيارية عددها هم وان .2.7 لايحتوى على ثوابت إختيارية. 


ملحوظة: يجب التذكر أن 5.7 ظهر فى الحل لوجود كر فى (1) وبالتالى إذا 
كانت المعادلة التفاضلية ذات _معاملات ثابتة حيث 0 - 2 قان الحل العام 
لايحتوى على 2.7 وقى هذه يكون حل المعادلة العام هو 1ن د ور 

ملحوظة. تسمى المعادلة (7) بالمعادلة الخطية المتجانسة بينما تسمى المعادلة 


"-” إيجاد الدالة المتممة: 
ليكن لدينا المعادلة التفاضلية المتجانسة (1) مع 0 - 72 أى أن 
0ح بو(يع ...+ "ططيع+ ' ”جسن + "م 
أى 
)9( 0 حر (زدطالر 
نفترض أن *”م- بر حلا لهذه المعادلة حيث 


1 
“ا ”ير د ختى 7 3 يور د بوث 2ق, “اوور بر( “ىج بر 


 امك6-‎ 


وبالتالى تؤول المعادلة (1) إلى 
0ح ”هري + ...+ “يريي+ "يورو فيج 
وحيث أن 0 ”6 فإن 
0ع يع ...+ "وبي + أ ثمببوب+ ”ير 
أى 
(10) 0-<(:7) عر 
تسمى المعادلة (10) بالمعادلة المساعدة (0026108© 210211219) بمقارتة 


(9) ء (10) ترى أن المعادلة المساعدة 0-0) ثم يمكن الحصول عليها 
مباشرة من 0-(2) /. 


لحل المعادلة (1) توجد أولا حل المعادلة المتجائسة 0- بر(2) ممر. ومن ثم 
نبحث عن حجدور المعادلة المساعدة 0>-(:7) ير وهى معادلة من الدرجة 7 
ولها # من الجذور. توجد ثلاث حالات طيقا لجذور المعادلة المساعدة وهى 
() الجذور حقيقية ومختلفة ء (11) يعض الجذور أعداد مركية » (111) بعض 
الجذور مكررة 
الحالة :)١(‏ أ - الجذور حقيقية ومختلقة: 
تكون فى هذه الحالةء جذور للمعادلة المساعدة حقيقية ومختلفة وهى 
,7 عد ... عد ,72 عد ر71” 6 ,777 وتكون الدالة المتممة هى 

“ورج ع يوك ورج" روك ع وار 
حيث © كييء 6 ا ي© © |/© نوايبت اخديارية. 
ب- بعض الجذور مكررة 
وأيضا إذا كان للمعادلة المساعدة جذر حقيقى ,2 مكرر 2 من المرات وان 
الجدور الاخرى حقيقية مختلفة وهى و 771 مججج أ 7لمببع 71 فإن الدللة المتممة تعطى 
بالعلاقة 


-1١89- 


“تل جه تمتو ام تتور 1 كير يم + * يريع + عر جم) 


0- بر(2 + ه3- *2) (1) 
وتكون المعادلة المساعدة 20+ يررة- ام 
وتكون 2 > :17 ع :0,7 ع (1 - م)(2 - بم) 
وعلى ذلك تكون الدالة المتممة “مره + “مع - عر 


0- بر(2 + مة- 23) (نة) 
وتكون المعادلة المساعدة هى 
0 -<(2+ :ن)(ا1 - )1 - «) - (2 + بررة- ذيرر) 
والتى جذورها هى 2--,1,1- مم تكون للدالة المتممة هى 
“3 ميرم + *6( ييه + ,©) 2 برع[ 
حيث ,ع.رع,ه ثوابت إختيارية. 


ليكن 28+ جذران من الاعداد المركبة فإن الجزء المناظر من الدالة 
المتممة يأخذ الصورة 


(وع+ تنذالناك مي أو (ي6+ )و0 ات أو ( عدن ماد 5 م05 6( 9 
أو *(6-10) جرح له ون م» حيث ٠.‏ و ا,ء اختياريان - 


ذا كان للمعادلة المساعدة جذرين مركبين 2023288 مكرر مرتين فإن الجزء 
المناظر من الدالة المتممة يأخذ الصورة 


( قطنو( عع + وع) + عع ومه ( جرع + ع )] على 


حرملا - 


وعمومآ إذا كان 28+» مكرر ‏ من المرات فإن الجزء المناظر من الدالة 
المتممة يأخذ الصورة 
( عق هذهو(“ خدييء.. + تييع ل ببيع) + علق وم (1 “يريع +... + بورح )| “كي 
حيث ,,>...رء,.ه ثوابت إختيارية ومثال ذلك 
010( 0- بررخع+ *2) 
تكون المعادلة المساعدة 


مدثيب؛م 
وعلى ذلك 
0ح تجةيبر2 - 2(ذي + ير) ع أوب+ فير 
0- 2(مو سردل - 2(تن+ 2 وم) - 
0ع (وسدل - تو + 2يم)(و دلأ + ثو+ ذين) - 
ولكن 
0ح توجويج2/ + 2م 
تعطى 
م6 مه 2ه0/222-4+ع2/ي 
لام كاك لل وس ل مسلط 3 70 
2 2ل 2 
أيضاآً 
0ح ته سوردل - يم 
يعطى 
م مج 2هم2-4م2/+ع2ل 
ال لك لسعم د لت 1 
7/2 2ل 2 


وعلى ذلك تكون الدالة المتتمة هى 


-١84- 


/١/2(( +‏ )هنو رع + ( ١/2‏ | جع)وم )42 »مح مر نر 
((1/2/ 511102 ,> +(2// )005 بع) تلطعمي 
حيث 6؛ يو©ء و6 ) و6 توايت اختيارية. 
ملحوظة :)١(‏ إذا كان زوج من جذور المعادلة المساعدة تحتوى جذور جذرية 
8 +» حيث 8<0 فإن جزء من الدالة المتتمة المناظر يأخذ الصورة 
(يء+ 8ل تومه عدم أو [8// د طستة رع + قل عطومه ع] تج 
أو ل كا ويح + لضع وى أو (رء + قل )طمنو ع0 


ملحوظة :)١(‏ يلاحظ أن هذه النتائج مشابهه تماما لتلك الحالة (ج) ماعدا يزو 
و0 استبدلتا بدالتين طمزوء 0515© على الترتيب. وبالتالي النتائج الاخرى لهذه 
الحالة يمكن أن تكتب بمساعدة النتاتج المناظرة للحالة (ج) 


ومثال ذلك 
0ح بر(4 + 60+ *«) 
وتكون المعادلة المساعدة 
0 -4 + رمه يمر 
ويكون الجذران هى 5/+3- ويكون حل الدالة المتممة 
(5/ طهنة رع كه د طومه ع) مح م بر 
مثال :)١(‏ حل المعادلة 
0ح بر(81- *22) 
الحل: المعادلة المساعدة 0 7:81 
(34- 72)( 32+ )(3 + يم)(3 - وم) - روه يم)(9- :م ع (81- 4يم) 
أى الجذور هى 3-.3:,3+ وتكون الدالة المتممة 


١5٠.6 


-3 


( 3 ستوع+ عدوم بع) "لمب كذدورمب كأوع د رعلا 





ماكر + عدوم بعد *ذدويعب+ أو - 
مثال: حل المعادلة 
0 2-2و ٠‏ 4نى_ ذا 4 
عنآنه و44 


الحل :)١(‏ نكتب المعادلة على الصورة 
0ع بر(2- 577 + *487-:23) 
وتكون المعادلة المساعدة هى 
2-0 يرك + * يرب4 يم 
00> (1- ,)2 + جا - يس) بورة - (1 - وم) * وبر 
0 -(2- )زا - )1 - مم) - (2 + ووة - * بو)ن] - يمع 
وعليه فإن 2 1 -7, 
ويكون حل الدالة المتممة (العام) هو 
دوع + *و( جرع + ,)) رمن 
حيث ,مء ,ع» ,» ثوابت إختيارية. 
4-1 إيجاد الحل الخاص: 
(11) - (2) ر 
ليكن 


012) 


1١151١ 


يرمز لدالة فى عر حيث إذا أثرنا عليها بالمزثر (28/ تنتج للر. ومن الواضح (1) 


تكون متحققة إذا اخذنا 


ومن التعريف السابق يكون 


1 : 1 
الذ ست حك دشر (0غ/ 
والذى يبين أن )ع هو معكوس المؤثر ((1)ر 


أ - طريقة عامة للحصول على الحل الخاص 
تظرية (؟): إذا كان (2) غ1- 1 فإن 


جل “" جح ير | مد أدب 
70-0 





0 1 010 05 
البيرهان: ليكن 0 بر. بالتاثير بالمؤتر 1 - (ه- 22) 
١‏ 4 4 
١‏ ع - بون لك ست ع | -ساد 
5 ا 1 غ8 


وهى معادلة تفاضلية خطية من الرتبة الأولى وعامل المكاملة 

معد اعت لوفو ار 
ويكون حلها هو 

يرك “تاج ير | - >> وبر 
ولم نضف ثابت التكامل وعلى ذلك يكون التكامل الخاص 


4 7 266 | م رملا 


959875 


ملحوظة :)١(‏ تذكر 


عوك حلي ير | يد كد ع ب يز | ىد 4 


ملحوظة :)١(‏ الحل الخاص رمم لايحتوى على ثوابت اختيارية. 

ملحوظة (”): يستخدم هذا القانون على درجة الخصوص إذا كانت 2 على 
الصورة جوع©5») 005602 توصهاء جنونمن لو أى دالة أخرى لم 
نتعرض لدراستها. وفيما بعد سنعطى طرق مختصرة لحساب رم(ا. 

أمثلة: 

مثال :)١(‏ أوجد حل المعادلة 


1 
22-0 





0 مقا - بر( ني + *77) 
الحل: المعادلة المساعدة هى 0ح تن ةر 
وعلى ذلك :0غ - مم ويكون الدالة المتممة هى 


0/0 5110 © + +00 605 © 2 يرح ل[ 








1 1 
01 311 77س جد 0006 411 سجس 2 رم 0 
(02 - 12)( 013 + 722) + 2غ 
)01 همع | : 0 
7 +22 2022-0073 
حيث أن 
عله مو “3ع ]| "نمت بين ووز ب 
10- 2ق 
نزيو ون :- 2 005) | ا 
0 05© 
2 مه 
بو (عه تسح مون | | اي 
0/0 05© 


-1١39- 


مز( 0 05» - :022 عمد ) : - 02 درزد] | “ا 


0/1 515 2 ( 02 1 0502© [أيمنو: 
كار ا مدنت 58 
0 2 2 0 0 


حت :1 


كب )سه 7+(02 5123 2- معدم | 27 -ٍِ 


2 4 
يفنل 
ب سدم و د إاسكنت 
2 4 0 








وبالتالى 
)2( 2-2 )مم 1 “نب - ع كما 
2 4 00 10-غآ 
بوضع 3- بدلا من 2 فى (2) نخصل على 
)3( خب )م 1 زرط عجن لكقا 1 
2 +4 0 2+70غآ 


من (1) ٠‏ (2)» (3) تحصل على 





ويكون الحل العام هو 


رم /ا+اعع(ا - و 


أى 





1[ 7 1 : 
ع0 - + - إحنها هآ ع0 ومن 7 - 001 5111 ي © + :0/0 605 © - 
2 4 0 


ا كه 


مثال (؟): حل المعادلة 
0 566 د بوث + * (1) 
الحل: المعادلة المساعدة هى 
0ح م اج 0 تن بام 
ويكون حل الدالة المتممة هو 


ع0 هأة يع + 032 605 ,© > برح رز 








ويكون الحل (التكامل) الخاص هو 
١‏ 1 1 ! 1 1 
560 - عرو حت 00 7-5000 ادح رم لل 
)1( 12+10 2:02 0+ 12 
والان 


5 1 1 
لعن عهه 55 دي | م ا 560 اسم 


:- 2آ 


اسم له 1 - عن 05ع) ] ا 





01 605 
0( ع0 صقا 1-2) | عدأىد 
)2( | مومه ماي | ام عد 
بوضع 3- بدللامن ‏ فى (2) تحصل على 
)3( | ممه ما | يه يي ري ور 


من (1) ١‏ (2)» (3) نجد أن 


ب 196 


ع ا . | 1 
1 01 11105 --_- أ دن -[ مومه ماج م 5 اد 0000 
0 0 1 


تمان ىل عواي 1 الى عداع 
سكت رين ومه 0 عم س2 ير - 
2 0 2107 


1 3 
ع0 1205 006 605 حل + ,02 وزو 7 رم 3 
0 0 1 


ويكون الحل العام 

رم 7+ مع نح ر 
ب- طرق مختصرة لحساب التكامل (الحل) الخاص 
سوف نستعرض طرق مختصرة لحساب التكامل للخاص والتى هى عموما 
اكثر اختصارا من الطريقة السايقة. سوف نعطى بعض الصيغ بدون إثياتات. 
الصيغة الأولى: عندما يكون ' "م- لخ فيكون 





0( 0* (0) /, 0 6ر0 106 


د 1 00 1 


ل ع جمس جح د ده # سس 
7 5+- (2-) 5+ 22+ 2[ 


ملحوظة: إذا كان 0-(©6)/ فإننا نحلل (2)/م إلى عواملها على الصورة 
'(- 2) وفى هذه الحالة نستخدم للقانون 








)01 بملا خض . م 


ومثال ذلك 








> رمز 


1[+22]| (22-1) (22+1) (2-1]) 72-1 + ثم 


1١951 





وباستخدام العلاقة 11 نجد أن 


8 شي 0 
تسيب اتسسيسيي الأثرة 


4 إل 2ه 


وعلى ذلك إذا كانت 0-(4)ث/ر فإننا نحلل (8)/ إلى عوامل ونؤثر على 
“» بالعامل الذى لايتلاشى بوضع © بدلا من (/ ونستخدم (1) ثم نستخدم 
11 على العامل الآخر. 
ملحوظة: إذا كان آ ثابتا 5 » مثلاء فإننا نلاحظ أن *86- 8 وباستخدام 
العلاقة 1 ومثال ذلك 





-- ىل 1 كه عرو ا يوة. ليت رم ل 
1[+0+0 1[+12+72آ 1[+72+ 2[ 
وكدلك 
! 1 1 
خلج - دن 1 5-5 ع : - 
72+47 تريام :رركم دم( 
1 
1 (0-1) 2غ (1+-72)-12 
عر 
(ياستخدلم 1( 5 


أى - تمثل تكامل 1 مرتين. 


مثال 100 حل المعادلة 


0ك 


الحل: لدينا 
*م- بر(2 + ورة- *7) 
وتكون المعادلة المساعدة 
2- م جه (2-:+1()7- «) جد 22-0 + ورة- 7,) 
وتكون الدالة المتممة 


3# ويح + "مع - عر 
ين 1 1 8 1 
ممسشتدة الود يشاح لل سس تت رملا 
72-1 (1-2) (2-1ئ) (2-1()22-2آ) 
0 6 
ماح *ملدء- 
!1 


ويكون الحل العام 
#عير “صر + “66ت رملا + معلا 2 ولا 
مثال (؟): حل المعادلة 
ممطوم “م2 بر(3- 77+ *5- 723) 
الحل: المعادلة المساعدة 
0 - (1- )3 + (1- يرر) و4 - 1 - )م د 3-0 ير + 2و5 ذم 
3 - م 0 - (3- :)زا - )ا - «م) ‏ جه 0- (3 + يبه - :)1 يم 
وتكون الدالة المتممة 
“اميم + “6 عترم + ,© ت معن 


ويكون التكامل الخاص 


-5586- 


1 


* امب 5ج بى 1 
0-0 3-0-0 جح رمو 
(72-1(:)7-3) 


2 8 "(3-م) تن م [دطومء م 


2 1 
2 2) (1(*:)0-3- ) 
يكون لدينا جزئين : الجزء الأول 
]1 1[ 1 2*م 1 











ل ا بل 
(1-3) '(2)22-1 2 (2-1()0-3) 
ل اح م !1 1 
2١ 8‏ 4 *(1- 22) (2-2 
وأيضا الجزء الثانى 
3 1 1خ ...عو 1 1 
2-6 ل 0 1-0 
*(722-3(03-1) 2 "(2)12-3()2-1 
3 ا عدم 1 عدي 1 1 5 
8 !|51 4 (2)12-3 
ويكغون 72+ و7 ح رملا 
ويكون الحل العام 
3 1 .2 1 ع3 و0 
0 0 3-9 + *6( جرع + ,©) جح ىا 
8 00 5111 1 5111 1 
الصبغه 111: 0ع يم 3 - ججت-- 
3 طقف جلي يي 
ومثال ذلك 


1١98 


1 1 
052 لللسسسبيد تح 6ل 85 











. -2 00 ب ب ل د ون سح سحت )0 
1+ 2-(2-) 1+ 0+ (:*0) [+ا2ج+خم 
005 _ 
13 
+0053 هن ٠س‏ سح 053:2 سس ب (1) 
1+ (21- (3)- 22+1-:12 
بالضرب فى المرافق 
0533© لطعت 1 ع ل لاي بيذ 
6- 2127 (4- )40 + 2) 2 
0053 (4 - م عرة و0 5- فق 1 
30 6 2-3 
1 1 
[ <دومء4- ع«ذوزو3-] - - 
50 
الصيغة 17 
(ع) 17 كا 7 . > 07ت 
(0 + 12) /ر () رو 
ومثال ذلك 
ا 1 
“ا سيب تت رملا 
2 +(312+ 10 
ا 2000 د 
2+(3)0+2+:6+2(2) 
5 2 1 1 5 
ل 22602757 ج91 ٠‏ جد 0-7 
2+ (1+71- 7+2+:12 


. (11-72)ءء ش (11-722) 2 
و ا ا ا ال | ات ار د 
121+49 (11+772()11-70) 


2+ 


(76051- )52د ره كاد 2 - 
110 


10 
ملحوظة :)١(‏ يستخدم هذا القانون إذا فشل القانون (1) والقانون (111). 
منحوظة (؟): عندما 0-(02-)ي0 نستخدم الصسيغة (197) وذلك بأخذ 








1-(<) آا. 
ملحوظة ("): تعرف أن 
(الجزء الحقيقى فى يغ ٠‏ (*"'م) 2, - عن ومح 
(الجزء التخيلى فى ا 6 (*"'ء) 7ع عو وتو 
و5 سمه ح- 
1 2 22 رما 
1 1 5 1 
لت لح حح حور 2 0 
2 + “(72+ (1) 2+ -712 
اد اسيم خماى] - سعط ع سد ووه 
(ه:2 + 12 )12 4 + -221(2-04 + 777 
كت 
ليزت سوبو سه 
:| 230 تحط أمندم 
212 
ام و 
باستخدام مفكوك | +]] فىة | ذ 
وباستخدام مفكوك |6 +1| فى قوى [2) تحصل على 
5 4 لانت الكت 5 
20 227 
مهن + عدم كد | 7- 
22 


5٠١1١ 


وتحسب | لجزء التخيلى لهذا المقدار فنجد 
ع 05 --- عد 
2 بم ا 


يجب التذكر أن 





وذلك من تطبيق الصيغة (19) 
والمثال التالى يوضح ذلك 








مثال (7): حل المعادلة 
دتمزو - بر(4 + *27) 
الحل: المعادلة المساعدة 2+4-0خم ‏ حم [42ح يبر 
وتكون الدللة المثممة 
2 51193 ي © + 202 05»© ,© > برع [ 
عحث 1-05 1 ا 1 
0ك جدح عر وزو ست رملا 
2 1+4 4+ 2 
| جومم ا ا 
4+ 1 4+-2|22 
ممع سل 1 
2 20+44 
5111 0606 
8 8 
ويكون الحل العام 


رم - مع( > 92 


. 1 1 : 
2 511 10 2 518 ري © + 22 6005 رح - 


إذا كان ”+ «ر(2) م ء حيث (0)/ كثيرة حدود من درجة :ا » 0< !7 
مع ملاحظة أن 
8 5 1 
اجام 4ه ام بدم+[ع-عع 
م -1 
3 2 1- 1 
.+ املثم هه م-[1ع- ده 
1+7 
والمثال التالى يوضح الطريقة: 


مثال (4): حل المعادلة 
1+*- ر(62-*2-:76) 
الحل: المعادلة المساعدة هى 
6-0 بو - * بج)رمم) _ 0ع يورم دير ير 
2-,0,3- يم ججح 0-(2+ + 3()7- )1 
وتكون الدالة المتممة هى 


عقوي ب دمر مس 3 ويم عورم + "ممح رعلا 





ويكون التكامل (الحل) الخاص هو 
روب 2ع 1 8 0 3 ا 0 
0 -210 ل ل د و 
28 كبرامه (60-:*-:2]) 


ل ”5 





ف زفت 7 2 1 5 
...+(1+ :2# ب(1+ (7--4+1:ع 
(1[+ يس 6 1+ ع) 0 ا 


7 1 5 
... +(2+0)-+(0-++ ج2ر2)-- ]دتعي 
ا (0+ 2 ) 2 د 


مثال (5): حل للمعادلة 


وتكون الدالة المتممة 


والحل الخاص 


9 
مع 


2+1 +* جح بررق8 + *7) 


5 +21 عدر جد 3+8-0ير 


(يع+ 3 )وو "معد “ممت رعلا 


3 


1- 
(22+1 + *ج) كدوم 2 + *ع) ١‏ 


8آ337ظ2ظ1 





امال 
4 فط 1 
(1+ ع2 + ” :ي)(... + 2-0-2 


(1+ “0 -[ ع3 (1+ 4+2 - 
والحل العام هو 
.1 ْ 
(1+ عر )ب + ره + 3ل عهوه) “مره + 7 ممت رم ا + برع< - عر 
مثال :)"١(‏ حل المعادلة 
05 عد طومء > بإ(1- 802) 
الحل: المعادلة المساعدة هى 
1-,1<- ممم جه 1-0- يم 


* مر + “عت عع 





والحل الخاص 
ت عو 1 1 1 50" 
ة< + عرومن]| (* »+ 2 5 دما 
ووو ا حم و ووو ل ماه 
102-1+ 62) 2 2-1م 25 آلا 


7 005 0 

(27 +14 2 ر[2 +”(زةر 2 
((+22), 1 (222+1) 1 
السشييت اتهج 2096 ببابتبتنااب سيم اسيم 
4722-1 2 ((+1()22- 2) 2 





0)051 


0051 


(ومع+ ع نزو 2-) 6 


وعلى ذلك يكون 


والحل العام هو 


مثال(/7): حل المعادلة 


الحل: للمعادلة المساعدة هى 


وتكون الدالة المتممة 


ويكون التكامل الخاص 


*يه 





(05- وزو 2-) 0 


(22+1) , 1 
05 اسلسسسست اسم 
4-1 2 


1 - 
6 1 


7-1 


-1 


6 





عن 


6 





+(2051 + ع زاة 2-)--- -ت رن( + ,7 2 رملا 


+(52م0ع- ع 515 2-) 


3 
ا 


10 


م 
+ 
10 





رم ل بورع اع ىلا 


5 دح ب:ز(1 + م2 + 722) 


1-1--د يم جه 0- 1+ ب« - 1 و2 يم 


* 6( حرء+ بع د مع 


1 على 1 
ا مسح بيب 0 صم ا 
ا 2 | (1+2) (6+7+1) 
تت 4ه[ 








1 1-6 
( وحيث أن 2 (2-)(1+2) 1+2 


ا ا 
[1- :(1- ع )] ا -[ + (1 6 مط )#- 


(1- :(1- ع ))( + مزه 2+ دومه) 5 - 
وبحساب الجزء الحقيقى يكون التكامل الخاص هو 
[ ع ننزة(1- ع)- دومه ]2 - 00 


والحل العام هو 
م 0+ اي 7 ع- رن 
الصيغة (171) 


1 1 620١ 
ال الزعة(زنةخ)-دم‎ 
ك1( 0 )06 7 00م‎ 01 


والمثال التالى يوضح هذه العلاقة 
مثال (8): حل المعادلة 
دمزو دع برا + 2 - *82) 


دالاء#- 


الحل: المعادلة المساعدة هى 
1+,1+- م جه «١-1-0‏ 
ويكون الدالة المتممة 
*6( عنرء + ,© ح معز 
ويكون التتكامل الخاص هو 


باستخدام العلاقة السايقة نجد ان 


سل لبي 12و لل سس جره 
“1+ م«2- *72) 1[+2-:72, 


1 2412-2 5 
[و س7 سل سس نس 91 للا يي 
"(1-222+1-) 1-22+1- 


1 (1- كت بول ات 
22 2 2 


5 1 1 1 
(* صنو - عرومه) س7 -- إروون ورا 
210 2 


0008 1 
(<05+ ع وةة) تب روون وسح 
2420 2 


( 51132 عه وو عالت 605 كك 
2 2 الذكرة 
رم لا ل ع7 ىا 
1 1 1[ 
(518- 0 60051 207 6 عدو 0+ ,ح) ح- 
تمرين: يترك للطالب حل المسألة باستخدام الصيغه (11) 


- #56 


مثال )5: حل المعادلة 
متو “مع ح بر(1ا+ م2- *272) 
الحل: المعادلة المساعدة هى 
[1اعدس > 0-:(1-) 
ويكون الدالة المتممة 
"6 عدر + © ح مور 
ويكون التنكامل الخاص هو 





5111 يي >مح إر ونع رام 
*(2+1-1) *(1-- 2) 


> رم لل 
2 1 9 : 1 0 
511 عر 3 6ح جرواو رح أمع 
2 9 
(بالتكامل بالتجزى) 


1 
دوم -).1 أ رروم ع«-] | *مع 
١ 1 2 [‏ 0 


ا 
(+05ح ع- و *م > 


حأ( ع 5م» ع - عر وز5) | *م- 
[ حلع دزد.1 ]+ 51 عر مروم-] *م- 
(051»©- عدوزو ع - برومع-) *م - 
(2651+ عرزو ع) *مه ع 

( 205 + عروزو ع) *م- *و(عررء + بع) ح ىلا 


مثال :)٠١(‏ اوجد حل المعادلة التفاضلية ‏ 1-ر(77-1) الذى يتلاشى 
عندما 2-0 ويؤول ألى نهاية منتهية عندما مه جح 2. 
7594م 


الحل: للمعادلة المساعدة ‏ 5-1-0/م ‏ حم 1-.,1- م 
وتكون للدالة المتممة 

* مع + “مت مع( 
ويكون للتكامل الخاص 


[ت 1 


7 02 -2- 1 


د رم لا 


1--1.(...+1+22)-- 
ويكون الحل العام هو 
1- * مرع+ *مع- بر 
عتدما 0-<ع فإن ‏ 0-[ر 
1د درعجبن جه [1-يء+ع-0 
بضرب الطرفين فى *م فنحصل على 
مس رع + 2( *مارع- “م بر 
ولكن 0- *6ذ1 من المعطيات. وبأخذ نهاية الطرفين عندما مج م 
0-2-1 - ,»+ 0- ,ع+0.-<0 . (كمية منتهية) 
ويكون الحل هو 
1-*6- بر 
0-1 طريقة المعاملات غير المعينة 


تكون هذه الطريقة مفيدة لايجاد التكامل الخاص إذا احتوى الطرف الايمن من 
المعادلة التفاضلية على حدود لها صيغ خاصة حيث يمكن استنتاج التكامل 
محاولة لشكل الحل 





مسفاسس| عستعسراةا 


+ 51002( ” درق .. + عرق + رق ) 









جه 05 “هم , جو هزه “أمم 













١ 2 * 5111 20: 2” ©05 00‏ 
205 ( ”عد 8... + عر 8 + و 8) 
حيث م عدد صحيح موجب . ,2.... 2.2 .,...,ر4.رية, ذ,», 4 ثوابت. الثوايت 
فى العمود الثانى معلومة والتى فى العمود الثالث مجهولة. 

ملحوظة :١‏ إذا احتوى الطرف الأيمن من المعادلة - ز(2) كر على تركيبية 
خطية من هذه الصور الخاصة فى الجدول السابق فإن شكل الحل المقترح 
يجب أن يحتوى على حاصل جمع هذه الحدود مع مقترحات مناسبة. 

ملحوظة ؟: إذا كان أحد حدود 7 وليكن : مثلا هو أيضا حد فى-الدالة 
المتممة مرفوعا لقوى :بم فان الحل المقترح "نر فى الجدول السابق نقترح أن 
يكون ”+ بالاضافة إلى الحدود الناتجة من اشتقاقه. 

فمثلا : ليكن لدينا 2 رب غ”م- بو(3 + 2-2(2:)272) 

وتكون الدالة المتممة >3 وح ب “2ع يريع + ,ع) ح برلا 

نلاحظ أن ّ.ر ليست حداً فى الدالة المتممة ولذلك- يكون 
(2عي4+ عر4+ ,4) حدا فى الحل المقترح *ر. ونلاحظ أيضا أن > حدآ 
فى الطرف الأيمن وحل الدالة المتممة مكرر مرتين لذلك يكون للحد +3 2ع 
ومشتقاته حدود فى الحل المقترح "ير اى 


5١١‏ -ه 


تير م د وير كد 3# جر4 ع بر 
ولذلك يكون لالحل المقترح هو 
72# ين فر + وبر ىر + خم فرج 2 ررك + درك + ر4 ع ل 


ملحوظة ”: إذا كان الحد 74خ فى أحد حدود الطرف الأيمن ‏ 1- (2) كر 
وكان أيضا حلا مكرر ى من للمرات فى الدالة المتممة فإن الحد م* ”ع 
ومشتقاته يكون فى الحل المقترح "بر ومثال ذلك المعادلة 
2ج ب *7ج* برح بر(3+ ):(2 - 2ز) 
وتكون الدالة المتممة هى 
تييح + 2ه( يزيج + جنر + ,©) ح برح لز 
ولذلك يكون الحل المقترح 
+ * ين ف + كتج بر إل د ج33 ير 4 + “3م يرق + 3و 4 3 جم د بر 
| عرق + عمق + رلم + 
تنتج الحدود الستة الأولى من أن **ج هو جزء من الدالة المتممة طبقآ للجذر 
ملحوظة -4: لا داعى لكتاية الحدود *#ع,4» تر 22 مدر لظهورها فى 
الدالة المتممة وعلى ذلك يكون 
*عني4 + عربك + رق + كمد ين ند خدج 4 يرن + 63د ررق - بر 
ويطبق ذلك فى جميع المسائل التالية 
مثال :)١(‏ حل المعادلة 
وم ** 1116 بز(4 + 22 + 22) 
الحل: المعادلة المساعدة هى 0 -4+ 22 + :يم 


5١7 


عي 4ن 2214-4 يبر 


أى 
ئ 7 
وتكون الدالة المتممة 

1( ( دده صق >< «دلدوهه ‏ ©) * مد د ا 
حيث أن الطرف الأيمن من المعادلة التفاضلية يحتوى على الحد 3ومء 11162 
يكون الحل المقترح هو 

)2( ( 332 سنة 4+ 32 ومء ,4) 2-63 بر 
وهذا الحل يحقق المعادلة التفاضلية 

)03 دوك **1116- *بو(4 + 20 + *2) 


وعلى ذلك يكون لدينا 
( عدوم "363+ عر هذه “2 26) ر4 + ( 32 متو “3672 - جر3 ومع “2 26) ,4 - “12 
)4( 33 هله *” عر ,34 - ي24) + ع3 و0» ** 34(6 + ,24) - 


+(32 طاو **36- جرز3 ووه “7 26)(ي34+ ب24) - * بر* 10 
(ع3ومه 36+ 32 وزو *347()267- ي24) + 


)3( 3 مند **54,(6 + 124) - دونه *54/(67-.1248) - 
باستخدام (5)» (4) ٠‏ (2) قإن (3) تؤول إلى 
دوم ** ه111 تمزه “*184/,(6- رلم3) + 3 ومن *62( 184+ ,34) 
وبمقارنة المعاملات نحصل على 
0- ب184- رق34 , 111- رفة1 + ,34 
ومنها نجد أن 


- 5719 


وعلى ذلك يكون الحل الخاص هو 
(3<2هنة6+ 3«2ومه) **6- رمز 
مثال (؟): حل المعادلة 
2 وزو - *2م+ برد بو(772-9]) 
الحل: تكون للمعادلة لالمساعدة 
3-,4+3ع 'م جح 23-9-0نسى 
وتكون الدالة المتممة 
“مم + “ممت مر 
وحيث أن الطرف الأيمن من المعادلة التفاضلية يحتوى على الحد عد فإن الحل 
المقترح لابد وأن يحتوى على +,4+ ,4. وكذلك حيث أن م حدا فى 
الطرف الأيمن فلابد أن يحتوى الحل المقترح على *”4.6 وأيضا حيث أن 
2 هذه حدا فى الطرف الأيمن فى الحل لابد أن يحتوى على 
2 1ك يك + عش 005 روه 
وعلى ذلك يأخذ الحل المقترح الصورة 
2 هاة يك + 2 5ه بق + “2 مرق + جنك + وق ع “بر 


وحيث أن *رر يحقق المعادلة المعطاة قإن 


)1( قاو - ذم يرح * بوو- 227 
وعلى ذلك 

)2( | 2 05 24 + 2 وزو 24 - “24,63 + رهم ع * برج 

)3( 2 علو يفك - 2:2 جوت بق4 - "3م44 ع “722 


وبتعويض (2).: (3) فى (1) نجد أن 


ك9 


2 وزو - *2 6+ عدت 22 رزو ي134- 22 ووه 1347 - *2 54.6 - 942 - م94- 
وبمساواة المعاملات فى الطرقفين نحصل على 
1-- ,134-,0 - 1344 -,1 - ر4ذ- ,1 - ,94-,0 - ,94- 


وعلى ذلك يكون الحل الخاص 


تمرين: نترك للقارئ حل هذه المسألة باستخدام طرق أخرى. 
مثال (”): حل المعادلة 
دوز + 3ع بر(3+ م2- 672) 
الحل: المعادلة المساعدة هى 
:+1 8(/2-/+2) - يم جد 3-0+يوم2- 12م 
وتكون الدالى المتممة هى 
( +2/د هله رع + :3 ]د 5م ب©) “6ح بر3 
وحيث أن الطرف الأيمن فى المعادلة التفاضلية يحتوى على :ع فإن *رر لابد أن 
تحتوى على “عي4+* عر4+ عب4+ م4 وكذلك يحتوى الطرف الأيمن على 
«دمزة فلايد أن يحتوى الحل المقترح على «هنوء «دمه أى أن 


)01( 51 ,4 + عرووت ريق + 3 عرلم + 2 عرل + عرق + رق - دنر 
بالتعويض فى المعادلة التفاضلية المعطاة ومساواة المعاملات فى الطرفين نحمصل 
٠ +05(‏ سه ا 0-6 ا 1 

3 3 9 27 .م 


تمرين: نترك للقارئ حل هذه المثال بطرق أخرى. 


- 5١6 ل‎ 


مثال (4): حل المعادلة 
تير + خ3ىة3 ير - ب(4 + (4[1- :722) 
الحل: المعادلة المساعدة هى 
2 - هم جه (2-:ج)(2-م) ج 4-0 + 71-4 
وتكون الدالى المتممة هى 
**6( عترم + ,© ح مع نر 
وحيث أن *© للتى فى الطرف الأيمن من المعادلة التفاضلية ظهرت فى حل 
الدالة المتممة مرتين فلابد أن يحتوى الحل المقترح 
ا ا ل ا 
حيث لم تكتب الحد **م») *ع لانها ظهرت فى الدالة المتممة. 
وبالتعويض فى المعادلة المعطاه 
*تجير + 328 ير - * بو(4 + (47- -272) 
وبمساواة المعاملات فى الطرفين نحصل على الخل الخاص 


م2 _3 1 2 _ 5 1 
ل 0 
6 0 >دم7 


تمرين: نترك للطالب حل هذه المثال بطرق أخرى. 
مثال (5): حل المعادلة 
2ع + *م- بر(2 - 72 - 272 + 73) 
الحل: المعادلة المساعدة هى 
0 (2+ و - 2+ ورج 2 اس ج 2-0-ن- 2ر2 1م 
11 -,2-- يج 2-1-0 2()7 + م 
وتكون الدالة المتممة هى 


595 - 


اتويع ب “ورم + “مع 2 معلا 

وحيث أن “+ حدا فى الطرف الأيمن من المعادلة فلابد أن يحتوى الحل 

المقة حَ على عم + عدرل + ىلل وحيث ء*م أيضاً حدا فى الطرف الأيمن 

وأيضا حدا غير مكرر فى الدالة المتممة فلابد أن يحتوى على “26ر4 (لاحظ 
الحل المقترح هو 

*معر4 + ” جيم + عق ىق ع "بر 


وبالتعويض فى المعادلة المعطاه ومساوات المعاملات في الطرفين نحصل على 


تمرين: يترك للقارئ محاولة حل المثال بطرق أخرى. 
مثال :)١(‏ حل المعادلة 
21 مزه 2 ع ع بو(4 + *2ز) 

الحل: المعادلة المساعدة هى 

2+40ين هم 27+ح يبر 
وتكون الدالى المتممة هى 

2 5111 © + ع2 605 ,© مرح[ 
وحيث أن +22 :و2 ع ظهرت فى الطرف الأيمن للمعادلة التفاضلية وأن 22 «ذو 
هى جزء من الدالة المتممة فإن الحل المقترح * بر يكون الصورة 


7١72 


22 دز ” تر 4 + 22 دو * ع4 + 2 وأو أ ع4 + 22 ومن “عدرل ع “نر 
انث 5111 عن 4 + 20 605 عزو لل + 
ويلاحظ أن هذا الحل لم يحتوى +2 10و ي4+ 22 05ر4 لانهما ظهرتا فى الدالة 
لالمتممة. بالتعويض فى للمعادلة المعطاه ومساواة المعاملات نحصل على 
1- 


0 -1/32,48- هك م0 - يق,0 - ره ست ,0 - وال 


ويكون الحل الخاص هو 


2 05 ليه دو و دمو ا عل 
32 16 12 


تمرين: ليحاول القارىء حل المثال بطريقة اخرى. 


518 


.- 1 95 
١‏ -حل المعادلات التفاضلية التالية 


ث 0ع 005 2 بز( 2+ 22) (1)  .‏ ايعع05ع- بز[ + 22) (1) 
00563 - (9+*72) (17) دعءة - 1+ ة2) (1ت) 


- حل المعادلات التفاضلية التالية 


, *»- بإ(2 - 7 + :*27) -2 “مح بو ة(1- 2()5 + 5) -1 
, 6051 45181 - إ(4 + *772) -4 13 - إ(2 + 22-37) -3 
, دوم» *مح برلا - *2) -6 ,5ح و(4- :22) -5 


, 0537 - بر(22+9) -8 , *ع(1+ ع« - بر( - 30+ م3- 23) -7' 
,سل ع ع بز - *264) -10 , دوم 2 دع برلا - 522) -9 
,23 ملو بر(4 + 267) -12 ,00512 ع - ب(2 + 22) -11 

''- حل المعادلات التالية بطريقة المعاملات غير المعينة 
,2 دنه “*6- ز(1- *6) (2) ,2+ *م- بر(2 +22) (1) 
,205 - بر +" بر (4) 2 ,*جم2# عت بز[ + 22-22) (3) 
, 25181+ 052 ع4 - بز([+ 67) (6) , د مزو4 + 222 - ر(ج + 23) (5) 

- حل المعادلات التالية 

,ف ع2 مزه *م- ر(1- 22) (11) 2+ سمح بر(2 +*22) (1) 


دومع2 - بز +”بز (1070) >م برح بر(1 + م2 -22) (نت) 


-75١8- 


و 25181- يروم 42 - بر(ا+ *2) (01) , عروزو+ 22- برزج7 + 037) (بم) 
عدوم * جرع برجا - *2) (01133) 4+ ع - روزو+ “مح رز[ - 2)ز2 + 2) (قا) 
جدمزه ع - إ(1-*27) (2) *1(6+ ) - بر( - ورت+ 22ز32- *2) (1) 
وم « - بر(2 + 23) (1:) 


5 اثبت مايلى 
7 "مم + "جع - (ع) 7أع) ”727 )0 








اوج ((0) بج - د -( 17 63 
بم عررو »عل يد رمدي دك جتن6 
)00 (5)8 (5)5 
(1) يكتابة ()#فى صورة كسور جزيئية اثبت ان حل المعادلة اع [(8)/ 
يمكن ان يكتب على الصورة ج64 ] ““سج ا( بافتراض أن كل 


الجذور ,»ه مختلفة. ماهو الحل عندما تكون بعض للجذور مكررة ؟ 
069 اثيت أن وه(ع- جم منورع عر | ل بز حيث 2م ثابت حل خاص 
م2 
للمعادلة (+) ممح بردم" بر ومن ثم اوجد حل «ومء - (1+ 22) 
(8) اوجد الحل العام للمعادلات التالية 
5+ «053» ح بر(9+ *2) (11) , 22 دلو - :7-2بر-” بر (1) 


3+ 22 مد - بر(4 + 22) (:17) , 0052 - برك + ع3 - “ع (تند) 


ساد *م- ,2 + :ز3- ” بر (0/1) ,1- > (10) نز ,1 ع (1) نز ,0 ع رخ>, 0( 


 ”»؟.اد‎ 


(9) استخدم طريقة المعاملات غير المعينة لاثبات أن الحل الخاص للمعادلة 


(0< لره) ‏ ,سلساة مع برشؤ+ بوو2 + *رر 


يعطى العلاقة (0 - 5111 ل 0 
22 ريك + 202 2و)) 
حيث  ١‏ (0>0>1) الف 1 -ه0 
( سام 


)٠١(‏ حل المعادلات التفاضلية للتالية 
, 3و0 *مح برإ(ج+ *©2) (11) , عأومء “*72مت بر(1 + 22 + 22) (1) 
, 051» عع بز[ + 2-*2) (17) تمتو ع - بر(ل+ م2 -22) (111) 


<2 05ح - (1- 2*)227 71 - , 22 ملوع ز(1- 2)22 (0) 


- 551١ 


تطبيقات على معادلات خطية من الرتبة الثانية 
ك210نام» لمتاصءلء0111 "003 70معع5 دره كدمتاقء تاوة4 

١-١‏ تركيز للسوائل: يستخدم المعادلات التفاضلية لدراسة مسائل تركيز 
السوائل والمثال التالى يوضح ذلك 
مثال :)١(‏ يحتوى خزان 5 على 100 جالون من ملح مشبع مذاب فيه 100 
رطل من الملح وخزان ل يحتوى على 100 جالون من الماء. نفترض أن 
الماء ينساب إلى الخزان 35 بمعدل 2 جالون فى الدقيقة وينساب المزيج من 76 
إلى 7[ يمعدل 3 جالون فى للدقيقة. ويضخ جالون من المزيج من الا ثانياً إلى 
الخزان 36 بينما جالونين يتدفقان من الخزان الا إلى الخارج. اوجد كمية الملح 
فى كل من الخزانين 2136 الآ عند أى زمن + (انظر الشكل). 


متمالهن 1 


متك/اقو 3 
1 2 جه مد 2 
أهو 100 0 1 100 


الحل: ليكن <ء إ 100000 ل عند 
الزمن # ويلاحظ ان التغير فى الوزن يساوى الفرق بين المدخل والمخرج. 
ويمكننا تمثيل ذلك بمعادلات تفاضلية من الرتبة الأولى. الخزانان 7  *‏ للا 
مبدئياً يحتويان 100 - (2)0 » 0 - (0)[ من الملح على الترتيب عندما 0 - 8/. 
الكميات 1/100 ء 2/100 يمثلان على الترتيب كمية الملح فى كل جالون من 
المياه المأخوذة من 25 ومن لآ عند الزمن 4. 
أخذت 3 جالونات من الخزان 72 وأضيفت إلى الخزان 2لاء بينما واحد من 
الثلاث جالونات إخذت من لآ وأضيفت إلى ©3. وبالتالى يكون لدينا النظام 

7559 - 


10 0ع التو 3 2 

00 100 100 

2 شم 2 

01 ا 01-0 


وحيث أن كل من المعادلتين فى (1) يحتويان على <ء ‏ فلا يمكننا أن نحلهما 
مباشرة. وعلى ذلك نحل لأحد المتغيرات. سنبدأً بالحل بالنسبة إلى المتغير ‏ 
بدلالة المتغير ( ومشئقاته. ففحصل على 


)2( 2 
باشتقاق (2) ومساواة الطرف الأيسر بالطرف الأيمن للمعادلة الأولى فى (1) 


تحصل على 
بوه حله 7خ #قس 


)3( كا 2 2 دل د 
عل 3 4ل 0 00 100 


من (2)» (3) نجد أن 


2 
04 20 4# 100479 
4ل #4 +3 
والشروط الابتدائية للمعادلة (4) نحصل مياشرة من النظام حيث 0(<0)وء 
0 (2)0 فنجد أن 





©كلاو_ كوب زمر 


- 3 
100 100 0) 


بضرب طرفى (4) فى --- فنحصل على مسألة القيمة الابتداتية 








5 7 3 - 6 _ 6 إمى/ 
)6( 3 -(0) ر ,0<-(0) بر 0 + لإ بر 
وتكون المعادلة المميزة للمعادلة (6) لها الجذرين 
3/ل-3- _ 5 ا 5 
100 100 


2ع دن 


وبذلك يكون الحل العام هو 


])-3 1: 10 


مع + 0 مرذل +3-)1 


م( ا 
وباستخدام الشروط الابتدائية 3- (0)/ ,0-(2)0 نجد أن 





0ع يع »© 
 _‏ قله+3_ 3+3 
10 ' 100 


ومن ذلك نجد أن 5074/3- ,> - ,© وبالتالى 

افيد (3/-3-)اى _ هالا «تلحت-اي] 50/3 2ت 
وبتعويض هذه الدالة ,زا فى الطرف الأيمن من (2) نحصل على 

وقليا «3ل3-)اى_ر «والاء زليه 06 - () ع« 
وتلاحظ ان كمية الملح فى الخزانين يؤول إلى الصفر عندما مه جه 1. 
ملحوظة: يسمى النظام المكون من خزان واحد أو أكثر بالكيموستات الذى 
يستيدل فيه الملح بيالكائنات الدقيقة ومواد التغذية ونلاحظ فيه معدل الادخال 
يساوى معدل الاخراج. 
تمرين: ( أ ) فى المثال السابيق متى يحتوى الخزان 7 اكبر كمية من الملح وكم 
(ب) ب و ا لاسا اج تو اوري بير 
واي مووي ووو درو عا 107 


7-١‏ تطبيقات فى الميكاتيكا: 
أ - الحركة الاهتز 0 712121011201 


بسيط على ذلك. ليكن لدينا كتلة :77 كاي اود عر ملساء. شكلة 


576 


بالمحور *« (كما فى شكل ١أ)‏ 9 

ومثيتة فى أحد طرفى زنيرك 

(505108) بينما طرفه الآخر : : 
مثبت عند لم. الطول الطبيعى 2 > 
للزنبرك هو 4 وكتلته يمكن 0 
اهمالها. إذا ازيحت للكتلة 7 
على طول المحور +« كما فى شكل 
(ب) ثم تركت فانها سوف تهتز أو 
تتذينب إلى الامام وإلى الخلف 
حول موضمع الاتزان 0. 

لايجاد معادلة الحركةء لاحظ أنه 
عند أى لحظة يكون طول الزنبرك 5 
هو +4 (شكل ب) وتوجد قوة تحاول ارجاع الكتلة 7 إلى موضع إتزانها 
وطبقا لقانون هوك». تسمى هذه القوة 'قوة الاسترداد (عع©101 ع متكدماوعم) 
وتتناسب مع الاستطالة : وتعطى بالعلاقة 





8122- ح #7 


حيث ثابت التتاسب 1 يسمى بثابت الزنيرك أو معامل الصلابة (501460655) أو 
معامل المرونة (135001197©) وباستخدام قانون نيوتن التثانى يكون لدينا. 


أى 0 - عع + عجر 
وهذه المنظومة الإهتزازية تسمى الحركة التوافقية البسيطة 
(2300308 عن«مممعقط ع[مصذة) أو المتذبذب التوافقى اليسيط. 


يمكن كتابة المعادلة (2) وبمعرفة الشروط الابتدائية 4 - 2-0 عند 0ع 
1 1 


0 ّ 
فنجد ان )اومن 4 - ع حيث الل عد زر 
7 


ا 1 1ه 


ب - تعريف: 
(أ ) سعة الحركة 1100062م1هث: هى المسافة 4 وتكون أكبر إزاحة من 
موضع الائزان. 
(ب) الزمن الدورى 265100 للحركة: هو زمن ذبذبة كاملة (دورة كاملة) أى 
ذا رمزنا للزمن الدورى بالرمز 7 فإن 

ع1 / :210/77 1 - 4 

4 

(ج) تردد الحركة 'إ©0عناوع177: هو عدد الذبذبات أو الدورات الكاملة فى 
وحدة الزمن ويرمز له بالرمز ثر وعليه فإن 


ملحوظة: السعة قد تتغير طبقا للشروط الابتدائية بينما الزمن الدورى والتردد 
لايتغيران وتسمى © بزاوية الطور. 


مثال :)١(‏ جسيم 7 كتلته 281208 يتحرك على المحور 2 ثم جذب من على 


بعد 20 وحدة نحو نقطه ا 
الأصل بقوة مقدارها «8 (كما لديو د 
فى الشكل | 1١‏ كل الأجنم وك ابي ا ا ا 


1 
١‏ 
ل 
(أ) المعادلة التفاضلية والشروط الابتدائية التى تصف الحركة 
(ب) موضع الجسيم عند أى لحظة 

(د ) السعة والزمن الدورى والتردد 

الحل: (أ) عند ؛»«-ح متجه موضع 7 ومن قانون نيوتن الثانى 


2 2 
2 : 6 00) 
1 








5 


وهى المعادلة التفاضلية المطلوبة والشروط الابتدائية هى 20- برء 2 


عند 0ع 
(ب) الحل العام للمعادلة (1) هو 
51 ير + 24 605 بح ع 
وباستخدام الشروط المعطاه نجد أن 
)011 20605 -ح ع 


(ج) حيث أن :405:02 --72 فتكون هى السرعة عند أى لحظة 


(د ) السعة -20 ء الزمن الدورى - 2 - 7 والتردد 1 


مثال (؟): (أ) اثبت أن الدالة #م«دمزو رع+ +#«ومه ,> () ع يمكن كتابتها على 
الصورة ()- 005004 © حيث ‏ 2+ /. دم (ء/يع)' مها دو 

(ب) اوجد السعة والزمن الدورى والتردد للدالة فى (أ). 

الحل: 


5 6 6 2 2 5 
سح ونا 1 د 6+ 6و - 5111181 0+ |05 ب - (0) < 
وع+ 55 »+ 6 
( +0511 5111 + 05111 0) 605) 7+ ل - 


(© - سدم » - (م - 1ناومك جع + و - 


0 0 
حيث ,ع/رع- 1320 دع+ - ©6. 


وسوف نختار قيمة 0 الواقعة بين 1 > 00 >0 . 


١ 7‏ 21 اند 
(ب) المبعة هى. ع +.الرمن الدووعع د » 'التردد 3 


 ؟736-‎ 


ملحوظة: بالرجوع إلى مثال (1) حيث 20-م. 2- بمء 8- غم وحيث أن 
0081 تغير من [+ ») 1[1- فان الكئلة تذيذب من ع - ير إلى ح- ير 
والشكل يوضح العلاقة بين و ك4 





ج- طاقة المتذبذب التواققى البسيط: 


إذا كانت م هى طاقة الحر كة لإع62©1© جاع132 ٠‏ 717 طاقة الجهد 
'اع6861 1أدنامع20 فإن الطاقة الكلية / + ر ح ثم وعلى ذلك يكون لدينا 


وعلى ذلك يكون 
1 2 1 
“ع* ببوورم - (م - عرمي6 ع-+(م- دمي “وزو 2ع2 ١‏ 36 مه مدع 
د - المتذنبذب التوافقى المخمد (012غ1126ت05 عن«دممعقط لعمسهل) 
من الناحية العملية» يمكن أن تؤثر قوى مختلفة على متذبذب توافقى بحيث تقلل 
من مقدار الذبنيات المتتابعة حول موضع الاتزان. مثل هذه القوى تسمى قوة 


المضاعلة أو الاخماد وهى تتتاسب مع السرعةء ويمكن استخدامها كنموذج 
تقريبى وتعطى بالعلاقة 


حل 
3 كم - مه د رم 
)03 ا دل - م 
حيث يرمز و إلى قوة المضاءعلة (الاخماد)  »‏ ثايت موجب يسمى معامل 
الاخماد. إذا اعتبرنا قوة الاخماد بالاضافة إلى قوة الاسترداد فإننا نحصل على 
المتنبذب التوافقى المتضاءل (المخمد) وتكون معادلة حركته هى 


1 1 


2 
4( 0 ع- - + 2م كم 


وذلك يتطبيق قانون نيوئن الثانى ويمكن كتابة المعادلة (4) على الصورة 
0ع عث وم نزوو2 + ير حيث 27 ع ير اق “برح رور/اعل. 


مثال ("): علق جسيم يزن 618 من نهاية زنبرك رأسى خفيف فأحدث 


استطالة مر 40 

(1) اوجد موضع الجسم عند أى لحظة إذا كان قى البداية شد 2ن 25 إلى 
أسفل ثم ترك 

(13) اوجد السعه والزمن الدورى 

والتردد. 


الحل: (1) نفترض 21 ل .> تمثلان 
موضع نهاية الزنبرك قبل وبعد 
تعليق الجسيم فى الزنبرك. الموضع // 
موصع الاتزان. سوف نختار مجموعة 
الاحداثيات الموضحة فى الشكل بحيث 
يكون الاتجاه الموجب للمحور 2 إلى 
الاتزان. باستخدام قانون هوك إذا كان الوزن 18 6 يحدث استطالة من 40 
فان الوزن ع1 15 يعطى استطالة 232 1. 


عندما يكون الجسيم عند الموضع / فأنه يقع تحت تحت تأثير قوة إلى أعلى مقدارها 
ع15)0.4+2<(1 وقوة وزنه إلى اسفل 18 6. ويتطبيق قانون نيوتن الثانى 








نحصل عل 
0 ج60 
0)- ج257+ 6#(ح +15004-غ6 - غم لل ل 
. ع ( -2ي2ك4 10 
والذى يكون حلها هو 


/ذ أو رع + 0554© ,© - ع2 


وباستخدام الشروط المعطاه عند 0 داعم وشى 4-- اه قيكون 
4- ,6 ء 0- ,2 ويكون الحل هو 
4057 /1)- ج 


3 5 8 . 5 م 1 3 2 ء. 
(11) من الحل فى (1) نرى ان السعة 7 ٠‏ والزمن الدورى هو ثانيه 


والتردد هو -- ذبذبه / ثانية . 
31 
مثال (4): فى المثال (١)ء:‏ افترض ان الجسيم م يتعرض كذلك لقوة مضاعلة 

(اخماد) مقدارها يساوى 8 أضعاف السرعة اللحظية. 
أوجد: ( 1 ) الموضع (131) السرعه عند أى لحظة (133) ارسم العلاقة البيانية 
للموضع كدالة فى الزمن + 


الحل: بتطبيق قانون نيوتن الثاني 
تحصل على 


4( 6 - ع4+--4+4-- 





والتى حلها هو 


(يع1+ ,ع “مد عر 


عندما يكون 0-ع. 220 برء 2-0 فإن 20 داع 40د يء 
1 


وبأخذ الحل الصورة 

(1+2)” 200 ح ير 
وهى معادلة الموضع عند اى لحظة 
(13) تعطى السرعة من العلاقة 


>53 


(111) يوضح الشكل تغير 2 كدالة فى الزمن وواضح ان الحركة ليست 
تذبذبية: الجسيم يقترب ببطئ من نقطة الصفر لكنه لايصل إليها . وهذا يعتبر 
مثالا للحركة "حرجة الاخماد كما قى الشكل 


0 14 


مثال (5): جسيم كتلته 58 يتحرك على المحور ا تحت تأثير قونين: (1) قوة 
جذب نحو نقطة الأصل © تساوى بالداين عدديا 40 مرة قدر الازاحة اللحظية 
من ).2 )2( قوة اخماد تتناسب مع السرعة اللحظية بحيث تكون قوة الاخماد 
المناظرة لسرعة عء56/اه 10 هى 200 داين. إذا افترضنا ان الجسم بدأ 
حركته من السكون عند نقطة تيعد 1333© 20 من نقطة الأصل. 

(13) اوجد موضع الجسيم عند أى لحظة 

(113) عين السرعة والزمن الدورى والتردد للذبذبات المتضائلة 

(1) ارسم الحركة بيانيا. 


الحل: ليكن :ردح موضع الجسيم 4 
كما فى الشكل عندئذ تكون قوة الجذب 





20/1 
(متجهة نحو (0) هى ‏ 40+8. 2 ب 
4- 


ومقدار قوة الاخماد / يتتاسب مع 
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السرعة أى 8- ر حيث 8 مقدار ثابت وبما أن 200 - ثم عندما يكون 


أنه - حك حلن 
0 -- ل 8-20 -202- غ#. لاحظ أنه عندما م 0< سل 
0 قإن م 17 1 يكون 0 


0< فإن الجسم يكون على محور + الموجب ويتحرك إلى اليمين. 

بناء على ذلك فان قوة المقاومة يجب أن تكون متجه نحو اليسار. وهذا يتم فقط 
إذا كان 

إذا كان 


0 
--20--, 
1 00 


وهذه الصورة بالنسبة إلى ث/ يمكن اثبات ضحتها إذا كان 0< جرء 20و 
0> عرء ته و 0>عرء 2 ٠‏ 
04 0 


وباستخدام قانون نيوتن الثانى يكون لدينا. 


: 2 
0ح برع + عر4+”عر جه 2021-40 - 1 ع 


5 





(13) وحيث أن الجسيم ييدأ من السكون عند مسافة 5708© 20 من 0 قإن 
0-+ عند 0--45. 20- ء وباستخدام الشروط المعطاه يكون الحل العام 


4 
على الصورة 


3 )وم “20/26 - (/2 هو + ,26 5مع) 2067# - عر 


(نة) السعة تساوى «بن-204/2 ٠‏ الزمن الدورى هو - 7-2 
: 1 

التردد -< - 

1 

(1) المنحنى الذى يمثل تغير * كدالة فى الزمن + كما هو فى الشكل مع 
ملاحظة أن سعة التذيذب تتناقص إلى الصفر كلما زادت + 


اك 





(ه ) الحركة زائدة المضاءعلة (الاخماد) وحرجه المضاءلة وناقصة المضاعلة 


(الاخماد) 
عندما حصلتا على حلول المعادلة التفاضلية 
)1( 0ح عرة نيجه زور2 + ير 
توجد لدينا ثلاث حالات: 


(3) حركة زائدة المضاعلة 0عمتندل +07: حيث .2 بر< 2 أى ‏ :م44 < 82 
وفى هذه الحالة يكون الحل للمعادلة (1) هو 

2 بود بأ سين ل مرج + #ورم) ” مح عر 
ويمكن تعيين ,©» .© من الشروط الابتدائية 
(11) حركة حرجة المضاعلة- 20060دك لوعءناى: حيث ‏ 2 مد 2و أى 
- خم 
ويكون حل المعادلة (1) هو 

(غيء + ,ع) ” مح ير 

حيث ,6 ٠‏ ,»© يعينان من الشروط الايتدائية 
(ننة) حركة ناقصة المضاءلة (حركة تذبذبية مخمدة): 4عءمتبهل +ع0هنا 


حيث 2 رووبه ذبن أى ج41 > ذم 


- 


ويكون الحل العام للمعادلة (1) هو 

(و- علوم “م - (5(2م رع + ملسى ع) "7 مح عر (1) 
حيث 2+2ع/,-ء. 2-7 مي-2 وزاوية الطور + يمكن تعيينهما من 
الشروط الابتدائية. 


فى الحالتين (1)» (11) يكون التضاءل كبيرا لدرجة لايحدث معها تذيذب وتعود 
الكتلة 7# تدريجيا إلى موضع الاتزان 20-خ كما فى الشكلء حيث أننا 


اعتبرنا ان الشرطين الابتدائيين هما ,+ - عرء 2-0 


كي ت قد ,ومغموه نممو جدعك زالهعةطاء 


عي > قر ,ومنعمتد 4امد 1150-0 





لاحظ ان الكتئلة 7# تعود إلى موضع الاتزان فى حالة الحركة حرجة 
المضاءلة أسرع منها فى حالة الحركة زائدة المضاعلة. 

فى الحالة الثالتة (111) تقل درجة التضاءل (الاخماد) إلى حد يسمح يحدوث 
ذبيذيات حول موضع الاتزان» على الرغم من أن سعة هذه الذيذبات تتناقص مع 
الزمن كما هو فى الشكل. الفرق فى للزمن الذى يفصل قمتين (أو قاعين) فى 
الحركة ناقصة الاخماد الموضحة بالشكل يسمى بالزمن الدورى للحركة ويساوى 


والتردد هو مقلوب الزمن الدورى أى 


- 75755 


ا ل 
لاحظ أنه فى حالة ما إذا كان 86-0 فإن المعادلتين (11): (111) تؤلان إلى 
1 
الفسا اك الماك السك ١‏ ادليه 2-2 9 
53 02 4 1 _ 


على الترتيب. والزمن الدورى والتردد المناظرين للحالة 8-0 يسميان فى 
بعض الأحيان "الفترة الطبيعية" و"التردد الطبيعى" للتذبذنب على الترتيب. 

الزمن الدورى 7 المعطى من المعادلة (1) هو أيضا يساوى الفرق بين القيمتين 
المتتاليين للزمن '7 عندما يكون 1-(5)32-4مه [أو 1--(40- 5)34م0] كما 
هو مبين بالمعادلة (3). نفترض أن قيمتى +« المناظرتين لقيمتى الزمن المتتاليتين 
4 4 4ح بم هما م62 إبر 2 على الترتيب. عنئذ يكون 


27 -- لاج | اي 


6 ا 3,11 





تسمى الكمية الثابتة ب 2 بالتناقص اللوغاريتمى. 


2+1 


مثال (5): احسب الفترة الطبيعية والتردد الطبيعى للتذيذب للجسيم فى مثال 
(5). 

الحل: الفترة الطبيعية هى الزمن الدورى عندما لايوجد إخماد وتعطى الحركة 
فى مثل هذه الحالة بإزالة الحد ‏ © من المعادلة وعلى ذلك يكون 

24 
1 





2/27 دنس رع + 2/22 005 بح > 2 0- عق + 
506 -_-- 5 21 8 
وبذلك تكون للفترة الطبيعية هى ج27 والتردد الطبيعى يساوى 


12 


5 


مثال(7): ماهو المدى الذى تتراوح فيه قيمة ثابت التضاءل فى المثال (5) 
بالنسبة للحركة (1) زائدة المضاعلة (11) ناقصة المضاعلة أو التذبذبية المخمدة 








(111) حرجة المضاعلة ؟. 
الحل: إذا كان 8 هو معامل التضاعل الح لي ا لم0 كي 
الصورة 
0 نا 4 جح و ب لطا 
عل 5 غك 44 7 
عندئذ تكون الحركة: 


(6 زائدة المضاعلة إذا كان . 8<120//2 ج- 86/5(2<32) 

(فة) ناقصة المضاعلة إذا كان 86>200/2 جح 32> 86/5(27) 

(13) حركة المضاعلة إذا كان 20:0/2-<86 ج- 32-:8/5(2) 

مثال (8): حل مثال (5) أخذا فى الاعتبآر قوة إخماد خارجية تعطى عدديا 
بالوزن كجم من «8» حيث 1 هى السرعة اللحظية بالعدر اديه 

(© 48-م8ء (6ن 6<مقء (ننن دم 


الحل: معادلة الحركة هى: 











+642 
22 10 
0- م خوة 4 
(1) عندما يكون 4.8- فإن المعادلة تؤول إلى 
عل خج*ق4 
58 ل 


ويكون حلها هو 


(3 تدر + :53مه ,ع) * 26 ع 


0 


باستخدام الشروط الابتدائية: ‏ 0-+ ٠.‏ 2-0 
1 . 7 
00 ويكون للحل على الصورة 
00 ' 1 
(53280- ي)يومن “ود د (ند ورزو4 + يدوم 3) ” وسدم اج 
12 12 
ماس ع .ب ا ا س2 
والحركة تذبذبية مخمدة وزمنها الدورى 5 ثانية 
5000 . 5 02 042 
(+6+ى) مد ج 
وباستخدام الشروط الابتدائية يكون الحل على الصورة 
1 
غ5 +1 دح 
 )1+58(‏ 258 


وللحركة هى حرجه المضاعلة حيث ان أى نقص فى 6 عن هذه القيمة موف 
يحدث حركة تذبذبيه 


(4ة) عندما يكون 8-52 تكون المعادلة هى 


7 2 
0د مود 42من, 2 4 
421 0 





ويكون حلها هو 


قورع د “وم جح ج 


أى أن الحركة تكون زائدة المضاعلة (الاخماد). 
0-7 5 


ز - الاهتزازات القسرية: 7122344025 10260 

إذا طيقنا على الكتلة 7 بالاضافة الى قود الاسترداد :ع4م- وقوة المضاعلة 
:8 قوى آخرى 60(:1” تنبذبية على الصورة ‏ 560504 -(6)/ 

فإن المعادلة التفاضلية للحركة تكون على الصورة 





ووم 5 + 842 خ- ح- 0 
01 0 

أى 

)0( 0 005 و وح عرث بح م2 عر 

- 7 - / ددس 0 
حيث ‏ عاا لظتل «7/ 4 - 1 
وبكون الحل الخاص !هذه المعادنة هو 

(١ 01)‏ - 07 )وم ( 7 ةبنف + 7( برد 02)ل ا /) د 


2 
مقنك-ه 


- 


1 >> 0 > 0 , (“0 - ث )20 ع ب للها 
وكما رأينا ان الحل العام للمعادلة (3) من الصفر خلال فترة زمنية قصيرة 
ولذلك فاننا نسميه الحل العاير ()2ع3251ا) بعد انقضاء قدرة قصيرة. تعطينا 
العلاقة (31) بصفة اساسية حركة الكتلة 7# ولذلك تسمى حل حالة الثبات (أو 
الاستقرار) (501106500 586 ل56620). والاهتزازات أو الذبذبات التى تحدث 
تسمى الاهتزازات أو الذبذبات القسرية (الجبرية) ويكون ترددها مساويا لتردد 
القوة (الذبذبية) ولكنها تختلف بمقدار زاوية الطور. 
ح - الرئين: (ععصددهدع؟1) 
سعة الذيذيات القسرية فى (1) تعطى يالعلاقة 

)011 تبه + “(” عب ته). ل مرح ل 


0 


إذا افترضنا 0غد أى أن 6*0 فان هذا يعنى وجود المضاعلة. اكبر قيمة 
للسعة 4 فى هذه الحالة تحدث عند قيمة 2 02/7 التردد القوة التذبذبية بحيث 


22 - * برك بن ع *ن 
وهذا بافتراض أن * 3# > 72. بالقرب من هذا التردد يمكن حدوث ذبذبات 
عالية جداء تسبب فى بعض الاحيان إتلافا للمنظومة. تسمى هذه الظاهرة بالرنين 
7 1 7 1 5 5 
ويسمى التردد ادك 2 بتردد الرتين أو التردد الرنان 


ع نوعتاوت22 نومت ]1 7 
جوت امصممكل طاغته موعد توج ”1 






معد دديت 2 لاش دعه ل 
(جرسام صحعك عأحوططاتمه) 


مثال (4): معامل الصلابة لزنبرك رأسى هوا +«ج*4.8 لكل متر. علقت كتلة 
8 3 من نهاية الزنيرك وكانت المجموعة فى حالة إتزان. عند 0-+ أثرت 
القوة #««رمنة24 -(6)ء 0< بالوزن كجم. باهمال التضاءل؛ اوجد موضع 
الكتلة عند أى لحظة. 


الحل: بنفس الطريقة السابقة طبقا لقانون نيوتن الثانى يكون لدينا 





505104 - 167+ 2 جح 24511424 + وت 2 
01 "غ4 10 


دي لاع 4 . 
وتحت الشروط 0-غ+ ٠»‏ 2-0 . 2-2-0 فان الحل يكون على الصورة 


4# 205 10# - 51144 2.5 - ج2 


كلما زادت +م فإن الحد ٠54+‏ +10- يزداد تدريجياً بدون قيد ومن الناحية 
الفيزيائية يحدث ان ينكسر الزنبرك فى النهاية وهذا مثال يوضح ظاهرة الرنين. 


526٠ 


لاحظ ان معامل الصلابة التردد الطبيعى للزنبرك يساوى 4-“ن فى القوة 
التذيذبية 


.م 





ومنحنى الحد الأخير كما فى الشكل ويبين طريقة تكبير سعة الذبذنبات مع الزمن 
ل١-‏ الدوائر الكهربائية 5اتناعمتق 2تماعع11 


سوف نستخدم المفاهيم السابق ذكرها وسندرس دائرة كهربية تحتوى على 
مقاومة 7/ وملف حته ,1 ومكتف سعته .) جميعها متصلة على التوالى مع قوة 
دافعة كهربية ل (ق. د. ك) ليكن ك, 8,8,6 ثوابت وبتطبيق قاعدة 


كريشوف نحصل على 
)1( م - 4+ زج لكر 
0 42 


: ! 0 1 4 1١ 
)1( وحيث أن -202 7 هو التيارء © هى الشحنة. وبالتعويض فى المعادلة‎ 


نحصل على معادلة من الرتبة الثانية على الصورة 





2( جد 02 20 8 0 2 
26 ع0 2م *2يلق 


لحل هذه المعادلة تكون المعادلة الذاتية المناظرة للمعادلة المتجانسة هى 





م لب رع بتر 
9 
ويكون - جدراها هى 


553 


(3 كلد لع .دا كخم د 
2975 21 40 21 


مثال :)١(‏ ليكن ‏ لإعدء11 (1)8 -طء (2)دسرزه100- ها اء 
( ) كمه5تر *10- © » (ماءئئنا؟ “5-10 فى دائرة كما في الشكل 


2 
1 

6 
الحل: نفترضص عدم وجود الشحنة وعدم سريان للتيار عند الزمن 0-م عند 
تطبيق ل. ومن المعادلة (3) نجد ان 

٠ 23 - 50-5031‏ 50+504/31-- ر( 

وعلى ذلك يكون 

10+ ( 50/36 هنو .+ 50/36 وو ,ع) "م - ()) 0 


حيث 102 تمثل الحل الخاص للمعادلة المعطاه. يوضع 0-(0)0 نتحصل على 
107 - ,© وبوضع 0-, ]0-2 1 تحصل على ,© - ,0/36 


' 4/3 
ا “7 املاس ىل 
ل ديم 
وعلى ذلك نحصل على مقدار الشحنه فى الصورة 
:يه 5 50 1 553 1 - 
): 503 دزو ذأ + ع 50/3 وم 3) م300 م--(00 
ويكون التيار على الصورة 


2 
يتأ.50 رزو ىك - (+) 71 
45 
ويلاحظ ان التيار يخمد (يتضاءل) بسرعة وأن الشحنه تقترب بسرعة من قيمة 
0 1 
حالة الاسند الك من 
ستقرار وهى لور ) 0. 


مثال :)١(‏ ليكن الحث والمقاومة والسعة كما فى مثال )١(‏ تبقى كما هى ولكن 
60 زو 962 - 5 أوجد الشحنه وللتيار علما بانهما يتلاشيان عند 0-+. 


الحل: من المعادلة (1) 
)4( 5160 962 - 100+ م00 2 
ونحول المعادلة (4) بحيث أن جميع التعبيرات تكون بدلالة (06 ونحصل على 


مالف 20240 430 
)5( 04 مذ5 962 - 100+ 7 :4 





ويكون الحل الخاص للمعادلة (4) هو 1 
)6( 604 05 رع + 60/4 قنز5 بع - ( 6 ,0 
»»ء ,©» تعوض المعادلة (6) فى المعادلة (4) وتحصل على 


64006, - 6000, -2 
6000, - 6400, - 0 


وبحل هاتين المعادلتين نحصل على 3 - ,.ء ديع وحيث أن الحل 
العام للمعادلة المتجانسة كما هو للمعادلة (2) بوضع 0 - 8 وبذلك يكون د 
العام للمعادلة (1) (أى (4)) هو 


07( م 0 ولس + ( 50/30 0 6+ 50/3 205 0ج -(0)6 


وباشتقاق (7) نحصل على 


ل 7552# 


[36/-50 360ل + و غ)- علي +50 605( ب6- رع 3أيه)] 37 ج50 ع (]) 1 
5117 عت 2 
20 25 
بوضصع 0ع واستخدام الشروط الابتدائية 0)-(0) 7 ,0ح (0)0 نحصل على 
المعادلتين الآتيتين 


خطْ--(ه-,ءة/50)0 , 3/400- 
25 
وبحلهما نجد أن 


7/10 - يح 


3 
5-6 


وعلى ذلك يكون 


6 ١د‏ 21 0ن + (50./3 مزو 7/5 - :نك همه 05 سك ب (6) © 


1 (- _ 2 ب رو 50/3 مزه 34/3 + دهم وه‎ ١ 
ملحوظة عامة: تحكم اهتزازات الزنبركات والدوائر الكهربية البسيطة يمعادلات‎ 
تفاضلية خطية ذات معاملات ثابتة على الصورة‎ 

0 
)1( (6 م- 3 
تقسم الحركة أوللتيار فى هذه النظم إلى حرة أو غير متضائلة (غير مخمدة) 
عندما 0>(© كرء 0- ,4 وهى توصف كحركة متضاعلة عندما تكون (6 /ر 
طبقآ لجذور المعادلة المميزة وهى (1) حقيقية ومختلفه (11) متساوية» (1ة) 
مركية متراققة. وتقسم هذه الحالات على الترتيب كما يلى (1) زائد المضاعلة 
(الاخماد) (311) مضاعلة حرجة (فنة) تذبذبية مخمدة (ناقصة المضاعلة فى 
المسائل الكهربية) وإذا كان 0(760 / فإن الحركة أو التيار يوصف بأنه قسرى 
(جبرى). 





162 


وتكون الحركة أو التيار عابرا إذا اختفى (أو يؤول إلى الصفر) عندما -ه جب 
وتكون حركة حالة الاستقرار أو تيار حالة الاستقرار هى التى ليست عابرة ولا 
تصبح غير محدودة. تنتج حركات عابرة عن النظم المتضاعلة الحرة بينما ننتج 
حركات عابرة وحالة الاستقرار عن النظم المتضاءلة القسرية (ياقتراض ان 
القوى الخارجية جبريه) 

الحركة الحرة غير المتضاعلة (غير المخمدة) يكون لها دائمآً حل على الصورة 


51117401 يع + 605104 ب - ( 4) ع 
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تمارين 
-١‏ يحتوى الخزان 2 على 500 جالون من ملح مشبع المذاب فيه 100 
رطل من الملح. يحتوى الخزان 1 على 100 جالون من الماء . تنساب 
المياه إلى الخزان ل بمعدل 318م/ط[دع 30 والخليط ينساب إلى 17 بمعدل 
مندلادع 40. ويضخ الخليط فى 7[ إلى 1 مرة أخرى بمعدل #«نده/لدع 10 
وأيضا إلى خزان ثالث بمعدل «فده/لدع 30 أوجد اكبر تركيز من الملح فى 
"ا ومتى يحدث هذا التركيز. 
-١‏ فى دراسة تهتم بتوزيع ملح البوتاسيوم المشع بين خلايا الدم الحمراء أو 
بلازما إلى الخلايا الحمراء. وبالتالى تكون المادة الاشعاعية إنتقلت من البلازما 
إلى الخلايا الحمراء. وبالتالى يكون سلوك الاشعاعية كما فى السلوك فى خزانين 
(وعائين). إذا كان معامل التحويل الجزئى من البلازما إلى الخلايا هو 
6 رك لكل ساعه بينما 1.760- ,,ري8# لكل ساعه وكانت فى بداية 
التجربة (0 -2) المادة الإشعاعية 800 مقيسة فى الدقيقة فى البلازما » 25 
مقيسة فى الدقيقة فى الخلايا الحمراء. فما هو العدد المقيس فى الدقيقة فى 
الخلايا الحمراء بعد 300 دقيقة. هذا مع العلم بأن الكمية الكلية لليوتاسيوم 
(مستقرة ومشعه) فى الخلايا الحمراء والبلازما تبقى ثابته خلال التجربة. 
"- يحوى خزان م فى لحظة البدء 100 لتر من ماء مالح يحوى 100 كجم 
من للماء ويحوى خزان آخر 1 فى اللحظة نفسها 100 لتر من للماء الصافى. 
فإذا افترضنا أن الماء يتساب من للخزان 72 إلى الخزان 7 بسرعة 12قم1)/1ة1 12 
وأنه ينساب من الخزان 7 إلى )2 بمعدل 811/2012 فإذا إفترضّنا كذلك أن الماء 
فى كل خزان ييقى باستمرار متجانسا فكم يحوى الخزان 2 من الملح يعسد 
0 20 
4- جسيم كئلته 87202 12 يتحرك على المحور +*اء تم جذبه نحو القطب 0) يقوة 
يعطى مقدارها بالداين ويساوى عدديا 60 مرة قدر البعد اللحظى 052 « للجسيم 
0. إذا كان الجسيم قد بدأ حركته من السكون عند 10 - د فاوجد: 


(أ) السعه. (ب) الزمن الدورى (ج) التردد. 


-556 ل 


ه- (أ) إذا كان الجسيم المذكور فى المسألة 5 يبدأ الحركة من الموضع عند 
0خ بسرعة نحو 0 مقدارها ©3/56» 20 فأوجد السعة واللزمن الدورى 
والتردد فى هذه الحالة. (ب) احسب متى يصل الجسيم إلى 20 لأول مرة. 

1- جسم يتحرك على المحور +« ثم جذب نحو نقطة الأصل 0) على المحور 
بقوة تتناسب مع بعده اللحظى عن 0. إذا كان الجسيم قد بدأ من السكون عند 
مك 5 دع ووصل لأول مرة عند 2000 25 >2 بعد ثانيتين: اوجد 

(أ) الموضع عند أى لحظة /2 (ب) مقدار السرعه عند 0 - يني 

(ج ) السعة والزمن الدورى والتردد للتذبذب. ( د ) العجلة القصوى. 
- يتحرك جسيم حركة توافقية بسيطة على طول المحور 2. اثبٍت أن: 

(أ) العجلة تكون عدديا أكبر مايمكن عند نهايتى المسارء (ب) السرعة تكون 
عددياً أكبر مايمكن عند منتصف المسارء (ج ) العجلة تساوى الصقر عند 
منتصف المسار ( د ) السرعة تساوى الصفر عند نهايتى المسار. 

4- وضع وزن 18 8 على زنبيرك رأسى فاحدث فيه استطالة 2ه 20. شد 
الوزن إلى أسفل مسافة 0ه 40 ثم ترك 

(أ) أوجد سعة الذبذيات والزمن الدورى والترددء (ب) عين الموضع والسرعة 
عند أى لحظة. 


4 - وضعت كدتثلة ع1 200 عند الطرف الأسفل لزنبرك رأسى فاحدثت استطالة 
تدك 20. دفعت الكتلة وهى فى وضع الاتزان فتحركت إلى أسفل مسافة 8612 
وبدأت فى التذبيذب. أوجد 


(أ) مقدار السرعة التى اعطيت للكتلة عند دقعها 

(ب) الزمن الدورى للحركة. 

-٠‏ وضعت كتلة ع1 8 عند طرف زنبرك وتركت لتتحرك حركة توافقية 
بسيطة على خط مستقيم. إذا كان الزمن الدورى عه5 3 والسعة 102 2: 

(أ) عين ثابت الزنبرك (ب) ماهى القوة القصوى التى تؤثر على الزنبرك؟ 


-58210- 


-0١‏ علقت كتلة 84 من الطرف السفلى لزنبيرك رأسى ثم تركت لتتذبذب 
بزمن دورى 8. لثبت أن الزمن الدورى بعد إضافة كتلة 7 يصبح 
( 34 / )+ 1ل م 

-١‏ علقت كتلة تزن 86 م1 5 وزن من طرف زنبرك رأسى فأحدثت 
استطالة 2ن 62.5.: ثم شدت بعد ذنك إلى أسفل مسافة 7570© 3 وتركت. 

(أ) عين موضع الكتلة عند أى لحظةء إذا تعرضت لقوة اخماد تساوى عدديا 5 
مرات قدر السرعة اللحظية. 

(ب) هل الحركة تذبذبية مخمدة» أو زائدة الاخماد أو حرجة الاخماد. 

-١‏ فى المسألة ١7‏ افرض أن قوة الاخماد تساوى عدديا 7.5 مرة قدر 
للسرعة اللحظية 

(أ) اثبت أن الحركة هى تنيذبية مخمدة (ب) أوجد سعة الذبذبات وزمنها 
الدورى وترددها (ج) أوجد التناقض اللوغاريتمى 

غ -١‏ المعادلة 200526 - عرة + (4 / -44) +(4:2 / 7 4) تحدد موضع جسيم 
يتحرك على للمحور *. إذا كان الجسيم يبدأ حركته من السكون عند 0 -2. 
أوجد: (أ) #كدالة قى الزمن #4 (ب) السعة والزمن الدورى والتردد بعد 
انقضاء فترة طويلة من الزمن. 

6- (1أ) ماهو التفسير انفيزيائى فى المسألة ١5‏ إذا تضمنت وضع كتلة 
عند نهاية زنبرك رأسى (ب) ماهو التردد الطبيعى لهذا الزنبرك المتذينب 
(ج) ماهو تردد القوة التذبذبية 

5- تعانى كتلة موضوعة على زنبرك رأسى من ذبذبات قسرية طيقا للمعادلة 
8514 - م4 + 47 / * 4» حيث 2 تمثل الازاحة من موضع الاتزان و0< ١‏ 
مقدارا ثابتا. إذا كان 0 -+دء» 0-غ4/ عل عند 0 -+ فأوجد: 

(أ) تغير + كدالة فى الزمن 4+ (ب) الزمن الدورى للقوة الخارجية 
المناظرة لحدوث الرنين. 

-١‏ علقت كتلة تزن ع1 10 فى زنيرك رأسى ثابته 20/ع1 17. طبقت قوة 
خارجية على الصورة 0< 4,4 «زو65 -()75. تقع الكتلة كذلك تحت تأثير قوة 


غ75 


اخماد تساوى 21 وتقاس يوزن الجرامء حيث م هى السرعة اللحضيه للكتلة 
بالسم / ث. فى لحظة البداية كانت الكتلة ساكنة عند موضع الاتزان. 


(أ) أوجد موضع الكتلة عند أى لحظة 

(ب) بين الحل العابر وحل حالة الاستقرار وأعط تفسيرا فيزيائيا لكل منهما 
(ج) أوجد السعة والزمن الدورى والتردد بالنسبة لحل حالة الاستقرار. 
(استخدم ©ععكمن 980 - ع). 

- أثرت قوة مقدارها 50 داين على زنبرك فاستطال مقدار 23© 5. وضعت 
كتلة 72 10 عند النهاية السفلى للزنبرك. بعد الوصول إلى حالة الاستقرار» 


حرك الطرف العلوى للزنبرك إلى أعلا وإلى أسفل فأصبحت القوة الخارجية 
المؤثرة على الكتلة هى 0< + ٠‏ ©«مرومء20 -<(7)6/. 


(1أ) أوجد موضع الكتلة عند أى لحظة (مقاساً بالنسبة لموضع الاتزان). 
(ب) أوجد مقدار ١٠‏ التى يحدث عندها رنين. 

5- تؤثر قوة خارجية دورية على كتلة 5 كجم معلقة من الطرف الأسقل 
لزنبرك ثابته 21/الظ 150. قوة الاخماد تتناسب مع للسرعة اللحظية وتكون 80 
نيوتنا عندما تكون السرعة 2111/50 أوجد التردد الذى يحدث عنده رنين. 

- وصلت دائرة ,7.)/ على التوالى بمقاومة ت2اتط0 1000 ومكثف سعته 
220 “10 4 وملف حثه 86029 1 ولها قوة دافعة كهربية مؤثرة 
01 24 - ()5. بافتراض عدم وجود نيار ابتدائى وعدم وجود شحنة ابتدائية 
0 على المكثف». أوجد نعبيرا للتيار المار خلال الداد هَ عند أى لحظة 1. 

-0١‏ وصلت دائرة .12)1 على التوالى بمقاومة 0110 4 ومكئقف سعته 

12524 1/26 ملف حثه لإتقمعط 1/2 ولها جهد مؤثر +2052 16 - ()2. 


بافتراض عدم وجود تيار ابتدائى وشحنة ابتدائية على المكثفء. أوجد تعبيراً 
للتيار المار خلال الدائرة عند أى لحظة م. 


؟ 9 ل وصلت دائرة 1 على التوالى بمقاومة 0اقطه 16 ومكدف سعته 


3520] 0.02 وملف حثه 5ع221ع2 2 ولها جهد مؤثر +32 511 100 - ()شط 
بافتراض عدم وجود تيار ابتدائى وشحنة ابتدائية على المكثف» أوجد تعبيراً 
للتيار المار خلال الدائرة عند أى لحظة 4. 

*7- عين تيار حالة الاستقرار فى الدائرة المبينة فى المسألة 77. 

14- وصلت دائرة .017 على التوالى بمقاومة 0121122 20 ومكثف سعته 
4 *10 وملف حثه تنعط 0.05 ولها جهد مؤثر +2007 05© 100 - (2)8 
بافتراض عدم وجود تيار ابتدائى وشحنة ابتدائية على المكثف. أوجد تعبيرا 
للتيار المار خلال الدائرة عند أى لحظة +. 


6- وصلت دائرة 7007 على التوالى بمقاومة نط0 2 ومكثف 


21 1/260 وملف حثه تزتتاعط 0.1 ولها جهد مؤثر +60 512 100 > (2)4/ 
بافتراض عدم وجود تيار ابتدائى وشحنة ابتدائية على المكثف». أوجد تعبيراً 
للتيار المار خلال الدائرة عند أى لحظة /. 


5 - وصلت دائرة ,207 على للتوالى لها 
كتقطه 5 - ,له ” 10 - 1 وليس لها جهد مؤئر. اوجد تيار 
حالة الثبات'فى الذائرة. (تنويه: الشروط الابتدائية غير مطلوبة). 
7 - وصلت دائرة 0-1 على التوالى حيث 
كته 6 - ل ,لدمهة؟ 0,02 - © ,لموعط 0.1 - مآ ولها جهد مؤئر 


4 50-6 . بافتراض عدم وجود تيار ابتدائى وشحنة ابتدائية عند 0 - 4 
وذلك عند تأثير الجهد أولاآ. أوجد الشحنة على المكثف والتيار فى الدائرة. 


خ54- وصلت دائرة 1-1007 على التوالى بمقاومة كتلاه 5 و مكئف سعته 
لمعه * 410 وملف حثه لاقصعط 0,05 ولها قوة دافعة كهربية مؤثرة 
05 110-( 5 . بافتراض عدم وجود تيار ابتدائى وشحنه ابتدائية اوجد 
الشحنه عند أى لحظة 4<0. 


8- وصلت دائرة 80.1 على التوالى حيث 


كتقتطه 6< ,12:20 0.02 - ,لإروعط 0.1 -2 وليس لها جهد مؤثر. أوجد 
التيار التالى فى الدائرة إذا كانت الشحنة الابتدائية على المكثف هى 


طممادمة - والتيار الابتدائى صفرا. 


736٠ د‎ 


الباب الثامن 
معادلات تفاضلية خطية ذات معاملات متغيرة من الرتبة الثانية 
كاناع1111ع0» ع1طأمتعهق؟ 1115 عددهتأهندو» لمتاوعنء0111 بمعستا عله 0سروعء5 
١-8‏ مقدمة: ليكن لديما معادلة تقاضلية خطية من الرتبة الثانية على الصورة 
)1( 8 > رز ع) 0+ ررحم لكر 


حيث 2 ,0 ,85 دوال فى 2 فقط. وسبق أن درسنا مثل هذه المعادلات عندما 
تكون 7 ,0 ,7 ثوابت فى الابواب السابقة. 


١-‏ طرق الحل: توجد عدة طرق لدراسة مثل هذه المعادلات نذكر منها:- 
أ - عند معرفة أحد حلول الدالة المتممة: 
ليكن لدينا المعادلة 
٠ 01)‏ 8ت رع 0+ بر( ع) طج بر 


ونعتبر (*): - أحد حلول الدالة المتممة. وبذلك يكون # هو حل المعادلة 
(1) عندما 2-0 ء أى أن -نز هى حل المعادلة 





)2( 0 - يرا ع) 0+ "يز )ص + كير 
نقترض أن حل المعادلة (1) على الصورة 1 

)03( 1 » > 
حيث ا دالة فى يراد تعيينها. ومن (3) يكون لديتا 

د 

9 43 طة يلك مذك ‏ ر(7ر423 

0 


باستخدام (3)» (4) فإن (1) تؤول إلى 


-*ه١‎ 





باستخدام (2) نحصل على 








+ | كم ب أء 
حل حك و44 و4 
أو 
)3( .م 8 
عكن| حل ها 2خ 
40 1 4 _ :45 
بوصيع: 3-6 وبالتالى 20 
وبذلك تؤول (5) إلى 
د 0 سام 44 
)6( 2 بم + 24 


وهى معادلة تفاضلية خطية من للرتبة الأولى فى © ,2. ويكون عامل التكامل 
- سعلة+ عل إي | حو" 


ويكون حل المعادلة (6) هو 


2 ا لقن | - نر 
7 


5595 





هم | - وكام اح 
: + >7 [ميجر ا ا © نان 
0 


وبالتكامل نحصل على 








رع + عرد 


رد عه “*اء 6ت كر 
وبوضع هذه القيمة فى (3) نحصل على 

١‏ - | 4+ جك 
والتى تحتوى على الحل «:  -‏ وحيث أنه يحتوى على ثابتين اختياريين 


فيكون هو الحل التام. 
مثال :)١(‏ حل المعادلة 











6 
]+ قرح - نهم ح بق 


3يرح بر(عر+ )2 ب أررءع +1) ع2 كودع 
إذا كان *«- نز هو أحد حلول الدالة المتممة. 


الحل: بالقسمة على #22 
)1( ع ل و لك يوان 
2 2 
تضع الحل المعلوم ‏ * ح»:ح بروتكون ع بخص وعرعصط 


وعلى ذلك يكون 2-327 <>[ حلا للمعادلة (2)1. 
وعلى ذلك تعطى 14 من العلاقة 





لآ للات5- 





د > 4#اعه 2 (-201_ل ٠ه‏ 
عد ح2) حك ع : حك 
أى 
35 رب 1 
5 م 207ى قت ونع م1 مذو 
يي 0 فإن (5) تؤول إلى 
09 
2-2-1 
24 :2 


وهى معادلة خطية من الرتبة الأولى فى * ,4 ويكون عامل المكاملة 
عدر + أي رصان ذلك ركو حل المعائلة نهر 


6+ م بع + عق »2 م1 ]- هوي 


2 بل 
06+ ح- 0 
د و6 اسه 1 
)0( 02+ 0-0 عه[ “ام + ط-) ] - 3 
ويكون الحل للعام هو 
2 
٠.‏ 6 0+ وير +2 - د6+ دك ح باعرع لق 
1 2 2 2 
مثال (؟): حل المعادلة 


*+م 2 :رو(5+ عر) +” بع(3 + )2 - > بور[ + ع) 
حيث *م احد حلول الدالة المتممة. 
الحل: بالقسمة على (1 +*) نحصل على 
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3 


>6 - 5 , (3+ )2 _م 














1 
)01( 4+1 يع 2+1 24+41 
نضع ب*ع- بيرج بر 
باستخدام المعادلة 
4" قد 1 
---2 2 بص مه 
اه حق[ْ حل ا 0 
يكون لدينا 
كدر 4#[ “46 2 6جعة_ | 45 
*>+(ع+1) خ22|[| حل *م 1+يع َي 
أى 
ل ل كفي أ 2 
[+ع حلم 1+ع “عل 
أى 
١ 1‏ 4 ك1 
022( سك لد 
1[+ع« ع#ل/2+1 :0 
ال . 1 . 8 
, لستاح- 3 د 44 ذلك كو ل المعادلة 2 
بوضع -- - هو فيكون لد واي توّو (2) إلى 
1 4 
© : اي 4-5 


عد +1 1+1 عق 
وهى معادلة خطية من الرتبة الاولى فى ٠4‏ د ويكون عامل المكاملة 


7 كت 
14س ع ب «1+عط4 اي 4+1 6 


ويكون حل المعادلة (3) هو 


56 


1 
1+ ع 





6+ 54 (1+ :6 | - 6ل عن (1 + د |2 * (1+ 41 
بع+ * (1+ 6 


أى 


1 بق 
(1+ ل 3 1ن 
وبالتكامل 
+ *(1+ ع) لتب تسد بر 
ويكون الحل التام هو 


* مرح + >1(26+ ج)ام+ *مر- - 3 :)1+ + | *+مج ريرج رو 


ب- الاختزال إلى الصورة العمودية 
نريد اختزال المعادلة التفاضلية 7ح بر0+“ برط+” نر حيث 8500 و (0)08 
و (80 دوال متصلة إلى الصورة ‏ .- + جل والتى تعرف بالصورة 
العمودية (10122 2017:02[1) 

01( 4ح 0+ رط + ذبر 


كما فى الطريقة الأولى ليكن ا: > بر حل المعادلة (1) حيث ين ,لا دالتان 
قايلتان للاشتقاق مرتين. باشتقاق #5 -7 مرتين نحصل على 





وبالتعويض فى المعادلة (1) نحصل على 


ا 35 


3ق 
+ عسيت عم 


8ع و لك م اك ا كد يرم ) 
كلك الها كل[ حل أ *عل 
ا 
هع 2 موكلام نه 2441م )+ 326 
 #‏ ثر حل - 4 : حل حك ها 


لحنف المشتقة الأولى 222 من (2) تأخذ 


)03( وم 1 م ح- 2 22 / 
2 0 عن ها 
وبالتكامل 
عم | 1 
4( 2 ممم اح علر اد ماما 


وبالتالى يكون التعويض المناسب للمتغير التابع ٠7‏ مه - بر حيثك 4 معطاه 
بالعلاقة (4). ومن (3) نحصل على 


)5 14 :م 1- 4 _زرمط إم!- جه 
لله 2 4 ل 2 2 2 “حل 
و على ذلك 
١‏ 5 ك1 ..1غ)1 70 4 ]11 
0 م 0 5 ب 
طقل 1 .. ا 
ملظي فرت نمت 
20 4 0 


(ودئك ااستخد أد (5)). نيكن 


)6 (مند) .)--- .ا مط--0) 


07 ال ددن 
وباستخدام (3ا. (4)؛ (6) ٠‏ (7) فإن (2) تؤول إلى 
5- م3[ + :عل | ذل 
حيث /عء 5 معطاه بالعلاقتين (26- (7) 
ملحوظة: قبل حل هذا النوع من المساكل يجب علينا: 
أ) أن يكون معامل “م هو الوحدة (انظر المعادلة (1)) 


ا 4 


ب) نختار ذ مدير 


ج) نفترض أن 8-3 حلا للمعادلة (1). وبهذا تختزل المعادلة إلى 


70 لل 

“حل 

“دمو لقي ةمطلاسومر 
4 حل 2 4 


مثال :)١(‏ حل المعادلة 
0ع ندج نر( مم2 كم 
الحل: بالمقارنة مع المعادلة ع بور بارع بكم 
نجد أن 
0 - / . دع 0 , +301 2- حامر 
لحذف المشتقة الأولى نختار 


١ 
-] مث‎ 3 
م - > اهم مح نز‎ - 50 


ليكن الحل المطلوب هو 61 ح ور 
قتؤول المعادلة الأصلية إلى الصورة العمودية 
)2( 5- بق + (ةعق | بذ8) 


2 


حنتا 


و 


مق 1 
للدت دمع 1 
24 0 


( 2600 2-( هما 4) 5-2- 


6ح علضم +1+ عرنوة- 5ح عر أعمو+ عر أو 5 ع 
0/0 غز/ ا[ - 3 
وعلى ذلك تأخذ المعادلة (2) الصورة 
0- .6+ *عل |/ بذك 
وتكون المعادلة للمساعدة 
,6+ ح بم جد 620+ 2م 
ويكون للحل هو 
6ل هذ رع + 005/6 رم - َِ 
ويكون حل المعادلة (1) هو 
[6/ 5111 + 6/+ :05 رع] باعهو - نامز عد نو 
مثال (؟): حل المعادلة 
)1( م برععو - بز5 + “ بورمها 7-2 بر 
الحل: بالمقارنة مع المعادلة 
8ع بو0 + رط بتر 
نجد أن 


56594 


“م برععو - 2[ , 5ع 0 , +250 دامر 


لحذف المشتقة الأولى من (1) نختار 


50 لمن لتنا 2- 5 عم ]ل 507 
نفترضص ١ع‏ ية جح لق حلا المعادلة (1). وعلى ذلك تكون 17 فى الصورة 
العمودية. 

045 
)2( 706 تبك 
حيث 
122 
2م 1 
ع 2 8 
1 : 2 1 5 1 
د أععو + عر ”هيم - 5 - (عر تين 1 صو 
6 -<1+ يع سقاع روخ 5< 
“مح برعهو / *مبرععو - عز/ زر - 3 

*6- ب(6 + 17) جه *م- 76 

وتحل بالطرق السابقة فيكون الحل 


6 : 
6 511116 رع+ 1/6 52م 6ع ل 


ويكون الحل العام للمعادلة (1) هو 


6+2 د هو رع + 6/د :5مك ,) بدعمو - نامز حت رق 


-731586 


ج - طريقه تغير البارامترات (الوسائط) 
هذه الطريقة عامة كما بين نلك لاجرانج (كالا ادمع لإيجاد حل خاص 
لأى معادته < خطية غير متحانسة 
)01( ()8- رع«( )0+ رز ع)ط بار 
حيث ث2ء ٠0‏ 6 دوال متصلة. ولاستخدام هذه الطريقة يكون من الضرورى 
)2( 0- «( )6+ رزع)ه+ أ“ 
إذا كان كل من ٠6‏ 7 تابتآ فيمكن ليجاد حل المعادلة (2) كما سبق. وإذا كان 
عط )0 ليس كليهما تايتاء يكون من الصعب أيجاد حل هذه المعادلة. وإذا 
أمكن إيجاد حل (*),«ر للمعادلة (2) باستخدام الطريقة المبينة فى البتد 7-[ 
يمكن إيجاد الحل الثاني للمعادلة (2). 
لاحظ لاجرانج أن أى حل خاص ,رز للمعادلة (1) يكون له الخاصية أن كل من 
ااملاا ع دا /ملا لايساوى تابتاء مقترحآ أنتا نبحث عن حل للمعادلة (1) 


على الصورة 

)03( ( 62 1( )يع + ( ع نز( )ل - (ع) رس 
ومن خلال احلال البارامترات بدلا من الثوابت سميت الطريقة بتغير الثوايت . 
باشتقاق المعادلة (3) نحصل على 


()ي بإ(ع) يع 7ع و( )يع ( ع نز( )ره + ( )عن - عام 
لتيسيط هذا التعبير يكون من المناسب بأن نضع 
4( 0 -(ع)ي نز( ع)رء + ( عار رمه 
وبالتالى يكون 
(20 1( )يع + ( 166( عن ع ( عار 
باشتقاق المعادلة الاخيرة نحصل على 
( 2 )بع + ( )أ +( د( عار + ( م بورع - عادر 


565١ 


بالتعويض عن (6اإناء ( م ُ اللا فى المعادنله (1) تنحصل على 
١!‏ د + درب + ع]( يع ع[ وروأ جوأ ]انع ولعاطس ملعو كر 
(2) 8ح وري + نوم + 
ولكن كلا من ,را ء .را حل للمعادلة المتجانسة وبالتالى تختزل المعادلة 
السابقة إلى 
)5 ( )2 د و ريع ولارء 
والمعادلتان (5)ء (6) تحدد بقيحم وحيدة للمتغيرين 6 5 6 ولحل المعادلتين 


(5)؛ (6) نضرب الأولى فى 25 والثانية ,بر والطرح لنحصل على 
()) وبالمثل يمكن الحصول على (2*2):©» ويكون للحلان هما 


ا 0 (ع). ازع 8- 500 
( نا رير) 13187 (+*) )مير رع ررع)رر ' 
ا 0 (ع) ٠١‏ (ع) م ري 


(ءا .رير) 187 (ع) برع - رع)ر بعر 


نلاحظ أن المقام (الرونسكى) (,ز.,<) 118 لايساوى الصفر لأن الحلين 
(ع)ربدء (*)رم مستقلان خطياً. 


نظرية :)١(‏ إذا كان (+)م/را هو حل يحقق المعادلة 
01 () ع «(ع)يم+ *«(ع)ره + ا( عاره 
وكان ():ء (1)2 حلين للمعادلة المتجانسة 
2 0 > ويه+ بعوه+ ”ويه 
قفإن الحل العام للمعادلة يعطى بالعلاقة 
و لا + مرح + قارع 


البرهان: ‏ ليكن )نر حلا آخر للمعادلة (1) ونعتبر الدالة 
(»), -(ع) بر د رع) #7 وعلى ذلك يكون 
(2) 2 د (زع) ايم رع رمعرع)” ره 


35ت 


() 1 - (2), ايه + (2)م ,© + (:) م امه 

وبالطرح نجد أن 
0>(, <- (١)يه‏ + (,<- ()به+ (, ا - ()مه 
وبالتالى فإن (*), .ر-(<*) -(+) 3 هو حل للمعادلة (2) والذى يمكن كتابته 








على الصورة 
(>) نع + (ع) بر - (ع) لا 
وبالتالى فإن 
( <) نارع + ( << ) بر + ( ع) , ر ع زع 02 
وهذا يتمم البرهان. 
ملحوظة: يمكن كتابة الحل الخاص ,2 على الصورة 
2 00 0 / ود 
مثال :)١(‏ حل المعادلة 
10 566 د بز يرج ” بو 
باستخدام طريقة تغير البارامترات 
الحل: لدينا 
)1( 61 - رار 
أى 
)2( 0ح بر(ذم + *2) 


وتكون للمعادلة المساعدة 
+ د ويم ج 12-0ر مد ةير 
وتكون للدالة المتممة 


- 717 


511171 1+ 781 605 4 جت عع [ 
ليكن 
)03 (حناصتو 8 + رزعنتناومه 4 ع بر 
الحل التام للمعادلة (1). وبالتالى فإن 4 . 8 دوال فى * بحيث تتحقق المعادلة 
(1). باشتقاق (3) بالنسبة إلى « يكون لدينا 
(4) . ( تماومه :8 + ( جس)صتو “8 + ( )ته :4 - ( عسر)وو “4 ع “بر 


تختار م 8 بحيث 


)53 0- (عو)سنو “ 8 + ( عراو0 ”/ 4م 
وبالتالى توّول (4) إلى 
)6( (عن)و0 871 + ( عس)صتد ل ع “بر 
باشتقاق (6) بالنسبة إلى د .نحصل على 
7( (جا تت 0 8 - رومع ل 8) + ( عت وم 417 + :اه متو 4)- - ” بر 
باستخدام (3)»: (7) فإن (1) تختزل إلى 
0.9 56 - 110 05 72 7 + عند زد 7 رب 
والآن نحل (5)»: (8) وذلك بضرب (5) فى ع« هنوم (8) فى جوم 
والجمع فنحصل على 
1< مدوم جرعه؟ - ( عر توزو + عجر أوون)' قد 
أى 
وبالتكامل تنحصل على 
(10) ع+ 5ددع 
11 


552 


وباستخدام (9) فأننا من (5) نجد أن 


(11) ومن ات داور 
2 46/ 
وبالتكامل 
)012 ي©»+ عدوم وك - 4 
0 


وباستخدام (10)» (12) فى (3) نحصل على 
عن 605 هآ عدوم كم و + 05 ري 6+ 730 511 6ح نز 
2 7 


حيث م اء ,© تابتان إختياريان 
مثال (؟): حل المعادلة - وبر 


1+6 005172 رن 2 3 


نلاحظ أن 1-(,22,,ز) 18 . ومن المعادلتين (5)» (6) يكون لدينا 





عوقو 1 5 
- 5182 عدهها - ح ( )به 
د05 
1- عجوم 
موعةو ا ووم د 222 ده 
عدوم 


دأو - عرومء دصها ع (عرارء 
وبتكامل نم ء» ,© نحصل على 
| دسما+ عرعنه؟ | صا - عدا - (جع)بء 
دوم - ح ( )رع 
ويكون الحل الخاص 
( )2 1( )62+( )را( حار ح مر 


75156 


05 © هلو - | د ها + أدعع؟ | م[ ع وم - هع رزو روم ع 


| دسماع برعع؟ | هآ رووج - د 


ويكون الحل العام هو 

| دضفاع عمرءءه؟ | م[ عردم - ع 2 زو رع + عدوم عع ( ع) و 
ملحوظة: 
)١(‏ تستخدم هذه الطريقة إذا كانت معاملات المعادلة المتجانسة ثوابت. 


(') تستخدم هذه للطريقة إذا كان الطرف الأيمن من المعادلة (1) على وجه 
الخصوص على الصورة ‏ 22هاء | ا««ومه2 «ععوء #ععومع2) عرصاء 





د - طريقة تحليل المؤثرات- (056172015) 

)01 8 - 00+ برط + أبرى 
حيث 2 ,0.» 5,2 دوال فى +. 
يمكن صياغة المعادلة (1) على الصورة 

)2( - ,[ 0+ جع + :7 5)] 
وقد يمكن أحيانا تحليل الطرف الأيسر إلى مؤثرين خطيين يؤثران على (. 
وفى كل حالة يمكن تكامل المعادلة على مرحلتين. كما هو مبين بالأمثلة. 
ملحوظة: تذكر أن العوامل ليست قابلة للتبديل لأنها تحتوى دوال فى *. 
مثال :)١(‏ حل المعادلة 


دير ع بج2-(2 - عر) + ” وير 


51565 - 


+ برع بر[2- م2 - ع) + * طزع] 


2- 2 - 72ج + :02 -2- 2227 - بر) + 722 


- 72)1( +1(- 2)12 + 1 - ) 1( -6)0 +1( 


أى أن (1) تأخذ الصورة 


(4 


تح برجيا+ م)(2- مع 


وهى معادلة خطة من الرتبة الأولى يكون معامل التكامل لها 


وعلى ذلك يكون حل (4) هو 


أى أن 


باستخدام (5) فإن (3) تؤول إلى 
)6( 


با- ترز[ + 22) 

ذيرع ب«(2- جطع) 

ير 2 جد 7<ير د يني 
76 

2 ب #سافاي ب 1 ل 1 


2- ْ د 
6+ ورج 4 يرباج + له عر ةبر اد وف 


جرح + عر ١‏ 


برقي 


2 3 
دع جرد ولك 
1 01 


51 


وهى معادلة خطية من الرتبة الأولى ايضا يكون عامل المكاملة 


عم ] 


قو 


6- 7 1 
ويكون حل المعادلة (6) هو 
ْ رع + 2( جرع + ذير) تم ] - 0 
رع + *66- *ه( ,26 + ج6) + *6( د26 + 2 جر3) - * هر يزوم + 3 بر) - 
(بالتكامل بالتجزىء) ومنها نجد الحل العام 
*“ صيرح + 6- ,26 + +6 + جز ع2 - 2 +3 - 2 جرع + 3 عر ع بر 
* مره + (3- ,)2 + عد( ,ع2 - 6) + 2 عر(3- ,م) + 3 عر- 
٠١-‏ معادلات ذات معاملات متغيره تختزل إلى معادلات ذات معاملات ثابته 
أ - معادلة أويلر- كوشى. 
-١‏ مقدمة: تسمى المعادلة التفاضلية الخطية التى على الصورة 


"4 1-1 ”47 ل 
2 +4 
21-1 1 4 2 1 








(2) رت ريم+...+ 23 


أى 

1( (2) كع ر(يه+ طلد_يه ...+ " "عر ه+ "ا خيي+ "مسي 
بمعادلة خطية من نوع كوشى وأويلر حيث م....1,2- :,,» ثوابت و 00 
إما ثابته أو دالة فى + فقط. يلاحظ أن رتية المشتقة هى نفس قوة « فى التعبير. 
طريقة الحل: لحل المعادلة (1) فإننا نستبدل بالمتغير + المتغير ج المعطى من 
*م- ع أى أن ره1- ج وهذا يحول المعادلة (1) إلى معادلة تفاضلية ذات 
معاملات ثابتة وتحل بالطرق السابقة. سوف نحتاج إلى العلاقتين التاليتين 

ير و" 5" وي 

)2( 1 - عل / عل ج «صاء ع -2 

والآن 


388 


(03) 


أى 











)4( بور الا بر وو ةن 
07 حل 47 عك 
وأيضاً 
ل لبا ا «*4 
42ح ع جكل*ع جلك < أ 07 ماع22 *عل 
12 11 
“ج02 *عر جلدع 
و4 بذك 
3-2-2-7 ج-ده- 2 يرح 2ر2 
00 ل ا 
وهكذا أى أن 


1 - (اع ج- باو م 


7 4ه 
(1-,0)به- :2تعرج ر - ,6« د شدةدعءم 





دي 
-١()©,-2(‏ ,©)رمع توتع جه بر( - ,1()9- ,ب©),«, - 0 ر 


ات تك لتك ل لت © © تت الت انه © © ات 6 نت نج ته س 


[(1-ه)- بطز]...(2 - ب1()6- )هع "هع 
فبإستخدام هذه العلاقات قإن (1) تؤول إلى (2)م- ((,2)ث/ر حيث (2)عم 
دالة فى ج< فقطء وهى معادلة تفاضلية ذات معاملات ثابتة وتحل بالطرق 
السابقة. والأمثلة التالية توضح ذلك 


مثال :)١(‏ حل للمعادلة 


5594 


دارع ر(2 + مع - *م* ع 


الحل: نضع *6- م وبالتالى رماع ج-ء --- / 
(1- ,)رط :ع .رماع ماع 
وتؤّول المعادلة المعطاة إلى 
*6ج > بو[2 - ,2 - را - ,ب6)ره] 
أى 
“6ح - و(2 + ,22-خ827) 
وهى معادلة تفاضلية خطية ذات معاملات تابتة وتكون المعادلة المساعدة هى 
+1- يم 2-0 + م2 - يم 
وتكون الدالة المتممة هى 
(5182 ي2+ 057 ,© “6ج رم 


[( عد سل)صذة رع+ ( + صطل)ذومء ,ع] عر - 





ويكون التكامل الخاص 
8 1 ود د 1 28 
1+2+,2)2- :(1+ ,م) 72-2 مم7 
0 حَْ اا و 1 7 
722 -]) ةمح ج7221 + 1) ”مع ع سند ةمد 
2 1 ( 100 ( 2241 
امآ[ رح <2م- 
ويكون الحل العام 
ده + ( دسل)مرد _ء+ رع سل)ومت رعاع ع رم دعع2ىا ع ىل 
مثال 1: حل للمعادلة 


1- بررعر+5ةعر- ع2 توأعى) 


الحل: بقسمة المعادلة علىء» د تؤول إلى صورة معادلة كوشى أو أويلر أى 


57. 


/1- بر(ا1 + وعر- 5 ع2 + 73ذع) 
يوضع *62- 2راء /82-<عرو (2,/)2-1-:2:0 و 


(2-,10)2- ,)2 - :2121 
* 6 :[1+ ,22 -1 - ,)22 +22 - ب1()2- ب6)رط] 


م بر(1 + 6-2 63©) 
وتكون المعادلة المساعدة هى 
0 <1-م) -1- )ةم جه 1-0 بر شيم ديم 
1-,1ياع ىر د 1-0 س1- م 
وتكون الدالة المتممة 
+ ميحع+ 6( جرع + ع) - ا 


“ عزرع+ +«( ءرما رع + ,ع - 


ويكون للتكامل الخاص 


٠ 1 0 1 1 5‏ 
6 لاسي . ل اسك 7 ل ساس ساس شيشح 
1 -1-) (1+بط) 1 - ,1)2+ رم دما 
1 1 0 1 
1+1-ر2 4 1+,42 
1 
5 95 0 
ويكون الحل للعام هو 
[- 
اش 0 52 1327 ,© + ر©) > و 


نف 5 


مثال : حل المعادلة 
1<«( ع/2- صيت+ :مررري4م- نم 
2 
لوضع المعادلة فى صورة معادلة كوشى أويلر بضرب الطرفين فى *2 
فتحصل على 
برع بو(2 - ورت + 2722 ير4ل- ذدع) 
ويكون حلها العام هو (متروك للقارئ استنتاجه) 


)5-/21(/2_ 3 /5 


/ 
5 و + 012 


دوع + *عرء د ور 
مثال (4): حل المعادلة ظ 
سلس : ع - ر5+ ع3 ةع 
الحل: لدينا 
متد * ع ع بو(5 + وزعرة- 277 ر) 
ليكن مد عر أى جرما- جء درم بعتطى (1- 8)« - :2ع 
وتكون المعادلة على الصورة 
ع منة “مح رو(5 + (722-41) 
وتكون للمعادلة المساعدة هى 
0ع 5 + يرب4- 2 ور 
أى 
2+1 -16-20(/2/+4) - مم 
وتكون الدالة المتممة 
[(2 سل)صذة رء + ( ع هل)وم» رع)* ع > ( ع ملو رع + 2 5مك ,) “262 ررح نز 
ويكون للتكامل الخاص 


577 


1 0 2 1 


»ع٠‏ ل د 22م جه اج ووو 27م سه عه 
2+5 +4)2- (2+ ,82) 5+ (42- 12 


رم 


ع 22 : 1[_ه 
2 05 - ]م2 ج5132 لد مه 
2 1+ ,12 


]1 605 55-7 
2 
ويكون الحل العام 
(عصلاومء دما رمسل و ي©+ اهادم ,)2 ع - و 
مثال (5): اختزل المعادلة أ[ 
“2 + “)2 ع - * بر4 + ” بوث :21 
(:12) ب2 + +( :22 ) * ج - * بو4 + ( برذ 2) برذ 2 


إلى معادلة متجانسة باستخدام التعويض *- ب ثم أوجد حلها 








الحل: لدينا 
42 4اى_ ذه عه ىر 40 و 
120 2ج و اخ2 00 .27د زر 





أى 


0ح ج(1+ ع - *2ع) 


ليكن ‏ “مح برء عرمسا[ع-غ+ء» عكه/ 2-4 فيكون 


خرن 5 


(1-,2)ر« - :2ع , ,اعد جاع 
وعلى ذلك فإن 
0> ع1 +2 -(1-,2,)86] 
أى أن 
0- ع(1+,62-22) 
وتكون المعادلة المساعدة 
ااه جه 0-:(1- ج) -1+ يور2- 2م 
وتكون الدالة المتممة (الحل العام) 


“6(كرء + ©) دج 


د( ع سا رع+ ,©) ع 
وبالتالى 
7<( سايء + )ع) - جح رر 


ملاحظة :)١(‏ ليكن ‏ (2 /- ,)م 








فإن النتيجتين التاليتين مهمتين 
اا ح) عر * ع |“ دح () 6ك 1 
ل عن) جنير ] #- عرب زجع م1 
0 + ,10 
الخاص أى 











أو 


للا ل 
9 ُ) 00ح )...0 - 0- 02( 


حيث تأثير كل عامل بالتتالى على (2]/. والأمثلة التالية توضح ذلك 
مثال :)١(‏ حل المعادلة 


رملاه 


*(ع-1/)1- 1+ نمة + ةع 
الحل: ليكن *م- ير أى رصاع ج ٠‏ ,82-ج4/42 وعلى ذلك 
+7 -1/)1- برجا+ ,32+ را - ,2)رط) 
أى 
*(*-1/)1- بر 1+ ظ2) 
وتكون المعادلة المساعدة هى 
1-,1-ح يم ج 1(2-0+ م) 
وتكون الدالة المتممة هى 
“+ بزع صارء + بع ع “ م( جرع + ر) > برعا 
ويكون التكامل الخاص 


1 1 
2+1 2+1 





)1-( 





رملا 


وباستخدام الملاحظات السابقة نجد أن 


- رم 2- عد -1 الاير ير 2 
22+1 0 ا 2+1 





-(عر )عير 





( )1 عبر 1 جرح 


ها" 


ويكون الحل العام 


مثال (7): حل المعادلة 


الحل: ليكن 


وتؤول المعادلة إلي 


وتكون المعادلة المساعدة 


وتكون الدالة المتممة 








07 : + [لعء لد تعر 
رع -] 1 (ع-ا)ع 


عد ع/بر عام ع د رع - )م1 - عرم[]" عر 


2 
1+ 





أم “تيرج ' عد مارء + ,»© - ىبر 
دوزو + ع - ر(2 + وعره4 + *27ع) 


دح 2 , بعرصاع جح جد 5مع ير 


(1-,2)2- *2:*: , 1د جلاع 


+126و + *م- ب( + ,1+4 - ,12.)82) 


:مأو + *م- وو(2 + ,31+ 122) 


2-,1-ح يم ج-ت 22-0 + بر)(1 + سس ) - 2 + يرر3ة + * برر 


1 2- 0-0 امار 5 5 


للحصول على الحل الخاص نحسب كل على حده 


1 5 1 


١" ميت‎ < 


2:+30,+ 2 1+2 





1[ 
عرحاح أم 
6 


ك5 


- 
- 


وم “)تعر ]> ع2(عومع-) 1ع - 
4+2 


ويكون التكامل الخاص هو 


تمرين: يترك للطالب التعبير عن 


ثم يواصل طريقة الحل. 


53ل لل ل شد 
(2()82+1 + 2) 


ٍ يي ل 
30+2+ ,12 


وا لمعه 
(1+,2()2+,2) 





علد وزو عر |" - 





-2 





5 5و لوح يور 


1 1 1 








2+2 1+ر2 (1+,2()92+,2) 


ب- معادلات تختزل إلى معادلة أويلر 


تسمصى المعادلة التى على الصورة 
(2) ر- نر(و+ زعرط + ع) به + "2" "عوط +م). + "ط "عط + ع)) 


بمعادلة لاجرانج وكوشى 


.7( ٠ به‎ ٠» 04, 2 حيث‎ 


...12 -<: شوابيت ء (#«كر دالة فى + ققط. 


 5ا/ا/‎ 2 


دا 





: رصل 
. سابد 3 
فيكون 1 ويكون 
د 000 قف ١‏ لشن اقك لقو 
مل عك ‏ بلق | حل بق حل 
2 
[2م / ا ل :2 
بق أ نل حك!ا حل “حكن 
وبالمئل ( ١"‏ ر"4) *6- "ع | بر "4 
وبالتعويض فى المعادلة المعطاه نحصل على 








,4”٠١ دادم 4مك‎ ١ 0 
0 0 7 0 0 





ن١‎ 


حيث 17 هى قيمة (2// بدلالة »ء وهى فى صورة معادلة كوشى أويلر. 
مثال: حل المعادلة 
ش 1+ ع4 جة بر3 ع بر[36- 2(2 + عرة)5 + 22 :2(2 + ع3 )] 


الحل: ليكن 2+ جعت 2 حك | رقء (2 بق / :2  32)4‏ ل 

















1 بقل بذك 
1 ل 7 انها 2 
وهى معادلة متجانسة فى نزء <. ليكن *م- ل بساح ج » 42/ 12-4 
ومن المعادلة (1) نحصل على 


7-- ##م) ح بر[4 - 2+ را - ب262) بم] 


-48لالآا - 


7----2م)- و(4 - :2) 
وتكون المعادلة المساعدة 


2-2 صم .,2-4-0م 


+ ررح + برع د ةورع + تمعد معن 
*(2+ <3)رع+ :(2 + 32) ع - 


ويكون الحل الخاص 


. 1 1 1 5 1[ 1 
ىس 200 (1- *م) تسد رم ١ه‏ 
(22-4ه) 2 (27)2+2-.27)02 22-4 27 


هيم 1 82 1 1 
0-4 (2 +2()2-,0) |27 


اع الليع ]ون مساي) مضه 
!108]1 2-2 |2714 


2 1 2 1 3 1 
1[+(2+ عرة)د1 (2 + ع3)] --- | 1+ نتروا داج [1+ 6مج2] سدع 
إل ها 030027 ون / لاجم [ 108 





والحل العام هو 
رم مع( > را 
-: تخفيض رتبة المعادلة: ‏ 01017 01 1960100102 
إذا علم الحل (*), للمعادلة التفاضلية الخطية 
)1) 0ه , 0- ورمع + /برلع)ط+ *ر(ع)ه 
فإنه يمكن ايجاد الخل الثانى المستقل خطيا باستخدام التعويض 


594 


)2( )رح زعم 


فإنه يؤدى إلى 
0 - بز نح + ) بره + بيه) + “نز برطاج أ بيه 2) + ”نر برو 

أى أن 

)03( | “سردم ,0 - 8( روط + | بوه 2) + “طر ره 
وهى معادلة من الرتبة الأولى فى المتغير 2 ويكون حلها 

04 به اة - اعمط -_ 

7 2) ( 

ويكون الحل الثاتى هو 





د 1 و8 
اكد | إمهاك إ(عرمر دوم 


0 *1 


وقد توجد المشكلة فى صفر (+),2 فى القترة (<,©) وفى هذه الحالة لاتستخدم 


هذه الطريقة ونلجأ إلى: 
طريقة أخرى: يمكن كتابة المعادلة (1) فى الصورة المتراققة ذاتيا أى فى 
الصورة 

5 [م.هاء + .0< ,1- بررع)بي +" ر(ع)م) 


إذا كان #0 ,بر هو حل المعادلة (5) فإنه يوجد حل ,زر مستقل خطيا 
الذى يحقق المعادلة (والتى تعرف بصيغة أيل) 


)6( و 1>1: از ذا ا ا]( )م 
حيث ,نر يكون حلا للمعادلة الخطية من الرتبة الاولى 
ومنها نجد أن 

92 بعكب |إ(جاربرد(جرر 


(2) 2 «(ع)م و 


ماعدا عند اصفار (*+)رتز. والصعوبة فى اختيار (<2),را ظاهرية فقط. فإذا 
كان 0-*),بر وباستخدام قاعدة لوبيتال 


1 





عرل / 
م 2 
رع لشاف درا تا لالع دون > (2) ىز دنتاً 
629 لاعت ودج عل 1 وعد يد ىج عر 
560 ,2 
8 0( *) »)صر : 


(م) ررحم 0 
حيث 2,020 وعلى ذلك تكون العلاقة (7) مع (,*),ز معرقة بالعلاقة 
(8) تعطى حلا ثانيا للمعادلة (7) على الفترة [5 ,4] وهو مستقل خطيا عن 
()ا. 
مثال :)١(‏ ليكن +ا- نر حلا للمعادلة 


(1) 





4م ا4ىنىه 
ح بو + ت ع2 - 1+ 
0 9 (1+ *) 


الحل: ليكن 


“2 + ” بعر ع ”بو جد رج “ بزير ع “بز اج بورد نر 


وبالتعويض فى المعادلة المعطاة نحصل على 


0 ل 430 3 
0 - + | سس مد أله 6 


و 4 
ع 





كالا+ )ع جل 


بام . 
ويوصع 0 نحصل عل 


عو 0 روي 
027 


ويفصل المتغيرات 





وبالتكامل نحصل على 


عر ة2عي)عدنو 


وباختيار 1 - ٠6‏ وحيث أن 4-2« فيكون لدينا 


5 << (ع)ام 
: 
وعلى ذلك يكون الحل الثاتى 


5055 <) دع برع (ع)رلا 
. 


"مغ 


تمارين 
-١‏ حل المعادلات التفاضلية التالية 
0> بر ()- ع) + م(ض1- ع2)- بير (1 


إذا كان *م-<»م أحد الحلول 








0 و تارب د )11 
اذا كان 4-2 أحد الحلول 
*عرء برورعر+ )2 + بورع + )ع2 رذع (ينز 
إذا كان رت أحد حلول المعادلة المتجانسة 
* مح بر(5 + ع) + ”* :(3 + ع)2 -” ر(1 + ع) 17 
إذا كان 'م- 4ه أحد حلول المعادلة المتجانسة 
د ناز “6< إ(ع )م -1)- “ راو نز 07 
إذا كان *م#-: أحد حلول المعادلة المتجانسة 
؟- حل المعادلات التفاضلية التالية باختزالها إلى الصورة العمودية 
عداعه5 - ( ها +١‏ :)2 + عام ( 2 + ”تر ) (1آ 
'*36-- بر( - ة بر4) + برمي4-” نز (11 
ع3 + 7 عر ع بر(1 + * ع) +” بص2 +” بر (111 
*2(6 - ع) - بإ(2 + ع) + “برض + )2 -” نوع 117 
0< عر , تبرع بررعر +2 + بررع +)جع2- “ةع (؟ 
'- حل المعادلات التفاضلية التالية باستخدام طريقة تغيير البارامترات 
بدح برجب”ب (11) ' 0 205 بوذن ”ب (1) 


(*6+])/ 'مد ارد بنيركل-”مر (10) : (“ظ+2/)1- بر”ثير (111) 
78 


لحمو "مع 27 عكر (1ل]) رامد اد نع إبث ستاروة خم رع 

:- حل المعادلات التفاضلية انتالية بتحليل اتمؤمر 
"116+ عن) ع زه + ررزك بوت -. رد ىن 1 
ع ع :و2 - 2(2 - عر) + : ررع] 11 
0ع حل - م( عيرم + مم + 2) +ب” ب ع3 (111 
0 - 2- برزم ذا ين + “مع] (؟11 
+ ح ررد بأ نررلب “ع +” بور لزن 
* جرع بو نز - رمث عر (0*1 

د - حل المعادلات التفاضلية التالية 

ده 2 - ر+د جع - *0*ع _5 . 2-0 + ماع2 - :32:0 + أراةاع) -1 
و لاع بروا دوع - ثج* ع) -4 +أبرح بور6+ ع4- :*م5ع) -3 
. ميرح بو(!- اع - *ط*ع) -6 . دح بررج طم - :زطأع) -5 
0- بر[ة + ط(حة +6)5- 7ط *(2 +5)] -7 
7ح نرر4 + م(ا+ 30-:م1*7+ ) ع8 
. *اح ررم+ 3(0+ ع)4 - *3(*2+ 2)) -9 
0-2 نر ,0 - (0) بر *(ع2 +8)1- ع بر[16+ مزعة +6)1- :7 *(ء2 +1)] -10 


5- بافتراض ان - “6- جاء و أثبت أن 








2 ري 1 اا لا -_--2 : 
,(0غ رمم) ) 000 رمم )11 . ”)لع “عرر02)يم (1 





5 1 اليا بيدا سات 
ماع عر مآ رم )111 


د #85 


3 


4ه 
حك 





و9 


(0) ليكن 3-2و حلا للمعادلة 0 - 2+4 اك 4 


اوجد الحل الثانى المستقل خطيا بتخفيض الرتية 
(8) ليكن 1+ +ع بر حلا للمعادلة 0ح بر7+3بز(1+ ع3)2-“نر*(1+ ) 
اوجد الحل الثاني المستقل خطياً بتخفيض الرتية 
(9) ليكن 2,ر- بر حلا للمعادلة 

00> بإ(2 - ع2 + 2 ع2 ) + * بو( 2 - * بر3 + ذع) -* بر( عر ديرم 
اوجد الحل الثانى بتخفيض الرتبة 
)٠١(‏ ليكن *م- بر حلا للمعادلة 

47(١- 0‏ + 1+ ع)4- ” بر[ + 22) 
اوجد الحل الثانى المستقل خطيأ بتخفيض الرتبة 
(١1١)ليكن‏ رح بر حلا للمعادلة 
0ح بر(1+ عر) + بر(جع + ةع)- ”7ر1 ع- ةذ عن 

اوجد الحل الثانى بتخفيض الرتبة 
)١١(‏ اوجد الحل الخاص 








إذا علم أن ارح اع 00 حلان للمعادلة المتجانسة 
:0 
(١ 7‏ اوجد الحل الخاص للمعادلة مرععو *22م جح بو + 1ز5-2نر 
)١4(‏ اوجد الحل العام للمعادلات التفاضلية : 
و #ساع برم-”“رةعح (1) 
0-(0)0ر ,1 -(2)0 , 0ح برج 16+ ع)-”رر*(1+ ع) (01) 


7586 


و 7-2-0 ,1 (2-)رر . 1ع بر2 + بور6 +“ 22 (11) 


21-0 - (1) 7 , لماع برج بور بخرةع 10) 


الياب التاسع 
باد خّ 
المعادلات التفاضلية الآنيه 
0ط اقتأصععء0111آ 15ا1101]21160 1ك 
١-14‏ مقدمه: سوف نتعتير فى هذا الباب معادلات تفاضلية تحتوى على 
متغيرين غير مستقلين أو اكدر. وسوفا ترى أ طريقة حل هذه المعادلات 
مشابهة لطريقة حل المعادلات الآنية فى الجبر. وتستخدم طريقة الحذف 
للحصول على معادلة تحتوى على متغير واحد غير مستقل مع متغير مستقل 
واحد. وبعد حل المعادلات التفاضلية الناتجة نعوضص مرة تانية للحصول على 
المتغير غير المستقل الاخروسوف نستعرض طرق اخرى. 
ليكن لدينا المعادلتان الاتيتان 
4 (4) [- :و( ط), + (2),ر 


)1( 2غ و 53 
41 (» م - «(02),ع + ع( )رع 


حيث كل من كن زر دالة فى 4 (2)ر/ر ٠‏ (0)ير ٠‏ (0)رم ء (0).بعم 
مؤثرات ذات معاملات ثابتةء مه بم دوال فى المتغير المستقل *. ليكن / 
هو المحدد الذى تحصل عليه من (1) كما هو مبين بعد. ومن الواضح ان 4 
يحتوى على مؤئرات (معاملات) للمتغيرين غير المستقلين »داء ا فى (1). 


(6)يثر (22) 
٠‏ - م 
8 4 00 


ويكون عدد التثوابت الاختيارية فى الحل العام العام للنظام (1) مساويا لدرجة (/ 
فى المحدد 4 المعطى فى (2) شريطة أنه لا يساوئ الصفر. 

14-" طرق حل المعادلات التفاضلية الانيه ذات المعاملات الثابتة 

(أ) طريقة الحذف: تتضح الطريقة من الامثلة التالية وهى تتطلب حذف 
المتغيرات غير المستقلة ما عدا واحداء ونوجد قيمة هذا المتغير الذى نستخدمه 
فى ايجاد المتغيرات الاخرى 


/اطم” د 


مثال :)١(‏ حل اننضام 





1( 0 سه م 4 
0 
)11( ع 
ع 
الحل: (أ) الطريقة الأولى مستخدما (/. 
نكتب (آ بدلا من الك ونا تأخد د المعادلتان )»2 )011 الصورة 
)01( 0ع نر+ عر7- م) 
)2( 0- يارد - ([)+ ح2- 
لحذف © (مثلا) نضرب المعادلة (1) فى 2 ونؤثر على المعادنة (2) بالمؤثر 
(8-7) فنحصل على 
)03 0 - :2 + ع(7- 200 
)4 0- :(5- ط7()8- )+ ع(7- 2)82- 


بجمع (3): (4) نحصل على 
0 - :2 +(5- 7()2 - 22 )] 
أى أن 
0- برو(37+ 127 - :2]) 
وهى معادلة خطية ذات معاملات ثايتة وتكون المعادلة المساعدة 


:-6 ,)+6- م جح 13-127+37-0م 


ويكون الحل هو 

)3 (#ستوين+ زومت بع) "مد ير 
للحصول على 2 نعوض فى (2) ولكن قبلها نسدو نشتق (5) بالنسبة الى + اولا 
خضي 


[أدمءبع+ مستواع] “م +[ م ستوبرع+ زوم ح] م6 ع 12 


[؛متو(ن- .>6) + نوو (.ع + ,66)] “أ - 

وبالتعويض فى (2) نحصل على 

[(لهمتذرعء+ 051ء ,)5 - )هذ( - يع6) + 1ومه (رع + بع)] مح بر5- 12 - 22 

[#ستو(ء- رع) + أووء(,ع+ ع)] “مد 

أى 

)6( [#هنوزع- يع) + 6054(رع+ “م - 2 
للمعادلتان (5)ء (6) يمثلان الحل المطلوب 
(ب) طريقة ثانية (الاشتقاق). 
تلحذف عر نشئق (11) بالنسبة إلى + ففحصل على 

1 


)111) -- ب 0- ب52-بعن2- رثع 
7 
ومن (11) يكون لدينا 
01 
اجاح لك 
0 
١ 7 37‏ 7 
34-3 روه )2 
2١ 2 2# 2‏ 


بالتعويض عن 2«( فى (3قة) نجد أن 
0ح برط5- :373+ 712- برة 102 
أى 
0- بو(37+ م12- *82) 
وهى معادلة تفاضلية خطية فى 2 وسبق حلها فى الطريقة ( أ ) وحصلنا على 
الحل بز. ثم نوجد »كما فى الطريقة (1). 


5884 





0ح تاعرج 3 ع بو4- تدا 
ين 
الحل: نكتب (1 بدلا من _ قنحصل على 
)01( 0ح بر4- عر(3- *72) 
)2( 0ع بر(ا1 + 22) دعر 
. --. 0 َ. : على 
0خ ع[4 +(3- ١()25*‏ + *2)] 
3( 0ح ع*22-1) 


وتكون المعادلة المساعدة 
1-1-,1,1< سر جد ,0ع *(2-1 مع 
ويكون الحل هو 
)0( ع( رع + رع + “6( بي + بع) عد عر 
حيث ,ع.وء.رع,.ره ثوابت اختيارية. من (4) نحصل على 


“هي + رع) - “مع + او( زرح + )+ “مي - :غ1 


* 6( في © رعس يع) + “6زم »+ رع + رع) ع 


)0 *“ه(ني سرع - م 26) - “6( كرح + ,ع2 + ,») ع ع+* 10 
من (1) نحصل على 
)6( 3- عر* ز[ ع و4 


وباستخدام (4)؛ (5) فى (6) نحصل على 


1 1- 


“مقع بع- رع2) - “م(يع2 + رح + ع) ح و4 
["“عزمء + بع) + 'مريء + ,31- 
"جع + بع + يع)2 - م6( يع- ©- ,)2 - 
أى أن 
0( * ع( يع + رع+ 6 “6م بح 32 - ور 


المعادلتان (4)؛ (7) تمثلان الحل المطلوب. 
مثال (؟): حل النظام 
4 


5 4-2 -_ ج + ل 5 + ج - دلت 
١ 1-6 4‏ 


الحل: نكتب (/ بدلا من ح-كه/ 2 


)01( ش *م- ج- بر[ + 7) 

2( “م ج(1+ ©) + بر 
بالتأثير على (1) بالمؤثر (1+ 2) فنحصل على 

)03 *هب+ جمد *ه(1 + 2)- ج(1+ 0)- رز 12+ 7م) 


يبحمع (2): (3) نحصل على 
(*م+ >م) + >م- بر - 1+ 2)] 
*هة - بو(2 + )2 
وتكون المعادلة المساعدة 
2-,0- يور > 0-(71)7:1+2 
وتكون الدالة المتممة هى 


+2 
عر © ل © ح برح لق 


74١ 


ويكون الحل الخاص هو 


بصم ام 
ويكون الحل هو 
4 ++ 3 مرح + بعت لا 
من (4) نجد أن 
>م+ بي 2 لك _- 10 
ومن (1) نحصل على 
ش *6- برع برح ج 
*ى د ىله 3#ييح جاح *ى بورع ع 
60( 1 *ى+ مرح رح 


ويكون الحل العام للنظام هو (4): (6) 
14-" حل المعادلات التفاضلية الآنية التى تحتوى مؤثرات له / 4دء +4/ 4] 


فى هذا النوع من المسائل تستخدم طريقة معادلة أويلر وتتضح الطريقة من 
الأمثلة للتالية 


0 - «رج(ية | <2) : 
0 - ع + ( 4ك / ج89) : 
الحل: ليكن 2 *6-م6ء *+4/4:- عه / 4- ب« 


فإن النظام يؤول إلى 
)1( 0ح بو + عن0غ1 
2( 0ح رور22+ ع 


25907 2 


بحدف ‏ من (1)ء (2) يكون لدينا 
وع!1- 827) اج 0ح ع عام 
وتكون المعادلة المساعدة 
1-.1- سم د ,2-1-0م 
وتكون الدانة المتممة هى 
)3( يع + وعد #مرم+ تمع بر 
* مرع- *مح-ح نن,10 
ومن (1) نجد أن 
مم * ميمح بوه - ور 
وحيث أن *6- + فان الحل للنظام من (3)ء (4) هو 


مع- “ قرعد بر رأكرع+ مع- ير 





مثال (1): حل النظام 
2 
0 - كب 0 4 
7/4 0 
2 
0- كو ف 8 
14 / 


الحل: ليكن ‏ *م-+م . +م[ح- حجء 
(1 -بط)رط - *ي | *1*4 , ١44‏ 4 +- عق | 4 - ,12 
فيأخذ النظام الشكل 
)1 0- 2+ ع2 
)2( 0ع بوث 2+ ع2- 
تحذف ( من (1).: (2) فيكون لدينا 


25312 


0- ع[4928- :*(2+ 27)] جد 0- و4 + :76) 
وتكون المعادلة المساعدة 


0 -(2+ بررد + * ين )(2 + ورر2 - * ورر) 


وتكون الجذور هى 
+1-,:12- م 
ويكون الحل العام 
)03( ( 2 ظتويء+ جح وم رع) * 6+( ح اللأذرع + ح 5مك رع) مح ير 


[ 2 متاو(نع- يع)+ 27(6052+ ,©)] *+مح ينآ 


[ 5122( + وع) - ج 6005 (ب2- رع)] * م+ 
(052©,©- ع سلورء) * 26+ ( ع سهلع- ح 5م يع) 267 - عد 12 
بالتعويض عن 25 قى (1) نحصل على 
)4( ( 2 لتورع- 0522© يع) * 6+ ( ج 005 7-6 جح أو رع) 67ح ل 
وحيث أن 2+- + 2- +هاء ومن (3): (4) نحصل على الحل وهو 
[#ساستدرع+ #صلوم بع]" ++[ #سماستورع+ #مادمء ع]+<- ع 


[لسلستوى- مساوم رء]" ++[ +سلوم رع- عمها ستى ع],- بر 


مثال (”"): حل النظام 
01 2 - 72 - 44 / حل 
)2( : - ج# - )4 / ول 
)3( 7 - عرو - ال / جك 
بضرب (1) » (2): (3) فى 2ب و 2بر و22 على الترتيب والجمع 
مع ومو 0 روفي يرد 
1 ل ” 23 


000 2ك 


2 0 0 3 2< د 1 
)4( بع 2+ بزاع ع جح 0000 


بضرب (1) » (2) » (3) فى +26 بره27ء 272 والجمع على الترتيب 


نحصل على 
عه دب 40 عور 2 2 
01 431 01 
0 -(*جير4ة 2 
3 0 
هه رح 2 عور + 2 يريو + * يرم 
بضرب (1)ء: (2)» (3) لى 4 , ”7 , 2 على التريب والجمع 
0 -(ج2+ برو + )4 > 1 7 لس" 
0 4 041 41 
)6( >2 عو+ نووم + عم 
ويكون حل النظام معطى بالمعادلات (4)» (5)» (6) حيث ,ع» ,ع» بء ثوايت 
اختيارية. 


-: طريقة المصفوفات: 
ان طريقة الحذف السابق شرحها تصبح صعبة إذا زاد عدد المتغيرات غير 
المستقلة. ولذلك تلجأ لطريقة المصفوفات والتى يمكن تعميمهما إلى 7 من 


المعادلات. 
ولغرض السهولة» سوف نشرح الطريقة لنظام متجانس على الصورة 
500 + 42 ح نر 
)01 وام 0 زعا يه تعنى اسه 1 ج الي رقا 1 دك . 
41 ع الييا +1 الي - جر 3 


نبحث حلا لهذا النظام على الصورة: 


9546 


1ج يم _1 
9 سس 0 


حيث ب4ء 4 ء» لم اعدادا تأبدة يراد تعبينها بشرط أن يم _- بعد © 
نم4 - رع تحقق للنظام (1). بتعويض (2) فى (1) نجد أن رك ,4 ».ة 
يجب أن يحققوا المعادلات 
“صر ره + لم ربت - “أ ع2ر4 

“مر ريك + “م ريه - 4061 
وبالقسمة على مذي ونعيد تريب الحدود نحصل على النظام المكافىء 
ح ري,© + 24 - © ) 
- ي4(ة- ييه) + بلخريه 
يتكون للنظام (3) من معادلتين جيرينين فقط وثلاثة مجاهيل هى لم بقفء يف 
وعلى ذلك يمكن حل هذا النظام كالتالى : 
حيث أن للنظام نظام متجانس فى الثابتين ب4 » 4 . وعادة ند نبحث عن الحل 
غير الصفرى. لأن الحل (0,0) -(,4,.42) يعطى الحل الصفرى 0-(6,+*ء 
0-(226 للنظام (1) وبالتالى فإن (,4,,42) يجب ان يختلفان عن الصفر 
ونعرف أن للنظام المتجانس للمعادلات الجبرية يكون له حل غير صفرى اذا 
وفقط إذا كان محدد المعاملات يساوى الصقر وفى حالة النظام (3)» أى يتحقق 
وجود حل (0,0) (4,.42) إذا وققط إذا كان 


(3) 


ك4 0 





أى أن 

4( 0ع ريهي,6 - بيك ,4 + 7( يي + ,,©) - “.7 
تعريف: تسمى المعادلة “(4) بأنها المعادلة المميزة للنظام (1) وتسمى 
جذورها بالجذور المميزة ‏ (7500]5 ع12:200627150) أو القيم المميزة 


65 لللنظام (1) 
735 - 


ويكون من المفيد للقارىء أن يلاحظ عند هذه النقطة ان المحدد فى (4) نحصل 
عليه من المحدد 

أده » 

ةك حت 


وهو معاملات النظام (1) بطرح 22 من القطر الرئيسى. كما تسمى (4) 
بالمعادلة المميزة للمصفوفة 


)5( ْ ا اك ع 
مو |( 0م 


ليكن ,اء .3 جذران للنظام (1)» إذا استبدلت .3 فى (3) بالقيمة الذاتية 
فيكون للنظام (3) حلا غير صفرى (,4,.4). وبتعويض عن قيم ,4 ٠»‏ 42 
فى (2) نحصل على حل غير صفرى للنظام (1). إذا كان للمعادلة (©4) 
جدرين كفن زيذ ع0 “فان تمصلل على الكل غينالصذاري: للنظاء (1) 
أحدهما عند .2-2 والأخر عند ي2-2. وعلى ذلك يكون هذان الحلان 
مستقلين خطياً. ومن الجهة الأخرى إذا لم يكن للمعالة (4) جذران مختلفان 
(أى إذا كان ي2- ,3) فان الطريقة السابقة تعطى (عموما) حلا واحدا للنظام 
(1). 

وعلى ذلك تحتاج إلى حل ثان مسنثل خطيا للنظام (1). 


فى هذه الحالة نأخذ الحل الثانى المستقل خطيا للنظام (1) على الصورة 


)6( ِ “علرظ+ ا 0 
“ءيط + تيه) | *١[‏ 

وهذا ممكن دائما . والامثلة التالية توضح الطريقة. 
07 و + رع2 ح نر 
67+ ,ع3 ح ير 


الحل: نبحث عن حل للنظام (7) على الصورة 


534372 


: م ىم 2 
)8 :0 1 0 1 
6م 6 
وعلى ذلك للحصول على 2 يجب ان يوجد جذر المعادلة المميزة (لاحظ أن 
24-2 ا[عية» اديه 6ديو) 


5 | 2-2 
0 <--+-25<-0- 
6-2 3ه 


وتكون الجذور للمميزة هى 3.,23-5-<,04. عندما 3- ,2-22 فإن الثابتين 
4 42 للحل (8) يجب ان يحققا المعادلة المتجانسه (3) أى 


0- ,رقم+ ل 
0ع رفة + ,34- 


باختيار 1- ,4-<,4 فيكون الحل هو 


ب |1] ا*م 

)9 م 

يعطى حلا آخر غير مستقل مع الحل (9)]. عندما 2-5 فإن النظام (3) يأخذ 
الصورة 

0)> ي4+,34- 


-34, +84 -0 


وباختيار 1- ,4 فإن 3- ,4 ونحصل على حل النظام (7) وهو 


ب |1 ذم 
2 
وعلى ذلك يكون الحلان (9): (10) للنظام (7) مستقلين خطيا ويكون الحل 


34- .خم جح 


2 598- 


"مرح + وعد ري تي د 0 
5 5 > إىرأدء+|ي [©- 
مع + “مع - رع 36 6 د 
(11) 


الحل: المعادلة المميزة للنظام (11) هى 


232-42+13-0 جه ا 3 1 


2-2 9 
ويكون الجذران المميزان 2-3 ,ث2 . 24+32 ب2. 
عندما :2+3 - ,2 فإن الثابتين ,4 , م للحل (8) يحققان النظام المتجانس 
(3) مع 2-ديه ء 1- د يبه ٠‏ 9دريه ء.) 2-<-يمء 2-2+37. 
وبالتالى 
34-40 
34 - 4م جد 0- يرهنة- 4و 


باختيار 1- ,4 فإن 34-- ,4 وبالتالى قإن 


6 )2+32 + 
١ 23# ِ ( 12( 


6 
هو حل للنظام (11). عندما :3-2-3 قان الثابتين ,4 , ,4 يحققان النظام 
المتجانس (3) مع :2-3 -.2»: 2- ييه » 29 ريه » 1-- ي» ٠‏ 2 - ,> 
أى أن 
0- ,4 - ,34 
رفلة ع رذ4 ج 0< ,34 + ,948 


4ه 


باختبار 1- برل فيكون 37- ,ر4 وبالتالى 
(13) ِ وا 
3 
هو حلا آخر للنظام (11). وبالتالى يكون للحلان (12): (13) للنظام (11) 
مستقلين خطيا وبالتالى يكون حل النظام (11) هو 


(14) )م 9 23م 5 3 
«:-2) ىرج 2 34 +2) م3 00 1 

حيث ,مء ,© ثابتان اخنتياريان. 

ملحوظة :)١(‏ باستخدام للمتطابقة (طهنة :+ طومء) “مع ددم 


فإنه يمكن كتابة الحل (14) على الصورة 
مساو “ع1 - يذوون "ع 5 مت ند مز + يدوو 3م .0 
اود 6 6 
دوزو م3 + يتوون 2مز3 |  *‏ عقوو 32+ يدوو 9مزد- أ ! و 


دمن “جرع ,ع) :+ يدوون *ع(,»2+ رع) 
وه “ج(رع- )381 - 3 صنو 66+ ,30 


بوضع ,+ ن- ,© (ي»- ,6 - ,© نجد أن 
يدون 3م 0+ يدوم “ع 0) 2 8 
يدو 3م 300- نمزو *م 36 | [ :2 |. 
حيث ,0)ء ,)© تابتان اختتياريان. 


ملحوظة (؟): بمقارتة للحلين (12)؛ (13) للنظام (11) نلاحظ أحد الحلين 
مراقق للحل الآخر. وهذا مايحدث عندما تكون الجذور المميزة متراققة 
ومعاملات النظام اعدادا حقيقية. 


مثال (؟): اوجد الحل العام للنظام 


0 )15( 


الحل: المعادلة المميزة للنظام (15) هى 


وو و1 ا 
2-2 1- 


ويكون الجذران المميزان هما 1-ي8-ب2. وبالتالى الثابتان إل4مء .4 
للحل (8) يحقق النظام المتجادنس (3) مع 
8-1 .2 ييه ,1ح بيه ,1 .© ,0 - ,ره 


0ع رك + ,ارس 
.4 - إلى > 
7 0 - .4+ لي 


باختيار 1- ,4 - ,4 فيكون الحل 


2 )16( 

3 

وحيث أن الجذرين المميزين متساويان» فاننا نبحث عن حل ثان مستقل خطيا 
للنظام (15) على الصورة (6) أى 

" مجه 

*١[ عيه)]‎ +506 

حيث بها ء يهاء بط اء 59 ثوابت يراد تعيينها بحيث أن (17) يكون 


حلا للنظام (15) اى مستقل خطيأ عن (16). بتعويض “8,(2+ مه) - ,عاء 
“66+ كيه) - يد فى (15) نحصل على 


'ميط+ يم) - أع( 6+ يه) + '6ه 
“ري ط+ يع)2 + '6(رط+ زه)- ع 'ء(رط + غيه) + “6ه 
بالقسمة على '© وبمساواة المعاملات لقوى + فى الطرفين نجد أن 


)18( 


[يلاحظ أن المعادلتين الأخيرتين مكافتتان للمعادلتين الأوليين) 
يه ,© . ,ات رط+ي»ه 


والآن اى اختيار ,6 ء يه ء رط ٠‏ 4 للذى يحقق (19) يعطى حلا 
يكون مستقلا خطياً عن (16) يكون مقيولا. 
فمثلاً اختيار ‏ 1- يه- ره ٠‏ 0ح رطاء 21 يم 


نحصل على الحل 


(20 ا 1 | 
'1(6+ ) 


والذى يكون مستقلة خطياً عن (15) ويكون الحل العام هو 
١‏ و | 8 8 
رع+ 6 
“م(1 + ع) "١‏ ع وعدأ 


“1(6+ )رع+ أممت رع الى أمترع+ ممعت رعر 
حيث ,ع .ه ثابتان اختياريان. 
ملحوظة ("): النظام الذى له جذر مكرر قد يكون له حلان مستقلان فى 
الصورة (8) كما فى المثال التالى. وهذا يكون صحيحا أيضا للنظام الخطى 
المتجانس فى أكثر من متغيرين تابعين. 


مثال (4): اوجد الحل العام للنظام 
)21 ول عد لمر 
الحل: المعادلة المميزة للنظام (21) هى 


5 5 0 1-2 
1- بية- بم + 0-:(2-1) جه 22-22+1-0 جه 8 0 ظ 


وبالتالى فإن الثابتين ,4» ,4 للحل (8) تحققان النظام (3) مع 2-1 ٠‏ 


1عدييه ٠‏ 20 بيه »٠‏ 20 يبه ٠»‏ 2:1 .يه 


أى أن 
0- ي04+ ,04 
0-ي048+ ب04) 


حيث ,رم ٠‏ ,4 تايتان اختياريان . 
باختيار أولا ‏ 1 إلى ء 0 رق ثم 4-0 ٠.‏ 21ر4 نحصل على 
١‏ لكب", ١‏ تكلب" 


ويكون الحل العام للنظام (21) هو 


أى 


مثال (5): اوجد الحل العام للنظام 
و2 + 222 + ,52 > رد 
(22) و4 - ري 22 + ب عة ع يخ 
216 + ر رك - ,دل ح و 


الحل: نبحث عن حل للنظام (22) على الصورة 


76792 


)23 “م4 |- | ,ع 


باتباع نفس الطريقة للسابقة تكون المعادلة للمميزة هى 
0-<108+:23-922ج 0-[|4- 2-1 20 


وتكون الجذور المميزة 6- 2ع 22 . 3--42. 

عندما 2-2-3 فان الثوابت ,لم » ,لك ٠‏ إلىم تحقق اتلنظام المتجانس 

00> ,24 + ,24 + رارع 
0 - يق4- رمد + ,24 
0 - ي54+ 24-44 


0ع بلم+ ره + ,44 
0ح وفك - رفم ذ + رده 


1 
ياخنيار 1[حدرنقم نحصل على 4-1 » <- - ,4 . ويكون احد الحلول هو 


(24) ْ م 


عندما 8-6 فإن بم ٠‏ يثك ٠‏ برقل تحققان النظام المتجانس 


24-0 + ي24 + بم 
(25 24-0 + ي24 + ب4 جد +0- ر484- رخ44- ,24 
0 - م44 - 44 - ,248 


باختيار 1- ,4 » 1-,4 نتحصل على 4- ,4 وبذلك يكون 


غ738 


(26 تي 


هو الحل للثانى للنظام (22). ومن وجهة النظر الأخرى باختيار 2 > يله ء 
1- ,4 تحصل على 0- ,4 وبالتالى 
2 
27( فى 
0 


يعطى الحل الثالث للنظام (22). ولنتاكد أن الحلول (24): (260) + (27) 
مستقلة خطية نوجد الرونسكى للحلول الثلاثة 


2 4 | ا “2 46 -م1_ 

2 2 

0ع "م ح |1 "| »ىم 6ن م 

0 ىج َي 

والذى يثبت أن الحلول الثلائة مستقلة خطياً وعلى ذلك يكون الحل العام 

2 جم 2 2 
“م إرع+4| "م إرم+ * 6 |<|رع 
0 »> م ج*2 


أى 
“ع2 + #مرح4 + 2 9 
“يع + “اوري + 3 مجح رع 


مرج + * مرح و2 


ملحوظة (4): فى للمثال السابق كان لدينا الحلين الثانى والثالتك طبقا 
6- 3- ,4 وحصلنا على حلين مستقلين وإذا تعذر ذلك نبحث عن حل مستقل 
خطيا عن الحل الثانى على الصورة 

“ع(رط+ ههه) .ى “ء<(رط+تيعه) , “+ رط+ برم) 
ملحوظة :)١(‏ يمكن تعميم هذه الطريقة للنظام من الرتية النونية. 
مثال :)١(‏ اوجد للحل العام للنظام 
و رع 2 رأ ,وا ول ولاح ول 


32 


و22 تخ ا يه 


الحل: تبحث عن حل النظام (32) على الصورة 


م 2 
“أي .4 321 
بذج يم د 


وتكون المعادلة المميزة هى 


2 1  -1 1 

م11 م 1-23 0 

ات 1-2 0م 060 

2-2 0 0م 0 

أى ْ 0-(1-2()1-2()2-2-)2- 


وتكون الجذور المميزة هى 
2<ي8 ء*ء 1-بهة ٠‏ 1--ي2 ٠‏ 2,20 


عند 2-0 فإن الثوابت ,4 ء» ٠4,‏ ,4 . ,4 تحقق النظام المتجانس 


0 > ىق - برل - روم جه 


0- إلى - إلى 

0 ,24 
باختيار 0+ ,4 ويكون لدينا الحل 

1 

0 
0330) 

0 

0 


عند 1--8: فإن الثوابت إلى ٠» 4, ٠ 4, ٠»‏ ,4 تحقق النظام المتجائنس 
0م + رق - رش + رم 


0)- 4 
0 > 4+ رق ,0 - رم - رقم جه 9 
0- إلى - و24 
0- 34 
ياختيار 1- ,4 يكون لدينا الحل 
6 
(34) 7 
0 
0 


ل الإسضب 


عند 1 -2: الثوايت ب ء يرل ء رلك ء ,4 تحفق 
0- يم + ركم - يق + 4 


0- إللم +240- 
0- يم+ 0,4 - ,4 - 4 جه 
0 وم 


باختيار 1- ,4 فيكون 1- - ,4 ويكون لدينا الحل 


د لاء”# د 


| 
0 )35( 
7 
7 


عند 2 -: الثوايت بف » ركم رذمء٠‏ 4 تحفق النظام 


0ع رم + رق - .م + , 24- 


0خ ,م4 + خهما- 
9 0)- إلى +.34- 
4 ع رخة حرم 1 
2 0)- ول - .مم - 
باختيار 3-,4 نجد أن 1-,4» 25 ,4 » 2-3 ,4 
.1 
م 
5 
(36) 3 
3.3 
تمي 
ويمكن التأكد من أن الحلول الاربعة مستقلة خطيآ حيث الرونسكى لا يساوى 
الصفر. 
ويكون الحل العام للنظام (32) هو 
م : 0 
5 3 3 1 ود 
2 0 “اه 0 م22 
6© ارع+ ١‏ و6 بح+ و26 
1 همه 0 0 ود 
#3 0 0 0 07 
أى أن 


)01( (©6 2+ 42 ع 
حيث 4 مصفوفة ثايتة من الرتبة «ا » (0يم متجه دالة فى + ء ولحل هذا 
النظام غير المتجانس توجد عدة طرق منها : 

(أ) طريقة تغبير الثوابت : فى هذه الطريقة توجد أولا حل المغادلة المتجانسة 
4 - ع ثم تستبدل الثوابت بدوال فى + . ونعوض فى المعادلة (1) وتوجد 
هذه الدوال وسبق أن شرحنا ذلك . ٠‏ 

(ب) طريقة_المصفوفات : يمكن كتابة المعادلة (1) على الصورة 


)2( 2-4 
7 : لل 

حيث 4 له صورة التجزئ ...لل إعديق . ع هو المتحه 1 مع 
صر : 0 


مركيات مضافه . وطريقة حل النظام (1) سنوضحها بالأمثلة التالية وسوف 
نستخدم النظرية التالية : 


نظرية : يمكن تجزئ المصفوفة ,4 إلى .]0 حيث 4 . س2 
مصفوقتان مريعتان 0( مصفوفة صفرية قفإن القيم الذاتية للمصفوفة 44 


يمكن الحصول عليها من 4٠م‏ . 


59 


وستقتصر دراستتا فى هذا الباب على نظام ثنائى البعد 


1-1 0 


ليكن 1 و ونعتبر المتجه الموسعم [ر+* ,+ ,*]- ,ا ء حيث 7 مدور 
(05م325) المتجه 2 وعلى ذلك يكون لدينا 


0 > وخ , وعا+ + وعدت رعدااء وخ +227 ج ,ع 


وبالتالى يكون لدينا 
2 0 2 
5 _ 11 1[ 1 5 
4 - ع 0 
0 :+ 0 0 


2 40 
7 


وهم 3-1 ء 2,2 ء 2,0 على الترتيب وتكون للمتجهات الذاتية 


0 1 1 
1ءدرلاء |1><ريادء 5-5-5 
0 0 1- 
وبالتالى يكون حل النظام ,4  -‏ هو 
1 1 0 *# 
0 إنء+| 11[ *#صيء+] 1[ “مع | يع اع ير 
1- 0 0 ج18 


375١٠62 


وحيث ان النظام المعطى ثنائى البعد فإنه يمكن استخراجه من ذلك ٠‏ وهذا النظام 


يجب ان يحتوى على تابتين اختيارين فقط . ولكن من افتراضنا أن 1 - رع فاته 


وله نت ب ار أى أن 1- دبع ويكون حل النظام هوق 


مثال (1) : حل النظام 
اما 'لبملاة كالما 
+ - 
©| [<]||[0 1-] 21 
الحل : ليكن “م6- ,ع > ,+ - * م - ونا وعلى ذلك يكون النظام الموسع 
و 


5 


ات |4 5000 


للمصفوفة [1-]) هى 1--<,2 ويمكن الحصول على المتجهات الذاتية 


للمصفوفة ,4 كما يلى : 
0 0 4 1 
[0 1- 4]ع بعد | 0 أدبم | 1 4- 1- ]ع ,ندركرة- به4) + 4- 2 () 
0 5 0 0 


نلاحظ أن 0 متجه ذاتى للمصفوقة 4/ عندما 4- ,3 ٠.‏ 


2 


0 0م 4 4/) 
)0 !- 1]. عه |0|]- .ىن [ك 3" > , <(4.غ- ,4 1-2 - رم (11) 
0 0 


حيثت [1- 1] متجه ذاتى للمصفوقة .4 عندما 1ديرة 


0 
(5 3- 2)- وماج |7210| 1 - ون : لابخ - به ) ج 1- ح به (0111) 
0 
وبذلك يكون حل النظام المعطى هو 
2 1 4 0 
3-] “مع +|1-إ'مرء+|1- |*أمء-] رع أ- ير 
5 0 0 و 


وحيث ان حل هذا النظام لابد أن يحتوى فقط على ثابتين اختيارين . فان هذا 
الحل يعطى 56 > و ولكن بافتراضنا * 6ح وير وبالتالى فإن 1/5- يع 
وبالتالى يكون حل النظام للمعطى هو 


5 إبي 1[ ), 4 )4ن 2 
م+ 66+ مح داع 
5- 1- 1 0 


مثال (1) : حل النظام 


اللحل ليكن. 4ومهد<ت,عد ., #هذو- وعدا وبالتثالى ‏ رع در* , يءء وع. 
ليكن .> وعد رع ,>ع]- 2 فيكون لدينا 


كر 5 


7733 


وبالتالى 


كما يلى 


الذاتية 


٠‏ فة 


)ٍ 


0 [1 
-1 0 


هى ا مددرة ء : 


و4 ونخون 4 


صو 


هات الذائية 


و 


م 


3 


_ 


به 


الذاتية 


و« قَة 


1 1 


0 ا 1 
.|(5124 71+ )ومء)-| | |*م- ير 
0 0 
1- 1 
يكون للنظام 42 - غر. المتجهين الذاتيين المناظرين للقمتين الذاتيتين 1 » 2- هما 
51 )62 
0 0 
يلا د ف 
601 - 
14- 051- 
هما حلين مستقلين للنظام 2-42 عندما :2-2 
511 01 1 1 0 
0 0 2 ك2 ا > 22 0 
ّْ+ ع4 ع ح داع 
6051 عم |3 || * |0] © أإس ا 5 
4-- 14 - 0 0 د 
6051© + 5184 وع- ح و11 
14 رع - 6051 يع ح رن 1 
ولكن ب0وعدرء + 05ت - ,ع , 1-- ريه <- 51841 وعر 
وبالتالى يكون الحل العام للنظام المعطي 


4- 5 1 507 1 إب 2 
ح - 
0 21 7 1 7 1 
حالة خاصة : إذا كانت 85-(2© يم حيث 8 متجه ثابت فإن الحل الخاص هو 
4ع رع ويكون الحل للعام على الصورة 


ع 2579:4 


مثال (4) : حل النظام 


ويكون الحل الخاص هو 


وبالتالى يكون الحل العام 


373١5 


تمارد: 
أ - حل النظم التالية 
+ 29 - عل / حك , < - ح2ك/ بل (1 


3+ 52 - إل / بك , (2- 2 )م2 


ِ 0 *-ه5- ج3- بر(ق + ©), “-مد ج(ا+ 20) - بر(4 + 50) (3 
1 - ع+ يك / بل ,غ- 5 )4 


0ح عر بر+ عك/ ول ,'مح بة- 2 (53 


0- ج2- (13-532) ,0- ع(282-8)+ ر(17- 6) (6 








0 ود بك | 42 0 6420-0 مو جك 7 

44 03 4 02 

عد 
مث - )4ك | عله . 2 - عق |/ عل ره 

4 5 *« 
22م 6+ برح ج1(2+ 2) , *مهدجت برجل+ 2) (9 
«996057- 272+ بر , «7ومه 2-36 ج4- بر(5 + 22) (10 
2 ع4 نه ره 4 

4 تابتار ونع ودين 4 - 11 

1 ا ا اع ) 

ب- اوجد حل النظم التالية باستخدام المصفوفات 

ع2 - ,42 - برغز -2 22 + 42 ح نر -1 

و ا .+ ع3 ح رار 


03 


يع + ع4 ح بتر -4 
ع حت يرت حا عر 
و5 - ,32ح ,2 -6 
د35 - ,42 - ير 
و2 - ,32 حت ,ع -8 
27-1 حت ري 2 
1-(0),+,1--(2)0 
وحة- ر -10 
بجح رع 
رع + ,ع2 - ,نر -12 
حي 
ع4 - ,4 + ,72 - رع -14 
و - ي82- ,ع4 < رخ 
و82 - بع - ع4 - و 
ن + -,*3- رع -16 
وعدت عر د جردت 0 
عر د وت 2 


2)0( - 1,<:2)0( > 0 


1--(270)0 
ع2 تر -18 
2 + ع ح و 


ج3- 3+ وداج 


بر3 - نهر 


575١7 


22 - ,32ح رن -3 

يع - 22 حير 
و32-22- ,ب -5 

22-2117 
و<2- 42 - رخ -1 

22+ ,2ح را 

0 > (0),رع,1 - (0),ع 
2 - رخ 9 

و 3- - رلا 
يع د بن -11 

4+ ,ءدة- يرع 
8+ 2 - رع -13 

و + ,2 تح ري 

و 4 322+ ,2ت و2 
و2 + ,2 + ,3 خ رغ -15 

و + يع4 + ,ع 22 


بع - ر 4  -‏ ل - ح- و « 


(ج) حل النظام 6+ع2-4 حيث 


1 
)( 4 1 


1 6 2 9ه 
2]-م ,أ|35- 0 4-5 (تن) 
3 11 4 16- 


3+ + ,ع2 وخ 


قا 
ليما م 


و 1+,++ يع > ريع 


© 
1 © 
-| | قت 
لد 


الباب العاشر 
تطبيقات على المعادلات التفاضلية الآنية من الرتبة الأولى(تطبيقات حيوية) 
35 ع6 لدتاضع0111 كنتمعتتها لتساك دده كنامتاقء تارمق 
سنحاول التعرف فى. هذا الباب على كيفية تأثير العقاقير ودورتها فى الجسم 
(5عتاعستكعامعقمسةطط) 
١-٠‏ مقدمة: نتعرض هنا لدراسة تأثير العقاقير ودلالتها على أجهزة الجسم 
مثل الجهاز الدورى للدم الانسجةء الخلاياء بلازما الدمء الحويصلات وغير 
ذلك. 
سنعتبر أن لدينا ”8 من الأوعيةء ....1,2- 8 ويمكن ان نحقن العقاقير فى أى 
وعاء ونتتيعه فى الأوعية الأخرى عند الزمن ..., 37, 27, 0,17 -< ع أو باستمرار 
ليكن () ,+ كمية العقار فى الوعاء © عند الزمن *. سنفترض أن الكمية التى 
يمكن اتتقالها من الوعاء : إلى الوعاء '“ر (ترع 6 فى الفترة (44+ +.) هى 
)0+ 31(غ) ,+5 ويسمى 1 معامل الانتقال (2512تعا) من الوعاء + 
إلى الوعاء تر ويعطى التغير الكلى رمث عند الزمن ئش بالكمية الداخلة إلى 
الوعاء : من الأوعية الأخرى والتى تقل بالكمية الخارجه من الوعاء 5 إلى 
الأوعية الأخرى محتوية للوعاء 0 الذى يرمز إلى خارج النظام الذى يحتوى 
استهلاك العقاقير. فيكون لدينا 


1( <(غة) 0+ غذ درا .( + نذا درك /(-- رحد 
د هو 
عدر عدي 


ل نل ,حل 
5 رعو بلجو لك بن 
)3( #..,2 ,1ح ع 0 رج#بركة 3 
در 


ا 


)4 سسف ا الى ب للدي 


ويمكن كتابة ذلك على الصورة 


)05 6 
حيث 
2 دك رركا 10 
6 ا ل ا 
ك1 ٠‏ بدك بكا 0[ 


وإذا كان *86- 1 حيث 8 مصفوفة عمود فإنه من (5) 


)7( عذى ورج د ع0 
ومن هنا يمكن تحديد 2. إذا كان 
6( 0ح م - كر | 


حيث 7 مصفوفة الوحدة. .2 هى قيمة ذاتية للمصفوفة )45. ونلاحظ أن جميع 
العناصر القطرية للمصفوفة 4 سالبة» وجميع العناصر غير القطرية غير 
سالبة وأن مجموع عناصر كل عمود أكبر من أو تساوى الصفر. ولهذه 
المصفوفة تكون الاجزاء الحقيقية للقيم الذاتية دائما أقل من أو تساوى الصفرء 
وأن للجزء للتخيلى يكون غير صفرى فقط عندما تكون الاجزاء الحقيقية أقل من 
الصفر. وبالتالى إذا كان ال هى القيم الذاتية 

)69( و16)0,(>0 


لذا كان فقطد 8526)00,(>0 فإن 15)03,(*0 . 
1 د .7# 


وإذا حقن للعقار (0108) بمعدل ثابت فيمكن تمثيله بمتجه العمود 7 الذى له 
مركبات , 10.10.40 فان )53( تصبح على الصورة 

(10) 0+ ييا - :4 | 476 
تمثل المعادلتان (5): (10) المعادلات الأساسية لتحليل توزيع العقار (3) فى 
نظام له :+ من الأوعية. 


سنفترض أن كل القيم الذاتية ,.3,.2,...2 للمصفوفة 4 مختلفة فيمكن 
)(11) 8مل]- 2 


حيث 1 هى مصفقوقة وأعمدتها هى المتجهات للذاتية المناظرة للقيم 
الذاتية 64 4 مصفوفة قطرية عناصر قطرها بف.. د42 ويذلك تؤول 


المعادلة (5) إلى 
: 5 41 
)12( #2 زيم الإ لت 
والذى حلها هو 
(13) ع1- بركدى 8 (,) :1 


حيث ")0 متجه عمود ثايت. ويمكن التحقق من ذلك لأن للمعادلة (13) تعطى 


6 بؤن4 ير وز 7 لاد 10 آذ 


٠ )14(‏ ل مره بج( 1م - 
ويمكن الحصول على المصفوفة © بوضع 0-+ فى (13) فتجد أن 

(15) 6د ع1 7 1 :د (0) جا 
ويكون حل النظام (5) محققا الشرط (15) هو 

(16) (0) عدا عر ممح مرك (ه جز 


حيث تمثل (0) 3 الحقنة الأولية 10[661108 1210131 


عدا 2137 


7-٠‏ حل نظام ذى تداوى مكرر 

6010 ل0ع]2ع0ع1 101 تتاع !55/5 عا 01 50101101 
ليكن (0) 5 تعطى عند 0 7 '27» '37..... مباشرة بعد الجرعة الأولى 
يكون (0)-(0,0) . وخلال فترة الزمن الأولى 7 تتغير الجرعة طبقا 
للعلاقة (16) وعند الزمن 0- 7» تكون الجرعة هى (1)0” (7647. وعند 
الزمن '7 تعطى جرعة أخرى (0) 3 وبالتالى يكون لدينا مباشرة بعد الجرعة 


الثانية 

(17( (0) 17 +(0) :33 477عخ- (0+ 0 ع3 
بالمثل مباشرة بعد الجرعة الثالثة 

)(18) (0) >3 + (0) جا فى 2 ب (0) :ا بؤتقةى ل[> (0 + 21) 1 


ومباشرة بعد الجرعة :م يكون لدينا 
(0) غ1 ...+ (0) عا بوتدعاى) عرب (0) يرال بهد ما يز 0+ 1ر1 - «7)) غ1 
(0) 16 .+ 47 ايب 247 ”اج] ته 
(19) (0) 16" ”1 تشم( 1 “م ) عاد 
إذا كان + يقع بين ٠727‏ 7 (1 - +7) فنجد أن 
(0) عضا جز 7 لم فى بإب + (0) عر بإ فى رزب ()) 36 بز تشع بزح (ع) جز 
(0) عا بإ »ديرب 46س 47م بإ 
(20( (0) ا باتع تفي)( 1 تهصي) دادس امي بإ 
عندما 1 > > 7-1(7) . 
وكمية متوسط الجرعة خلال الفترات 27 الأولى تعطى بالمعادلة 


ررس 35 


0(1) عا امع تقر تفسي) للاحس اف يي / ا 07 
لىع آعم 
(21) (0) قا بزاع تفى)ر ع تخسي)لر ل 47م) م1 اد 
1-1 
_اجوراع_ 1م ا 7خ#لاضرر مال 47ىي1- وطن 
22 [1/خ- (1 14 164 174 5 
(0) غ33 بزخرع_ تذي)ير 
والآن 
0 ةلالج 
بو التي بي 57 
(23) د قهازي 
سذالى ش 0 


وحيث أن كل القيم الذاتية ..2...ي3,.2 حقيقية وسالبه أو صفر أو مركبة ذات 
أجزاء حقيقية ساليةء فإنه من (20)» (21) عندما -هج /ّلم تكون القيمة 
النهائية ٠21116(‏ ع111711128) للمتغير 7 عبارة عن 

(224 (0) ا مو - ر0) زا بوقرع تذيى)(2()_1- ت4م) 06 


ومن (18)ء (21) تكون للكمية فى النظام بعد /ا2 جرعة هى 


0 “لخم تذي) 0 1 تذللى 
8 “(1- 7<ج) 1 تمذلاي 5 
درو عدي اده أ دسي . 
(0) 232 7 يا 


7959 


0 0 17 تتذى)(1 تعدلاع) 
0 1-1 #ذم)(1- تسمذلايع) 0 


1 تعذى)(1_- تعذلاي) 0 0 
(225 (0) غ113 ا »م 


وإذا كان جميع للقيم الذاتية ..23,.22...3 سالبة ولتكن مثلة ,-....ك-ىه- 
على الترتيب فإن عندما -هج + وتكون للكمية فى النظام بعد الجرعة مباشرة 


سك يو 


تقترب من 
0 0 -( 77-ج-1) 
0 72(4تم]) 0 
(26) (0) 1 7ع (مه) ]1 
د مدم-_) 0 0 


وتكون قبل هذه الجرعة مباشرة تقترب من (0) 1-(-) /2. 

حالة خاصة: إذا كان الحقن بمعدل ثابت يكون لدينا من (10) 
27 مب عرد روم عله 
4 


وهى معادلة تفاضلية من الرتبة الأولى خطية ويكون عامل المكاملة 5 ١‏ 
ويكون حل المعادلة (27) هو 


)28 1# ا زم نفى وإ ع ج13 بلإنفا ري 
أى أن 

(29) جر احزا- بزنفدى بي + جر - بز يربق - (6) جز 
وللحصول على الثابت ‏ تضع 4-0 فى (29) فنجد 
وبالتالى 

(30) مج ور متمق - (0) 1 


ل 753586 


وعلى ذلك يكون الحل هو 
(" 397 م7 + (0) غ1 لؤنكى بزب ا م7 - ( )1 
(0) 3137 زنك تو جا ما بور ا بإنقى رن - 
أى 
)31 (0) غ3 لقح رزج ج11 ز-مر 1 - '4ع) لاج (ع) 3 
75-٠‏ بعض الحالات الخاصة 
(1) اختبار كبريت اليروم.- (2عقلقطم1ناك-مره:8) 


كبريت البروم هو مادة كيميائية تحقن فى مجرى الدم. ومن خلال الدورة فإنه 
يمتص فى الكبد. وتؤخذ عينات على فترات منتظمة لمعرفة كيريت اليروم 
المترسب (7225101231). إذا كان الكبد سليماً فيعد 45 دقيقة يكون 500 من 
كبريت البروم موجودا أما إذا لم يكن للكبد سليما تماما فإن هذه النسبة ترتقع. 
وهذا يساعد على تشخيص (ع012820511) حالة الكبد. وفى الحقيقة يمكن أن 
نقارن منحنى تركيز كبريت البروم لمريض ما مع منحنى اخر لشخص سليم 


مد 1 ا 8 4 
11 
لدت 7 لهم )0 
21 


يك ع- (0)رعر يك ع (0)يعر 


وتكون المعادلات التفاضلية الممثلة لذلك الاختبيار هى 


٠١ 007 - 4 )1)‏ )ترج + ( 4 عدو - ح بع 
ي4 > (2)0< ,(6رعزورغ + نر غ)-(6) عور» - و 
ويكون لدينا 


وتكون القيم الذاتية هى جدور المعادلة 
0> بويع -(2+ رع + )20+ يرغ) 


ه756 


1 
ذ- (مرع + يه ساعد 4 


+( “+ ع + 6 ولد جح ية 


حيث ود أن 1 - امد 4+ ري + ير6) 7 5-5 


والقيمتان الذاتيتان سالبتان وحقيقيتان. بينما نجد 


(مد#+ ي0)- )و »+ ب4)- 59 
)03 ا 1 1 : ' 
دع+ د.4 د48 1 4- 
4( 6 5-6 0 
0 اي 
5 5 ار 
)0 م 0 أ 1 
وعلى ذلك فإن 


| (*”لم- 5" جم)ريرع * علا ير) + ” على 2101-6 | ش 212 بوذي ير 


** 6ع - ءن“ا) + م وغ (52م- * #6 ينا 
)6( 
حيث 0< ,7 - يلزء 0< إ- يب#ء 20 ,,*- ,لو وباستخدام (4) نحصل على 


9 


0 


(2 70 يب#)+ 6 - باسك 5 


0( ك4 


- 


2 1 





2729م م > (6,ع 


5952ل 


(11) تكرار الحقن بالبنسلين 
0 مم ننااتعتدء ل0متدعمع1 - مم )595 العامة مصطمء-70 11 
المعادلات (1-6) تكون محققة فى هذا المثال حيث 


ع : 12 
509 و86 
4 


من البند (1) يكون لدينا 


1 م #5" 6ت || (ي*#+020) (ويط+ب0) 
2 2 


0 1(7-#دبم) 0 1[ اساي 1" 
ل (1- *31#ج) 0 1[ لاج 0 


6 د + .2 2 أ 1 5 
0إدوغ+ب0- بذ ](يذ- يموع 


0 ي0)- م#+ 0 1 










رك كعد40 لعأمعمع1 





,1,2,3 ,0 كه 7ع( اج 


» 0-| 


(7-م- ا 0 


2 3 إ(ية- يلمم» .2 
أ 0 17-1 اي( # ااسىي) ١ع‏ ا ريد . 
كيت يي و 0 
)05 ااا 0 2 
عندما ‏ 7ص > > 1(7- وس) 
)111 مرض البول السكرى كنا اعم دعاع10126 


يعين نموذج لمرضى البول السكرى بالاعتيارات التالية: 


(3) الخبز الذى يأكله المريض يعطى جلوكوز للجهاز الهضمى ومنه يذهب إلى 
الدم. والسكر من الدم يمكن أن يذهب إلى الجهاز الهضمى حين سرياته. 
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(11) سكر الجلوكوز الزائد يخزن فى الكيد كجلايكوجين (8190868) (النشا 
الحيوانى) وعندما يحتاج للدم إلى جلوكوز يمكن أن يستخلصه من الكبد ويعطيه 
إلى الدم (كوعاء) 

(ئثة) يفرز البنكرياس (35ع23001) الأنسولين إلى الدم. وهذا الأنسولين 
ضرورى للتمثيل الغذائى فى الانسجه. 

(10) ويمكن أن يحقن الجلوكوز فى الجهاز الهضمى أو مجرى الدم. كما يحقن 
الاتسولين فى مجرى الدم. 





نعتبر الأن تركيز الجلوكوز والأنسولين وليكن ٠0,‏ ,60 هما الزيادة فى 
التركيز (02©617152]400© 01 67©655©) لكل من الجلوكوز والأنسولين على 
الترتيب عند الزمن + أعلى من قيم اتزانهما. فيكون لدينا المعادلة التفاضلية. 





4 
)9( (4 06+ ,16 ا 0 وو ٍ 
(10)( (6 7+ 6م - 6 


حيث 0 < ,# ,2 ., » , ,م للاسباب التالية: 


() إذا وجدت زيادة فى الجلوكوز فإنه يختفى فى الكبد والأنسجه وبالتالى 
0< اضء 


(31) إذا وجدت زيادة فى الانسولين فإنه يساعد قى التمثيل الغذائيى للجلوكوز 
لبعض الأنسجه وبالتالى 0< ,2. 


-خ7”58- 


(111) إذا وجدت زيادة فى الجلوكوز فإن البنكرياس يفرز الانسولين وبالتالى 


0< رار 


(17) إذا وجدت زيادة فى الانسولين فانها تؤول إلى الاختفاء وبالتالى 0< ,”7 


ومن (9)؛ (10) نحصل على 


011) 


)12( 


8 
تك 


)13( 
014) 


)15( 


)16( 


ومن (11)»: (12) نحصل على 


غ0 
(0, 5ح 0 ده 7 20+ م 


+(51271 يل + انرو0ك ,4 ) “7 مح , 0 


2 


4) 








01 


46 46 


(2570 00 ل )20 و 


0 


771+ 371,7 - 201 
اير ور 2 


060 
5 لم1 - 2ر71 > ( )0 3 


1 0 + كم - ( 6)ر 3 


8 


(17) [سشزمم ك(مسومتة “*ه ] سوم - الاي كز سدم “ع إ املع سكي 
0 0 


+ ( 1طتتا5 يلل + اروم ب ) مح ب 0 


[ 4( :)5( عاساوزة اي ] سوم -  )14‏ 105 وو اج ال 
0 0 


)18( 


3 


(19) “بن سن بورك ذ بر 
ملاحظات: 
() إذا كان (8806ع-(6,ركىء 0-(52,6 فإنه من (17)» (18) نحصل على 


4-- 
1 6 :5 5 
[ملطلة 7-8 + ( #مازرراة يلل + انلاومت ر4) مح , © 
0 


( 104ااكأ5 يلل + 1::ناؤ0 يق) “77م - 0 


(ن6 إذا كان عند 0-+ فإن 0- ,© وبالتالى 0-,4 ويتكامل (11) 





* 7 40 
44 | 8- :4 © إّ عدو( )20 + | ا 
0 0 9 43 


8 ع لواو "ددج آ[ء أ 
1 


0 
والتى تعطى 0- ,4 وبالتالى يكون لدينا 
انلاصنة 7 +( | 8) - , © 


5 رن 5 


-١‏ اوجد للقيم الذاتية للمصفوفات 


-2 1 1 -1 1 1 -3 [1 1 

1 0 1 -1 9 2 2 1 

ا 12 1 1أ) 2- 1 1 
وهل هذه المصفوفات تحقق العلاقة (9) 


- اثيت أن حل النظام 8+ 50 - 





2 4+ 2 غ2 - (0) لز حيثف 01 هى 
1 

متجه الجرعة الابتدائية» هو 

م لمم قا بزنقى زء () 11 


- اثيت أن للعلاقة (10) تعطى 


ليكن 0< ,,#» 0< ررم عندما “ترعد :. اثبت أنه فى حالة السكون 
01000 8 


4- فى اختبار قدرة تحمل للجلوكوز (1656 232©6ع©101 210©056) فإن الكبد 
يعمل كوعاء عميق يمد الدم بالجلوكوز بمعدل ثابت ,2. إذا كان ,2 هى كمية 
الجلوكوز فى الدم لثبت أن 

2+ أ - (0), 0 أ - )وى - ح 2 +( »6 لل غ- - )16 


ثم حل هذه المعادلة 


5 رض 5 


55 1 5 55708 5 حل 
5- بافتراض أن الدواء يختفى من مجرى الدم طيقا للقانون 2 


وان جرعات من هذا الدواء تعطى فى الاوقات ٠2 ٠0‏ 2»27... فإذا كان ,+ 
هى كمية الدواء فى مجرى الدم بعد الجرعة *» مباشرة. اثبت أن المتتايعة 
(,+*) متتابعة مطردة التزايد. وماهى نهايتها عندما 6+ 2. اوجد متوسط كمية 
للدواء فى النظام عند زمن القترة (0,27). ثم لوجد نهاية متوسط هذه الكمية 
عتدما هبج ع. 


وف" 


الياب الحادى عشر 
استخدام المتسلسلات فى حل المعادلات التفاضلية 


5011110115 1135 5 


١-١‏ مقدمة: قد يحدث أحياناً أن نعطى معادلات تفاضلية ولا يمكن حلها 
بالطرق السابقة أى نفشل لنعبر عن الحل بدلالة دوال أولية مثل كثيرات الحدود. 
أو دوال كسرية (جذرية) أو دوال اسية ولوغاريتمية ومثلثية وزائدية. وقى هذه 
الحالة يجب أن نجد متسلسلة تقاربية مرتبة فى قوى المتغير المستقل والذى يعبر 
بالتقريب عن قيمة المتغير التابع. ويسمى الحل فى صورة متسلسلة لا نهائية 
(التكامل فى متسلسلات ”5612125 12 2140108معع]12“*) 

وفى هذا الباب سنناقش بعض الطرق للحصول على حل فى صورة متسلسلة لا 
نهائية لمعادلات تفاضلية خطية من الرتبة الثانية. 

:7-١‏ تعريفات أساسية: 

أ) متسلسلة القوى: تسمى المتسلسلة اللانهائية التى على الصورة 


1( + 07و عد )يع + (ى 2 - بترن + ونح "(ىع - 2),© زر 


0-م 
بمتسلسلة قوى فى ([,2- +) 
وعلى درجة الخصوصء متسلسلة قوى فى *« هى متسلسلة لانهائية 
)2( لج عزرح + بورح + و6 ع ",© رز 
حيث 0< ,ع 


ومثال ذلكء الدالة الأسية آي لها متسلسلة قوى 


وج 2 ًذ« م 
+2+_ + ير 14ح د او ددن 
3 217 لدم 


تتقارب المتسلسلة (1) (مطلقا) لكل 8>[|+| حيث 


ار 5 


(0 








بشرط وجود النهاية 
تسمى 7 بنصف قطر التقارب لمتسلسلة القوى (1). كما تسمى الفترة 
(ع.8-) بقئرة للتقارب. 
عندما -ه- # للمتسلسلة (2) فإن فترة للتقارب تكون (-مه,مه) أى خط الأعداد 
(©1[12 أدع5) وفيما يلى سنستخدم النتائج التالية 
(1) تمثل متسلسلة للقوى دالة متصلة داخل فترة تقاربها. 
(131) يمكن اشتقاق متسلسلة القوى حدا حدا داخل فترة تقاريها. 
(ب) الدالة التحليلية: تسمى الدالة (+*) ثم المعرفة على قترة تحتوى النقطة 
م - + بالدالة التحليلية عند م إذا كانت متسلسلة تايلور لها 
زلف 3 
4( ملفلا رم 
شيا 1-0 


تنقارب إلى (*) / لجميع قيم * فى فترة تقارب المتسلسلة (4). وبالتالى» نجد 
أن جميع كثيرات للحدودء *ممء *«ضزوء #رومءء #طمتدء + طومه كلها دوال 
تحليلية. والدالة الكسرية (7310221) تكون تحليلية ماعدا عند قيم 2 التى يكون 
فيها للمقام صفراآً. ومثال ذلك الدالة الكسرية على الصورة (2+ 232-3)/ ع 
تكون تحليلية فى كل مكان ما عدا عند 1- عرء 2 - عر. 


”-١‏ النقاط العادية والشاذة: 
تسمى النقطة مح ع بنقطة عادية (01501335) للمعادلة 

)1( 0 - بررع) 0+ رمم دار 
إذا كان كل من (*)8 ء (*)0) دالة تحليلية عند مح . 
إذا كانت ,مع ع ليست بنقطة عادية للمعادلة التفاضلية (1) فإنها تسمى 
بنقطة شاذه (1135ا51228) للمعادلة التفاضلية (1). يوجد نوعان من النقاط 
الشاذه: 


ل 2 


(1) نقطة شلذه منتظمة » إذا كانت النهايتان 

() 0 0- سنا (0(20 > - 2) صلل 
موجودتان أى أن كل من (27)2(,*- ع) ء (*)0:(,+*- +) داللة تحليلية 
للمعادلة (1). 
(1) نقطة شاذه غير منتظمة إذا كانت الدالتان 2, 0 لاتحققان الشروط 
السابقة. ونوضح ذلك بالامثلة التالية 
مثال :)١(‏ حدد ما إذا كانت 0- ع نقطة عادية أو نقطة شاذة منتظمة للمعادلة 
التفاضلية 

0- بو3- :10+ ع) ”نر 2 

الحل: بالقسمة على 2+2 تكون المعادلة على الصورة 


0م 3 _ لاا يقن 


2 2 
(1+*) ع2 و 
حيث ‏ ددم . ب 
22 +2 
وحيث أن 2. 0 غير معرفتين عند 2-0 وبالتالى فهما ليستا تحليليتين. 
وايده 
ورج للخت يون - رى مر سنا 


- 2 





1 - .+ عسنا - رع) 0(*0- سنا 
موجودتان فإن النقطة 0- » نقطة شاذه منتظمة. 
مثال :)١(‏ اثبت أن 1-- ,0 - ع نقطتان شاذتان للمعادلة 

0ع بو2 + ”روخ - 2 جر ”بر 1+ )دعر 
حيث الأولى نقطة شاذه غير منتظمة والثانية منتظمة. 
الحل: بالقسمة على *“(1+ )2 نحصل على 


5759© 


2 7 3-1ير 7 


0 لتزل ةي 17+ ج2ي* 
وعليه يكون 
بعد تياد اح 50 
22805 


وحيث أن كل من (*)ضء (خ0)2 غير معرقتين عند 0- ع2 7 1-< ير 
وبالتالى ليستا تحليليتين عند 0- ءرء 1-- د وبالتالى فان كل من 0-ء 
1-- يع نقطة شاذه. 
وأيضاً حيث أن 

1-عخ _(1-(0->) 

(1+عجا)ع (1+ ع) 2ع 

غير موجودة عند 0-» وعلى ذلك نرى أن (22)2 ليست تحليلية عند 
0- ع« ويدذتلك تكون 0- + نقطة شاذه غير منتظمة. وبينما 





دنا درع)0(2- )دنا 
0ج - زاييفة 





( موجودة ) 2 - لك ممنا - (ع) مزاج ع) مدنا 
جح [إعفيدير ا[ حيار 
يمنا 2 . و2 ٠.‏ 
( موجودة ) 2 - 2 ممنا - (ع) 1(20+ ع) دنا 
عر [سودعر [-جدير 


وعليه فاإن 1- - 2 نقطة شاذه منتظمة. 
4-١‏ الحل بمتسلسلة فى قوى (,+- +) حيث ,م نقطة عاديه. 
ليكن لدينا المعادلة التفاضلية / 

010( 0- بر( 0+«( عم دار 
إذا كانت ,دح عا نقطة عادية للمعادلة (1) فإن (1) الها حلين غير صفريين 
مستقليين خطياً فى صورة متسلسلة قوى على الصورة 


)2( ا )6 2 


775 ل 


وتتقارب هاتان المتسلسلتان فى فترة التقارب ‏ /7>إ|,+- +| (حيث 0</ 
هو نصف قطر للتقارب للمتسلسلة (2) حول ,*). وللحصول على 
المعاملات ,© فى (2) نأخذ 


)3( "م ,© 78١‏ در 
باشتقاق (3) مرتين على التوالى » فإن من (3) نحصل على . 
4( +“( - ع) 1 - )م مر ث “ “,ع - عي 6م دمر 


بوضع قيم برء “2رء “در فى (1) نححصل على معادلة على الصورة 

61 0-...+ "(ىع- ع) يل +... + *(ى- )رق + (,ع- ع) 4ق + ك4 
حيث أن المعاملات2 ....يك,,4,.,4 هى دوال فى ....ى ).6 . 
وحيث أن (5) متطابقةء فإن جميع المعاملات ....ي4,.4,.4 فى (5) يجب أن 
تكون صفرا أى أن 

)6( 0عديلق ... , 0ع ديق ,0ح بك , 0ح وق 
وبحل )6( نحصل على معاملات المتسلسلة )03 بدلالة و 3 6 
ويتعويض هذه المعاملات فى (3) نحصل على الحل قى صورة المتسلسلة 
المطلوبة للمعادلة (1) فى قوى (,«- ) . والمثال التالى يوضصبح 
مثال :)١(‏ أوجد الحل فى صورة متسلسلة قوى للمعادلة 

0ح بور روص+ ”رونل عن 

فى قوى د (أى حول 0-+) 
الحل: لدينا 

1( 0 - برور- > بورج ” بر(1+ * ع) 
بالقسمة على (10+*ع) محصل على 


- 7797 


ر_ 7 2 7 
)2( 0ع بويد بير جد لإ 


2+1 ' 2+1ي 


ومن ذلك ترى أن كل من-2 , © تحليلية حول 0- وبالتالى فإن 0- مر 
نقطة عادية. ولحل (1) نفترض المتسلسلة 


)3( + 3ع 0+ :0+0 "عن 0 و 0 
باشتقاق (3) مرتين بالنسبة إلى +د نجد أن 

4 “ع1 )م 2 ال و 
يتعويض ابرء “زء “زر فى (1) تنحصل على 


رجا را رج 
(0-_ 0-يور 0م 


أو 
ميرح 0 “6م دن “عر )1 م 1 "عن )1 - )م 2 

أو 
)5( 0- “على 0- رسع ,1+ م)(2 + م)+ ,110 - م)م) 0 


وحيث أن (5) متطابقة» ويمساواة معاملات قوى 2 المختلفة بالصفر نحصل 


)6( 0-0 كت :220 


0( 0,(/6-,©)- ,0 د 06,20- 0+ ,66 


778 - 


- 

/اا 
د 
5 


0ت رم ©- , 76+ .., )(1+ م)(2 + م)+ , 16 - م5) 2 


دري © _ 
(2+ص1 جص همس 


)6 لكل 2<, 


تسمى العلاقة (8) بالعلاقة التكرارية (الرجعية)  )56011156206(‏ بوضع 
8-2 فإنه (8) نجد أن 





)9( حيث 0 ,© 06-0 
بوضع 5-3 فى (8) نجد أن 
13 ته تق _ :86 _ 
(10) رن- ,م 3[ كم د يك , 


بوضيع ....ر0,,).و00,0) فى (3)- نحصل على 
لج عو لج أين سد أي 0+ “ون 0 ع 0ج 0 ح بو 
أى 


3 1 1 
04 1ح ا 2 0- + عن 0+ 20 ور 


وهو الحل المطلوب حول 0- د حيث ,0 , ,© ثايتان إختياريان. 
مثال :)١(‏ أوجد الحل العام للمعادلة 
0- ب +24ز(3- 000 


حول 2- + (أى فى قوى (2- 2)) 


5584 


الحل: بالمقارنة بالمعادلة المعطاه نجد أن 3- ع(+#)صمء 0-1 وحيث أن 
كل من (2)مء (0)2 تحليليتان عند 2< وبانتالى 2 - 1 نقطة عادية. 
لايجاد الحل حول 2 - «اء فإنئنا نفترض الحل على صورة متسلسلة فى قوى 
(2-*) على الصورة 


(1) ...+25 - عي + :2 - عي © + 2 - ع جح 2ر6 2 5 
باشتقاق (1) مرتين بالنسبة إلى 2<ء نحصل على 

)2( 2 ع 1 )م »2 ا اث 
بالتعويض نر اقيم *يرء. “يز افى المعائلة المعطاة تحصل على 


0 2# ب بج 20355 بن 6م :305 ع +5( ع رع ونم اع 


م 
د عدار 


أى 
لتر عن حم 27-1155 م "2 م16 مم 5 
0- "دي يح :5+ 
0- 
أو 
“2 ع عور 57 ع 6 وم الى 
2*0 ب رح 25 برعم 5 
0ت تسر 
أى أن 


27 - ع عم 3892 2 عي 6+ م)2 م 5١‏ 


اده 0دم 


0ع "(2- ع 6 + “(2- 100+ 7( 8 
0-م 99 


7358 


)20 2-0 +00+ 8 ]) + 2()72 +1(6© يىى‎ +26, - ١ 
-) +16 بى,‎ +), [):-2(* >0 

وهذه متطابقة. ويمساواة معاملات قوى (2- +) المختلفة بالصفرء نحصل على 

)4( 2م ,6)- ,© جد 020+ ,60-,260 


1< , 0ح ,1+ »)- ,1+ )+ يي 1+ #)(2 + م 


)00 ده , (2+ه)/(, ع ,© دبي © 
بوضع ....1,2,3- 8 فى (5) واستخدام (4) نحصل على 
6 كيكد-م | تحت |1 6ت 
)6 ع :| ب كحك ! كجك- رن 
2و كما عدم كيك |1 كجك- رن 
6 12 2 6 4 4 


وبالتعويض عن هذه القيم فى (1) نحصل 
*(2- »| كيم 2 مز كجداءر- )0+0 نر 
1 


1 
0ك 106 )+ 


1 1 1 
24 يح 2 293 - ير) 2س 292 - :) --1] 6ع 
1 ) 0 ) ) 0 2ق 


4 1 1 - 1 
1...+(2- -- )2 - 1 2(2- -2+2- 60د 


3 


ملحوظة: يمكن حل هذا المثال بنقل نقطة الأصل إلى 2- عر. 
مثال :)١(‏ أوجد متسلسلة القوى للحل لمسألة القيمة الابتدائية 

1( 22-6 ,7)22-4 ,0ع بورج و3 + ر(1- *ج) 
الحل: بالقسمة على (1-*7*+) نحصل على 








2 0 - عاب" + 
2( سال تركلا 
بالمقارنة مع 0- (ع)7+0(ع)م+*رر. نجد أن 
2 3 
2-6 01 2 
2-1ع 0 22-1 


وحيث أن كل من م » © تحليلية عند 2-* وبالتالى فإن 2 - ا نقطة 
عادية للمعادلة (1). 

وحيث أن القيم الأبتدائية وصفت عند 2-* وبما أن 2 - > نقطة عادية » 
فإننا نوجد الحل المطلوب حول 2- #2 أى فى قوى (2- *) ليكن 











)03( *(2-2) ,6 ...+ *(2 - ع), )+ (2 - ع ) نج 0د ور 
0د 
بنقل نقطة الأصل إلى 2- ع بكتابة 2- -م وبالتالى 2++- + وعلى 
ذلك 
ره عهرره-(4)ة(0ف) ةبه ف كيه فك 
:ك#) حك [ل عدا حلقك “حك 01 حل ل حل 
باستخدام (4) فإن (1) تؤول إلى 
4١‏ 2 
)03 0 2 + 4)] 
أو 


0)- - برج م كرب بن 0ه (3+ ي4 + ةع 


-578*9 


وعلى ذلك فإن (3) تختزل الى 
)6( و6 ْ. -... + خي 0+ م 0+ ,0ح ور 
0- 
باشتقاق (6) مرتين بالنسبة إلى #4 نحصل على 


07( ات ا 0 ا 2 


1-م 0 وف 
5 وكوي و 
باستخدم (6)» (7) فإن (5) تختزل إلى 


0- "© 25+ 0 60+ 34) + “ع 10 )م 3+ ي4 + 2) 


ادم 2- 
أى 
ا ا را و 1 
1 5 1-2 1-2 
0 - "4 26 و 4 ان 610 3 “4 3180 + 
أو 
"كر 16ج )20 + مع 5س “ب سرج م4 57 "رع ممم أ 
0م ادم 2-2 
0- 201 3 6 1 ",1+ )6 6 1 37110 + 
ادم 
أو 


1200100420+ 3 + 160+ ي, 86) + ( 20 + ,000 + جي 000) 
+ ب 206+ 1()2+ )3+ ني 1+ )م4 + _ 12 - مس + 
1-2 


0 - "عل 20 + 6+ ني 100+ )6+ , 36+ 


7572 


+ 6( 0+ :36 + ,2000 + و 186) + (0 + لا + ص 2)30 


جب 106+ م)(3+ 22 + 26 + س) ا )3م 5+ 


2 


8( 0ح "نآل 0+ م2 +2 + )+ 
ومن (3) نحصل على 
)69( + *(2 - :)30 +2(4 - 6), 200 + ,0ح “لو 


بوضع 2- فى (2)3 (9) واستخدام الشروط الابتدائية 4- برء 7-6 
نحصل على 4-,©:» 6-,© وبالتالى فإن (8) نؤول إلى 


2036 , + 22( + )186, + 20: , + 34(6 + <(  ]3) +10) + 26: 


لقي" 


242 


0ح *يل_ © + _ م2 + و2 + *2) + ,170+ 3()0 + 2)2+ 
وهى متطابقة فى + ويمساواة معاملات قوى / المختلفة بالصفر نحصل على 


(10) 3--- ,) <- 230-22-0 
22 
> 0- هو[ غ22 |20- رع 2002+34-0 +186 
11) 2 © اه 224 ,180 
وكذلك 


+ ,1+ )(3+ :2)2 + يى, 20 + 1()5 + )3 


+) 21+26 © _ 0, 2 )12( 


بوضع 7-2 فى (12) نحصل على 
0ح )+ 106+ ,42 + ي 360 


2 
41- , ) جه مم زح |مد رك إمه+, 0د 


وبتعويض هذه القيم فى (3) يكون الحل المطلوب 


5 4 ] و 9 ) د 22 
...+ (2-2ج) ل إبه (2-<«)| حل إ+ (2- 2)---(2-- )6 +4 - 
) لسع ) فم ) 20 (2- »> : 
0-١‏ طريقة فروينيوس- (1115ع1205) 

لذا كانت ود ير تنقطة شاذه منتظمة. فإننا نستخدم طريقة فروبنيوس لايجاد 
الحل فى صورة متسلسلة قوى حول 2ع 2. ويمكن نقل نقطة الأصل إلى 
,»«- ع كما وضحنا ذلك فى المثال السابيق. وبدون فقد العمومية سنآخذ 
0 -نىع*. 1 

إذا كانت 0 - * نقطة شاذه غير منتظمة للمعادلة المعطاة فإن مناقشة ذلك 
يكون خارج نطاق هذا الكتاب. والآن سوف نناقش طريقة فرينيوس: 

ليكن لدينا معادلة تفاضلية على الصورة 





)1( 2206ب رللظبءر 
98 2 


حيث كل من (2)اء (+#)© تحليلية عند 0- +. تسمى الطريقة التالية 
لحل المعادلة (1) بطريقة فروبنيوس. نفترض حل مقترح 


2 0م66 (... + *عنر 0+ عد )+ “ع “يه “د 
0ت 


اشتقاق (2) مرتين بالنسبة إلى : نحصل على 
[.. + عن 176+ م) لج ]1 برح .+ ”عن 100 ل م) + 3 ين 0 ح “بر 


[...+ ع 177+ ع) ج10 مس بر دين 10 ا م)م + ة اعلن)18- ع)م د كر 


556 


وحيث أن كل من (5)2/ ٠‏ (*)0 داله تحليلية عند 0- م قيمكن أن نكتب 
.+ *عريرط+ عرط+ رطع (ع) © ...+ “ييه + يع + به - (2) ]1 
وبوضع قيم برء “تزء “رء (*#)مء (*) 0 فى (1) ثم صرب الطرفين 
فى “+ فتنحصل على 
+2...+)7) “(... + عه + ,4) +1... +ن)1 - م)م] “ع 
 )3(‏ 0-0... + 2عي©+ عن )+ ©) *2(... + عرط+ )+ 
وحيث أن (3) متطابقة» يمكن أن نساوى معاملات قوى عر المختلفة بالصفر 
وهذا يعطى نظام من المعاملات تحتوى معاملات ,© مجهولة. وأقل قوة هى 
'* وتكون المعادلة المناظرة هى 
0ح ,ع[,رط+ يه + (1- »)-] 
وحيثت 0+ ,0 إفتراضا فإن 
4( 0ح روج ع(1- ه) + 2م 
وهى معادلة تربيعية تسمى بالمعادلة الدليلية 6011203012 1201131 للمعادلة 
(1). وسوقفف ترى أن هذه الطريقة تأدى إلى نظام أساسى من الحلول» أحد هده 
الحلول يكون دائما على الصورة (2) ولكن صورة الحل الآخر يكون لديتا 
ثلاث احتمالات مختلفة طيقاً للحالات التالية. 
الحالة الأولى: جذرا المعادلة الدليلية (4) مختلفين والفرق بينهما عدد كسرى. 
ليكن 7065 جذرى للمعادلة (4). نعوض ١ ١‏ - م فى نظام المعادلات 
المشار اليه سابقا لتحصل على حل 


.+2 ع © عن © + ,)5 عرد رجي 
بالمثل بالنسبة إلى الجذر الثانىي ,م-م فنحصل على الحل الثانى 
(... + ع0 + 0) * عر - (ع) »ا 


حيث ....,0) قيم جديدة للمعاملات طبقا للجذر. .مح :. 


_- 


4722 


وحيث أن ,5-7 ليس عددا صحيحا وأن 0</*# ليس عددا ثابتا ويذلك يكون 


*, لا حلين مستقلين للمعادلة 1 ويكون الحل العام يكون 8+ 4ه ح- وق حيث 
© , 7 ثابتان إختياريان. 


الحالة الثانية: الجذران متساويان 
يكون للمعادلة الدليلية جذر مكرر ” إذا كان 





52 2 
كة-, جه سال ضه- :(1- يه) 


نحصل على المعاملات .....©.,© على التوالى من نظام المعاملات الخاص بها. 
ونحصل على الحل الأول 

)6( ...+ عر )+ عن )+ ©) ". - (ع)ها 
حيث سنكتب 1-4,(0/2)-<م قيمأ يعد. 


لتعيين الحل الثانى نستخدم طريقة تغيير البارامترات أى نستبدل الثابت 600 في 
الحل :© بالدالة (8)*2 يمكن تعينيها بحيث أن 


7( (2) < )عا - (ع) »ا 
يكون حلا للمعادلة (1). باشتقاق (7)» نحصل على 

85( ٍ. “مرو + * ببكير2 + ببكير- “رد “بنود بسذير- “بر 
وحيث أن ()< حل للمعادلة (1) وبالتعويض نحصل على 

)09( 0 - بز(ع) 0+ ” نور( جر) 7 + ” رش عر 


بوضع قيم ناء “باه “ط من (7)» (8) فى (9) نحصل على 
0 - سمرزعر) )+ [* بم + بذهر]( ع) 17م + (” بره + “ ركيرة + مركي 2 عر 
أى 
0 ح ” سمهي( ع) ”عر + (” ببمر + * سكيية) 2 عر + ملع( ع) 0+ “بم(ع) 17 + “يرد ] 


وحيث أن #« حل للمعادلة (1) ينتج أن 
00-0 


0- ع( ) )+ “نز عر) عر + “يداع 
وبالتالى نجد أن 
0 ح * دوهي( عر) “زمر + ” بوور + “ بم 21 ]* عع 


بالقسمة على 34+ وبوضع قيمة (ع#)”ء نجدا أن 


(10) 1 0- “م مكبكة ب 
8 14 
وفيما يلى سنكتب نقاط لتمثيل حدود ثايته أو تحتوى قوى 2 الموجبة. ومن (6) 
نحصل على 

1 ع و6 أله 
58 [.. +ع 0+ ,0ع 00 يم 

وبالتالى تصبح (10) 
(11) م “م كنك |بء, 

2_2 


وص (5)ء 1- ,0+ 27 ولذلك تأخذ المعادلة الأخيرة الصورة 
ا بد لو “زط ]+ 
2 


ر2 ييا 





2م ح ” بير جم ك4 + م1 - ح ” ببررر1 


ويفك الدالة الأسية فى قوى « والتكامل مرة أخرىء فإننا نحصل على تعبير 
للدللة 1 دائما فى الصورة 

+ 2 عركة + ين 8 + عرماع نا 
ويبوضع هذه القيمة في (7) نحصل على الحل الثانى المستقل (2)2< ويكون 
الحل العام راق + يين - آله 


 ”ةمث-‎ 


ليكن مء .م هما جذرى المعادلة الدليلية ويختلقان بعدد صحيح. وليكن 
معدسمء ود ميم حيث م عدد صحيح موجب ويكون كما سبق أحد 


الحلول 
(... + عت + عن 0+ ,)كع ع (ع) يا 
مناظراً للجذر -. وبينما التعامل مع الجذر ,+ قد يكون من غير الممكن 


تعيين للحل الآخر المستقل (+)« كما فى الحالة الأولى. وفى مثل هذه الحالات 


وعلى ذلك كما سبق نحصل أولا على (11). ومن (5) يكون 
8-,)- - ,+ م (باستخدام نظرية المعادلات) وحيث أن 7< ماء 


م-ء- م قأن هذا يعطى 1+ م - ,ه+ 22 وبالتالى تصبح (11) 


لهم لقان 
م8 1 


1090-2 ير ع / بواجت 0 ...+ م11 + م)- ع ” سر[ 


وبفك الدالة الأسية والتيسيطء نحصل على : 





وبالتكامل 


الل | 1 _,ء 


+ على ل + ع م لت بح بور 
5 جم ادم 1# 5-7 مير امير 


وبالتكامل مرة اخرى نحصل على 


1- 
0 0 دآ و يا 


وبوضع هذه القيمة فى (7) نحصل على الحل الثانى (+)< ويكون الحل 
العام باا+ يه < ر. 
١-5-١‏ خطوات الحل بطريقة فروينيوس: 


7553 


01( 0 > بر( عر + *ر( جاع + “ررع) رو 
(أ) نفترض الحل المقترح للمعادلة (1) على الصورة 


)2( .+ “ع 0 عن 0ج ©) * عع ”على © 5 “4ع در 
أى أن 
)3( 0 *** برح !5 حابر 
0-هم 


(ب) نشتق (3) مرتين ونحصل على 


(4) © **" رج[ - عل + يو) ع1 + )0 ري »بر + )© 58 دمر 
0 0-ور 


ياستخدام (3)ء (4) قإن (1) تؤول إلى متطابقة. 
(حه) تساوى بالصفر معامل أقل قوى 2 فى (31) ونحصل على معادلة 
تربيعية فى 46 والتى تسمى بالمعادلة الدليلية 
(د ) نحل المعادلة الدليلية ويكون لدينا الحالات التالية: 
(7) جذرا المعادلة الدليلية غير متساوين والفرق بينهما عدد كسرى. 
(11) جذرا المعادلة الدليلية غير متساويين والفرق بينهما عدد صحيح 
ويجعل معاملات الحل غير معينة (216تتنصمع)006:) 


(1131) جذرا للمعادلة الدليلية مختلفين والفرق بينهما عدد صحيح يجعل 
المعاملات لانهائية. 
(19) جذر! المعادلة الدليلية متساويين. 
(ه ) نساوى بالصقر معامل القوى ("”*+ أو “***+ مثلا التى يمكن أن 
تكون أقل قوى «) فى المتطابقة فى (ب) وتسمى للمعادلة التى حصننا عليها 
بالعلاقة الرجعية أو التكرارية لآنها تربط المعاملات ,م20 ,© أو ,_يم©» 
ي) مع بعضها. 
( و ) إذا كانت العلاقة التكرارية تربط ١0,‏ ,© قإن» عموماء نعين ‏ ,© 
بمساواة معامل القوى الأكبر التالية بالصفر (غير التى استخدمت فى الحصول 
ل 76٠.١‏ 


على للمعادلة الدليلية) ومن ناحية اخرى إذا كانت العلاقة التكرارية تربط ,م ©» 
6 فإن هذه الخطوة تحدف. 
(ز ) بعد الحصول على مختلف المعاملات بمساعدة ( ه ) و ( و ) تحصل 
على الحل يتعويض هذه القيم فى (2) أو (3). وبعض الخطوات سوف نسردها 
بالتفصيل وتطوير الطريقة فى الأمثلة المطروحة. ونحصل فى كل مسألة حلين 
مستقلين. 
الحالة الأولى (الجذران مختلفان والفرق بينهما عدد غير صحيح) 
مثال )10: حل المعادلة 0- ب25-1225+4(+-1)+9 بالمتسلسلات 
الحل: لدينا 
01( 0ح بر4 +“ بر12-ث” بررع -1)ع9 
بالقسمة على (+«-1)+9 تحصل على 


3 4 00 0 5 
32)1-(7 9 )1-(( 





بالمقارنة مع 0- «(ع)0+”(ع)م+ ”بر نجد أن 


4 4 
ع المشدحة صر 
(«-1)ع9 0 (+-32)1 () 





وحيث أن كل من ميرء 30+ ليست تحليلية عند 0- +« وعليه فإن ‏ 0< ير 
ليست نقطة عادة وهى نقطة شاذة ولكن 
4 4ب 





(موجود) ا 2 ع وا در صعسنا 
4 . : 
(موجود) و كن ل ا 1 


وعليه كل من مرا ء» 750+ تحليلية عند 0- ع« وعلى ذلك تكون  -0‏ نقطة 
شاذه منتظمة للمعادلة (1). ونفترض حل (1) على الصورة 


)2( وى ,"“*عر 0 رح عدر 


2ه“ 


(3) "2 عد[ - هم + عل1)( م + )0 ؟ “و 51 “وزيم + ع[) 0 كر 
دوم 


0 
وبتعويض (2): (3) فى المعادلة (1) نحصل على 
وريم + ع1) يي © 12 + *** 1 يرج )وم + 016 0 0-05 ع9 
0- ***جرم "هد 
لحا 
أو 
1 بر(1 - ورور + 16) مم + 16) 0 2 بر9- 3-"* * مر(] - ير + غ)(يس + 12)ى 0 اده 


مل «* يررحم اب جروررب ع) يح :1235- 
0-- 0 


أو 
ا-*«*> مر( ورج 12016-(1- برج )يم + 9)06) رح 5 
4( 0 - **» جرز(1- ورج ع)(م + >4-9)1) رح +5١‏ 
20 وو 
ولكن 
)3( (32-7+ 3164)(+7 + غ301 - ( جم + غ10-12)1- ير + غع1)( يبر + >ع9)1 
وأيضاً ش 


زيم + 9)16+ م + غ4-9)1 - (1- يم + ع1)( م + 4-9016 
- [4-(: + غ)9-:7:(2 + :)9 - 
[4-(:3+ )3+( + 2-1201( + 19016 - 
[4-(72+ )13 (4-( + 7:(3016+ 1306 ع 
(1+ سم3+ 4[)36-(2+ 13086 - 


ا 07 


)6( (1+ م3 + 4()316 - وجر3 + 1)38- - 
استخدم (5)» (6) فإن (4) تأخذ الصورة 
ا- بر( يورق + 336)( + 8)_ © لال 
0( 00> ** “ع1 + برد + غ4()31 - مم + غ31) _ © 0 
بمساواة معامل أقل اس للمتغير د (وهو “****) بالصفر نحصل على 
العلاقة الرجعية التكرارية 
.(4-(1- )3 + 31]ري 6-(7- 3+ غ31)( ١‏ + غ) _ 36 
0 -[1+1- )3+ ع31). 
أى 
 )8(‏ 2-0- س3 + ع7[]31- 3+ اذا 0-(7- 3+ 316)(: + 16) ,30 
بوضع 2-0 نحصل على المعادلة الدليلية 
0 -2- ع7()3 - 31) ,_0-(7- 16()31), 36 
وحيث 0+ ©. 0-,“© (لماذا ؟) 
)9( 3- ك0,6- غ8 جه 0-(7- 38) 36 


من (8) نجد أن 
2--3+ 36 _ 


(يررب جع لس 
بوضع 7-1 فى (8) نحصل على 
(10) 





بوضع 2- م فى (8) نحصل على 


د ”7 








9 عه كرة 
(11) حلفا 103+ اداع ل- كرد بع 
(2+ )زا+ ك) 3 (2-+ )3 0 
بالتعويض فى (2) 
لذي مين ل نى0] خعرع مر 
(12) 7 مطل الت 0 لفت 1ن * بن )ع 1 
(2+ 1)8 + #) 32 [+ ثم 3 


يوضع 0 - 2 ويوضصع 0 بدلا من 6 فى (12) تحصل على 

مثلد -[ كط 1+42)ه- 1 
00.6 3 

وبوضع 0-7/2 ويوضع 7 بدلا من 8© قى (12) تحصل على 


مثلد مو[ +2 كلقي مكب ”مود 0 
1013 10 


ويكون لالجل العام هو م5+ يه- بر أى 


[-+*+* لين مشب ]عه[ دكا )م 1 
1|013 10 1.5 3 





الحالة الثانية: جذرا المعادلة الدليلية مختلفين والفرق بيئهم' عدد صحيح يجعل 
قاعدة: إذا كان جذرا المعادلة الدليلية ,| و ي,كداء (/4*.>8 مثلا) وأن 
أحد المعاملات فى ا تصبح غير معينة عند ,5 - 8» فإن الحل يعطى بوضع 
5-5 فى را حيث يحتوى الحل على ثابتين اختياريين. أما إذا وضعنا 
ب - 5 فى 2[ فإن الناتج يكون مضاعف عدديآا للحل ب عند . 6 - لم وبثلك 
نرفض الحل بوضع ,كع ك5.. 


مثال (؟): اوجد حل المعادلة 


)1 0ح بررهو- )بعر وج نب رار 


الحل: حيث لم تحدد فى المسألة م* فاننا نأخذ 0- ,+ . وعلى ذلك بالقسمة 
على 2+ نحصل على 


9-عر 3 2 يرجه ير آي 
0ح وجيت ب در جل بتار 
و كر 


نجد أن 





7 3 2 , +1 00 
8 8 
ومن ذلك أن 0- 2« نقطة شاذه وحيث أن 
(موجودة) 1- و ت رع طرسنا 
ع )يمع 
2 (©- )2 1 2 
(موجودة) وح ب يونا - (م) 0” عودنا 


وبذلك تكون 0- * نقطة شاذه منتظمة. / 
نفترض أن الحل على الصورة 
22( عم ل «كييج ادر 
2 
(3) »عر مج عيرس )© > ررر*** جروج )0 ب 
بالتعويض فى المعادلة (1) نجد أن 
“عر لمج 16) 67 عرس ير ب “كير 1 ورج )رم + كل 6 


7-0 


جه 0ح" “ين (9(5- عد 
در 


+ “ير روه ع) ال6 ب "كير 10 وج )+ 5) ر2 
زاطلب 


0و 


0- دعم (95- 0 اال ير يو + 1( 0+ 
0-- 


66؟ - 


** “ير 9(0-(م+ عز) + 1 - برج )+ 5)) 2 


00و 


0 - »دعي (1+ 70+ 04 + 
0م 


0- ير 1006 يوري ع( *ر 3- 2+ 0 2 


20م 


4-0" بر 10 يرج )5 ب 0# بر 3/0 يرج ج)(3 + بورج ج1) 57 
: دوم ١‏ 


بمساواة معامل أقل قوى للمتغير + بالصفر نحصل على 
0< ,_ )”م + 16) + ر )(3- يور+ 3()16 + يور + 16) 
وهى للعلاقة التكرارية والتى يمكن كتايتها على الصور 


(5) يع (7+ 1)- 


(3- ورج ج3()1 بج وبر ج) 0" 
0>,ر©,0* ,© ,0 رع + ,©3- )3+ ع) 
5-5 - عي جه 0-(د- يز)زد + ع) 


يوضع .....1.2,3< 7 فى (5) نحصل على 


1+ 2 
٠‏ الا سح م6 
(2- 4()1+ 6) 


22 2 +10 + 2( 


' (5+ )4+ )2 - 1()6- كل) ' 1 )دبج 202 


555 


(3+ )2 + غ1 )1 + علق 3+ 26 


" (6+ 5()1+ )زهب )2 - )1 - )#0 0 #زمبد جم 30 
وهكذا بوضع هذه القيم فى (2) نحصل على 
ا (3+ اا #6 ل معالل كتيسن اليوه دن 
(5+ 4()6+ )2 - )«1- 8) (4+ )2 ) 


8 (3+ )20 + )1 + 1) 
)6( 0511555555915 سق لاسي 1 111ص 11س 1 00 
1١()16 - 2) + 4) +5()1 +6(‏ - 16) 16 


بوضع 3- كم باحلال © بدلا من ,© فى (6) تحصل على 





(مثلا) ييم- دري ين 2 + 1 عوك 
3.2.1.9 8 2273 


بوضع 3-- .5 بدلا من ,© فى (6) ومع ملاحظة أن 0- © لقيم 


3< م تحصل على 
د ]تعد )اده 0 


باط + هته <ح و 


ويكون الحل العام هو 


ملحوظة هامة: إذا كانت 2-0 نقطة عادية للمعادلة ‏ 0- 0+ برط+”بر 
فاننا سبق أن شرحنا كيفية الحل كما فى المثال الأول وكل المسائل التى فيها 
م*- را نقطة عادية يمكن حلها بطريقة فروينيوس. والآن نسرد المثال التالى 
مثال ("): حل المعادلة 0ح برك بتور->ررةع -1) 

الحل: من الواضح ان 0- ع نقطة عادية للمعادلة 


)1( 0 - يو4 + / بور -” برز* عر -1]) 


 ؟5ا/‎ 


نفترض الحل على الصورة 


2) 


20 ,© 
وبالتاسى 


(3) 2 > ؟"يرجا- ورج لايم + ع]) يح الل كي 6*0 يروم )ير 3 0 
بالتعويض فى المعادلة (1) تحصل على 


ب **” رزصيىر + )© ب 00 )+ + غ1), © +-1) 
0- وو 507 40+ 


وبعد التبسيط نحصل على 


0د "* 4 - روج 16)] يح 5-2-5 يورت يرج عل) سرج )ري © 
زلحينا 
أو 


|] 


0 


0ع ** > بر(2 - يرج 2()16 بج ورج عل) رح 5257© بر ورج ورور )> 1ع 
0م 
)4( 


وهى متطابقة وبمساواة معامل أقل قوة للمتغير عد وهى ->-*»م 


ان 
(4-2) 0- 4 مج )0 + )الى 0- زا وج ارس لا © 
ومنها 
4- ررد كر 
5 5 ك0 
)5 > ]1س ررس كي 2 


2 لحي 5 


0 ).0ع 0.6 - (4- )ل ). )11-2 - كلا كار 


ومنها نجد أن 

)6( 1-0 )ع جه 0-ا-ع) على © 
أى 1- ,0 2 ا و ل ا وإذا ساوينا 
معاملات ‏ -* بالصفر نحصل على 
(6-2 1 0 - ع1(1+ )0 
فإذا وضعنا 4-0 فى (6-2) يكون ,© غير معين» وباستخدام (5) يمكن 
أن نعبر عن . ....,6.,©.,© بدلالة ,© ا ...0,0 بدلالة ,260 وإذا 


افترضنا أن ,© معينة فإن عندما 0- © فإن 4-406 


2-ه 1 7( ص 


وأن 2 2-- ني © 5 6-0 » وكذلك 0 > ... ع ,)ع ع ). وأن 





2-- ديع 


61 _ 
2 
08--0(/4),©- ,© 
62-6 /(6,3- ,© 
وهكذا. بوضع 85-0 وهذه القيم فى (2) تحصل على 
[... + “عن 00+ 7تون “عي 0+ ع0 + ,0] * عت بر 
7( [...+ 1 و + 0+ راعدم][...+ حي با عر )+ عع ٠:‏ 
نحصل على 
7 دير تير 2 ْ 
... -16/ و 20)1-222(3+0. 


وهو الحل المطلوب ويحتوى على ثابتين اختيارين هما ,0 و ,©. | 
ملحوظة: على القارئ أن يتأكد ان الجذر 1- 5 للمعادنة الدليلية يعطى حلا 
آخر كالعادة. ولكن هذا الحل يكون ثابت مضروبا فى واحد فى الحلول فى (7) 


- 5659 


الحالة الثالثة: جذرا المعادلة الدليلية مختلفان والفرق بينهما عدد صحيح 
قاعدة: إذا كان جدرا المعادلة الدليلية غير متساويين ك2 7 
(,<,5) "أى ,م للجذر الأصغر" والفرق بينهما عدد صحيحء إذا كان 
بعض للمعاملات فى للحل را تصيح لانهائىي عند ,رك - ك5 فإننا نطور 
صورة ‏ بوضع (,2- )4 بدلا من 0060© . ونحصل على حلين مستقلين 
بوضع ,م 5 فى الصورة المطورة للحل /اء وكذلك 396/ة. وتكون 
النتيجة عند وضع 1-5 فى 7 تعطى مضاعقف عددى للذى حصلتا 
عليه يوضع ,5 - ك5 ولذلك نرفض للحل بوضع ,5-4 فى له 
مثال (4): حل المعادلة ش 

)1( ْ 0 بو -/ برورة- ” برع -1) عر 
الحل: بالقسمة على (+-1)+ نحصل على 





3 ام 
ات وا 


1 
0 - 
عت عر-1 


بالمقارنة مع 0- (ع)0+(5)2+”بر نجد أن 





0- - سدع ثم 
2 بر -] 

وبسهولة نعرف أن 0-+ نقطة شاذه منتظمة ليكن الحل 
22( 0ع ***بريح "7 د بر 


وبالتالى 
(3) »كبر بورج ين إور سج )رح 5 د رو 0 برزوورب عز) © 55 دار 
1 حير 0-- 


بالتعويض فى (1) نحصل على 


ار 5 


# ير( - ع )0 ل )© 2 يس 


0ح «دخيرى6 اك ريرج 4 -3- 
0-- 0-- 
وبعد الاختصار نحصل إلى 


(4) 0ع***ي 1 جسم + ع) © لسك يرع يوري 1+ )ى © ر2 

0-م 0-<ومس 

وهى متطابقة. وبمساواة معاملات اصغر قوى 2 بالصفر أى معامل ‏ 7 *جء 

فاننا من (4) نحصل على 

1- 0.2- كه ج ([1-ع)5 جه 1-0- ) عل, © 

وهذان الجذران مختلفان والفرق بينهما عدد صحيح. توجد العلاقات التكرارية 
رٍ أو ام معامل ا ير بأل 0 - ْ على 

0- *(م+ )ري ©-(1- + ع1)(م+ 016 © 


ور ل 





9 6 
عندما ١‏ - جم فإن (5) تعطي 
1+ 2 
)6( 22-67 
بوضع 7-2 قى (5) واستخدام (6) تحصل على 
22 _2+يع 
0 مر 
بوضع 3- :م فى (5) واستخدام (7) تحصل على 
3ع ل3+جعر 
8 جيجه 


بوضع هذه القيم فى (2) نحصل على 


(..+*ين +ع © + ©) 5ع د بر 


3 


1 3 
)09 .ود شلك حك 'القطلي 
4 4 4 





إذا وضعنا 0- م فى (9) نجد أن المقام يساوى صفر وتصبح المعاملات 
لانهائية. وللتخلص من ذلك نضع ,54 - ,0 (9) فإن (9) تؤول إلى 
(10) [... + ©3ع(3 + غع1) + :ع2 + ع1) + ءر(!+ ع1 )+ ] *م4- » 
بوضع 45-0 ونضع © بدلا من م4 فى (10) نحصل على 
(11) مثلا , 4ه > (... + 323 +22 + ع)و د ل 
فإذا وضعنا 8-1 فى (9) تحصل على 
..+2ع3+ ع2 + على )-< و 
وهو حل غير مستقل عن الحل (11). ويمكن الحصول على الحل الثانى 
المستقل خطيآ من ,ع(37/95) وذلك باشتقاق (10) جزنيا بالنسبة إلى / 
نحصل على 
[... + * عر + عر + ]] “س4 + [... + “ع(2 + غ1 ) + ع(1+ غ1) + ]ها “ىلع 016/ بل 
)013 
بوضع 4-0 ويوضع 5 بدلا من ,4 نحصل على 
[...+ 2ع عر + 1]م+[... 31+ 2ع + عز]زع اما مدى.ءما غ91/ 0 
(14) برقع [(... + ةجر عر )+ رما مامء 
ويكون هو الحل المطلوب 
الحالة الرابعة: الجذران متساويان 
قاعدة: إذا كان جذرا المعادلة الدليلية متساويين ,* - ,»© فإننا نحصل 
على حلين مستقلين بالتعويض عن 42 فى لز وفى 8 نحصل على الحل 
المطلوب. 


1ن 


مثال :)"١(‏ حل المعادلة 


20 بورج برج بعر 


الحل: لدينا 
01( 00> بإجر + ” بر ج” بور 
بالقسمة على « عو ويك 
:: 


ومن السهولة اثبيات أن 0- م نقطة شاذه منتظمة نفترض أن 


2( 0 “0 2 -1 
: 0-عم 
وبالتالى 


(03 3" “يج - ,+ عل/(وم + عق)ي © 0403 5 ددر 
عدوم 0-م 
بالتعويض فى (1) تحصل على 
0“ يران اكير ريو ج1) ات* “ر17- ررب ع1)(ج + 1), © رج 


أى بعد التبسيط نؤول إلى 


40( 0ر0 ا الع بوره 4ت . 
(0حدوور 0ت 
وهى متطابقة. ويمساواة معامل اصغر قوى للمتغير 2 بالصفر فاتنا من (4) 
نحصل على 
أى 8 جذر مكررء 0- > ,2-0غع 0 23-0ك© 


ونحصل على العلاقة التكرارية بمساواة معامل 7***+ فى (4) بالصفر 


1 
)5( ا الو ي© جه دعر 0+ ةلس )0 


77د 


للحصول على ,© تساوى معامل *2] بالصفر تنحصل على 20 1+ 8),© 
وبالتالى فإن 0-<,0© (حيث 0 - ك5 هو جذرا المعادلة الدليلية). باستخدام 
0- ,)2 و (5) نجد أن 


)6( وحبي ع دي 0ك ,6ع 6 
بوضع ....2,4,6- 7 فى (5) وللتبسيط نحصل على 

*(2 + غ1)/, 0 - © 

*(4 + )2 + 1) ا ,)ع 4+ ) ارمس 6 


*(6 + غ7 ) *(4 + غ:1) *(2+ 16)/, 0 - :(6+ 1)/, 00ه-- ,0 


ويكون 
1... + 3عيني 0+ عن 0+ ع0 + © “ عد بر 
رو رج ل ا اس -1) “عون ل 
26 
بوضع 0- 5 يكون لالحل هو 
ال سم سي ل رما 


4 


للحصول على الحل للثانى 


2 
المسسيي يدي يدت ]زريز #عر عت يرج 
1 4+ )2+ ع) 2(2+غع1) ايم 827 


5-00 مسي ايو ةك 0-2 
1+4 2+2 "*(4+يز)*(2+ع) (2+ع) 2 5 





1 -] “عن 60+ 


1 


,ع 4 ك2 92 
(..+ب سلف هه هت 5 
يمع عد جر + جر - 1) دما دم مز يوج 
ع كد 2 6 سمهب 
224262022203077 ا 


5 1 ادي 
7عم50 . ا و ا دما عنام - 


ويكون الحل المطلوب هو | «<(+ ميه- بر. 
5-5١‏ الحل بالمتسلسلات حول نقطة شاذة منتظمة لقيم مر الكبيرة 
نفترض ان المعادلة المعطاة 

)1( 0- بر(ع) 0+ «(ع)م بتر 
وأننا نريد ايجاد حل المعادلة (1) لقيم كبيرة للمتغير المستقل دا أى حول ©. 
ولهذا الغرض فإننا نستيدل بالمتغير المستقل 2 المتغير + بالتحويل التالى 

)2( 1ع أى دادع 


وهذا التحويل يحول قيح عر الكبيرة إلى قيم 1 الصغيرة وباستخدام (2) فاننا 


)003( 0 - :و( ,0+ عل | ج04( ) ط+ :عل / بر* 4 
وعلى ذلك يقال ان المعادلة (1) لها نقطة شاذة منتظمة عند -.- + إذا كانت 
المعادلة المحولة (3) لها نقطة شاذة منتظمة عند 0-<. 
مثال (7): اثبت أن مه- عر نقطة شاذة منتظمة للمعادلة 

0- بر2 + /بور4 + ” رذع 
الحل: لدينا 

1( 0ح و2 + ارمرة بكوتعر 
نستخدم التحويل 


- 555 


(2) ا عراعع أى #/اع, اتى بل - عل / ال 


3 
ولكند 
“دك - 1 4 “4 ج4_ 49 _, 
انس ينيد جع ) ندا | سك نت يم لكام مد لشم كح 3 
44 1 1 حك ل حك 
لاقي ل ل لد دم 
1 44 :ل حك عل ١‏ ال حل حل - 
أى 
4( 2ن 4ه (2م) 4ع كه .تم 
041 41 80 2 | 


0 دد + اله أت 40و و م 0 
41 ع 44 :41 ع 

أى 
6 24 )0 438 
5 وي امن داب 4ك 
)05 1 )| لقنأ “معن 


أن ١‏ ةك 
0ع ببروع0+ سل مم+| ا جح 
0+ 2 


/ 
2 ع2 205 
يعون كم 055-10 وبالتالى فإن 
2 -<(20)6: 2--()طر 
وحيث أن كل من (56,ء (206+ تحليلية عند 0-+ وبالتالى فإن 0-: 


تكون نقطة شاذة منتظمة للمعادلة (5) أما بالنسبة إلى (2)ء فتكون ) دع 
نقطة شاذة منتظمة للمعادلة (1). 


مثال (8): اوجد حل فى صورة متسلسلة للمعادلة 





0- د مد 4( -1) 





ل 
حول مم:- ير 
الحل: لدينا 
0002 0- برم+” ةبر( * ع -1) 
نصمع 
01 1 
2 2 2-7 د شاع 1- 
2( د /1 2 5 مو جحع/1دح ير 
)3( 5 4_1 4 لك اله 
41 عر أعك حل 4 حل 
)- )4-4 4 - و4 
#عر )ل نك مك عحة ل عق كه [زعقاعكل حك 
4( كدر لكب د لد 2 
01 411 :كل 1ك 


وبالتعويض فى (1) من (2) و (3) و (4) نحصل على 


2 
| 2+ -0 


0)- هب[ 4 + كن 
4 


وبالقسمة على (2-1غ26+ نجد 


)5( معو و يه 


بالمقارنة مع 


ا 


وي 





8 ريم 4 





6 2 
2 . سس 2 1 1:3 مجه جه 1 ب 
بيحيت أن 2-1ع 00 2-1غ+ م 


وبذلك تكون (6 /ء (006*غ+ كل منهما تحليلية عند 0-<+ وبذلك تكون 
0- + نقطة شاذة منتظمة لمعادلة (5) 


ولحل (5) نقترضص أن 


62( وى . “2ر0 ر< در 


5 2 5-9 
1057 مل عرس جل لا لكي السك زمرب 6) لا - يف1 ره 
0ت 


د وير 
وبالتعويض عن «رء “نبرء ”بر فى (5) تحصل على 
او ميم + ع1) و ين 51 + 16)( + 16) 64-42 
52-0 0م 
0- 0 6+ 
: 0 
أى 


* ع 100 وريه 0 + 0014 6خ« كو )1 + 01 + 04 2 
2 20م 
0م «دكرن لومب كر روم )2 + 
جد 0-- 
1 + ** يي 6[0-(1- سر ل)( + )) 57 
0< ور 
- **«خر ميم + غ216 + 1 - يرع )روص+ 24)) + 
0-م 


لخ 


أو وي 606 ورج كل - ورج )1 8 
كت ور 


7( 0ك )زرو + 1) + “زوج 1)) ع 


0 2ك 1ج وج )سرج عل ص دكب 2 م ورب ج)(ة- ربع 5 


(اديو 
وهى متطابقة. وبمساواة معامل أقل قوى للمتغير # بالصفر أى *2ء فإنه من 
0*ى'0) ,2---2 ,3< 8 جد 0-(2+ 6006-3 
ويذلك يكون جذرا المعادلة مختلفين والقرق بينهما عدد صحيح-. ثم تساوى 
معامل “*م: فى (7) بالصفر نحصل على 0-,37+ )(2- 2) والذى 
يعطى 6-0 عندما 2-- كو 3 -ي2. ويمساواة صعامل **تروفى (1) 
0- تي )1 - + كل )(2 - يع 16 ) ٠‏ رى 280 + + 3()16- ورور ك16) 

أى 


(8١‏ صحي اال لل كا 1 شد يم 
(2 + س+ 3()4- يم + 6 

يوضع ...,.3,5,6- 0 فى (8) مع ملاحظة أن 0-,6» نجد أن 

تلاحظ ان 0 - ,)د )د © 


+ع 
٠‏ 4 + ع1 كي) 2 


(3+ )20+ 06 (3+ )21+ 25 _ 
“7 "9 6 + يز)إ4 + ع)1- ع) * (6+ 1+ ع) * 


حيث 1(20+ 5) وهكذا بالتعويض في (6) 


- 555 


١ 9)‏ هر (3+ع)28+ ع _ د 1+ *)*ة 
(6+ غ4()12 + عق )(1 - ع1) 2" (4+ 1()2- عق) 


د : 
بوضع 4-3 فى (9) وبوضع »© بدلا من ,0 نحصل على 

(10( بهد |..+ اسحسحا” 1+2 |1 » 
يوضع 2--- © فى (9) ويبوضع ً بدلا من ,© تحصل على 

(11) روط - [12/3-]1]* بؤع بر 
ويكون الحل المطلوب. +5+ اه- بر 


3 4 
1 4 1 2 3.61 1 34 2 
١‏ 1 + و مودو و ري +14 | 
ى أن جد (آ 0 ل +ير 2.79 *2.72 +1 4 


ملحوظة: يمكن استخدام نفس طريقة فروينيوس ونفس التعويض عندما يراد 
الحصول على حل بالمتسلسلات فى قوى + التئازلية وذلك باقتراض الحل على 
الصورة 


القاعدة: هى (3) نفترض أن الحل على الصورة ٠0,20‏ “7 *+2.© (3 2 بر 
(11) للحصول على المعادلة الدليلية . تساوى أكبر قوى للمتغير د بالصفر 
(133) للعلاقة التكرارية تساوى معامل أكبر أس (عموما) فى للمتطابقة بالصفر. 
(سوف نستخدم ذلك عند دراسة دالة ليجندر فى باب قادم). 


ف ري 5 


تمارين 
أ اثبت أن 2-0 نقطة عادية للمعادلات 
زاع موود ررب 1ه ةع 1 ث 0ع بر2جثيور-ترر () 
ب- اوجد الحل فى صورة متسلسلات للمعادلات 
حول 20 ,20 بر ص2 +”ر(ةء-1) (1) 
حول 2-0 , 0ح يربص +”بر(ةع +1) (11) 
حول 1< , 0 بر2+ 7 نص-”بر (قتة) 
3 -(2,200-(0) رز , 0- بورج و3 + ”را - 2ع) (نكل) 
حول 20 ,20 بر(ع+1)-”سص+”ر(ة ع + 2) (/,) 
حول 0<« ,0 بر2 وهب برخ 2ع (1,) 
ج - استخدم المتسلسلات لحل المعادلات التالية 


0ح بري تبر انيرك -2 0< و3+”*بر(ع-1)+*ررع-1)ع2 -1 


0 - 3ج 6 بر[ + ع)+ك”وجج2 -4ك 0 - 4ك ” 3 
:عق 4 

0 بور -* بور +” 1+ *ع) -6 0ح ب1+ 2ج) + ورت روةع2 -5 

60> سثعر اروص ”نر -ق 0ح بر برج بوكر -7 

0ح «و*عربير -10 0 بو - “ريص +” نوزة عر +1) -9 

0- بررعره +3) + 'رورة- ”رذع -12 0ح برو- بورزيعة+1)-”روع-)ء -11 

0ح :29 + برزير +]) ”بر -14 0ح برع +1)-/وصب> رذع -13 

0< ور برجعسص -16 0ح برج تززع + )ع كرذع -15 


0ح وار ربك ورن ود أيه -18 0ح برا رز ع1-3) + رز*ءر-)ع -17 


5 ايض 5" 


(ه) لوجد حل المعادلات التالية فى صورة متسلسلة تنازلية فى المتغير 
المستقل 
0ع درا و_)م نو - “ررذع -) (1) 
0ح سرجتوة بيرم بن رايرلى (2) 
0> 12ج تيريرة-”ورة*ع -1) (3) 
0ح رةه ثورة, -1) (4) 
و- اوجد الحل فى صورة متسلسلة قوى تنازلية للمعادلات التالية 
حول | همدع .0ح بر(1 + م)ير+ ص2 -”ررة, -1) (1) 
حول مصمادع و 0- ج+*ج6م +“ رةعه4 (11) 
ز- اثيت أن المعادلة 
0ح بجج+ بورع1-3)-ت ردير 


ليس لها حل منتظم فى قوى © التصاعدية ولوجد حنها المنتظم فى قوى عر 
التنازلية. 


## ل 


الثاتى عشر 
نظرية وجود ووحدوية الحل 

ققطء1201) 1112110116255 31200 ع 1205126 
١-7‏ مقدمة: تقابلنا كثيراً بعض المعادلات التفاضلية التى لايمكن حلها 
بالطرق المعروفة حتى الآن. وقد صيغت كثير من الطرق للحصول على الحل 
بطرق عددية على درجة عالية من الدقة. وفى هذا الباب سوف نناقش طريقة 
التكرار (1]6230401) : لايجاد حل تقريبى لمسألة للقيمة الايتدائية 

,ا-(,*) 7 ١‏ (2,ع) [- عد | وك 

يسمىن. الشرط >( بالشرط الابتدائى. وترمز (,مع<) ‏ إلى قيمة 83 
عند ,+ع عد. وفى بعض الاحيان نعبر عن ذلك بالقول بأن مع < عندما 
06> الى - 
فى هذه الطريقة يتم استخدام تطبيق متكرر لنفس الخطوات حيث فى كل خطوة 
نستخدم نتيجة الخطوة السابقة للحصول على نتيجة اكثر دقة عن ذى قبل . 
5-١‏ طريقة بيكارد (810351) للتقريب المتتالى (أو طريقة بيكارد 


للاختزال) 
نعتير مسألة القيمة الحدية على الصورة ' 
)1( ْ ,»)جر . (7.,ع) غ- عا وق 


بتكامل (1) على الفترة (<.,*) نحصل على 


عفار / | - به | 


ود 


عبر ») / [ د ور زع) بر 


)2( | حلا نر +) عر | + وبع( 


0 


ا 


وعلى ذلك يكون حل مسألة القيمة الأنتدائية (1) مكافئاً لإيجاد الدالة (>) ز( 
التى تحقق المعادلة (2)») حيث إنه باشتقاق (2) نحصل على 
)*,٠(‏ /- عل | بلق وبوضع ,*- ع« فى (2) ينتج 2+0 -(2)ر أى 
-(,*)ر. وعلى العكس يمكن اللحصول على (2) من (1) بالتكامل على 
الفترة (+.,>) واستخدام الشرط الابتدائى ,م«-(,*) ا. 
وحيث أنه ليس لدينا تعبيرا عن يدلالة *اء فإن التكامل فى الطرف الأيمن 
فى (2) لايمكن حسابه. وعلى ذلك فإنه لايمكن الحصول على قيمة ل[ 
المضبوطة (63©6) وبالتالى فإننا نحسب تقريبات متتالية للحلول (2) كما 
يلى: كتقريب أولى نضع ,اع بر فى التكامل فى الطرف الأيمن فى (2) 
ونحصل على 

(6©3) 200 041 نز ج) عر ] + وبع عور 
حيث (*),ر هو قيمة مناظرة لقيمة (+)7 وتسمى بتقريب لول وهو يعطى 
تقريباً لقيمة (*) بر عند أى «. وللحصول على تقريب أفضل نضع ,لا بدلا من 
فى للتكامل فى الطرف الأيمن فى (2) ونحصل على تقريب ثانى ,نر أى 


)4( 0 , 2) ير | جور زع)رر 


10 


وبالاستمرار بهذه الطريقة نحصل على التقريب ,: المعطى بالعلاقة 


جلما نا ع) ثر [ + وبع زمر 


وعلى ذلك ققد حصلنا بعد تقريبات متتالية على الحلول 
( ,37( )2 0.7 )و9 


مثال :)١(‏ استخدم طريقة بيكارد حتى التقريب الثالث لحل مسألة القيمة 
الأبتدائية 


2-(2)0 ,, 3-*غع2- 2 - حل | «4 


595 ل 


الحل: لدينا 
2 >(0)م , 3-:222- و2- يل |/ ول 


نعرف ان التفريب النونى ,7 لمسألة القيمة الأبتدائية 

)1( ولع نر عندما مدع («,») [- عل | برق 

)2( 064 اع | + وراد ور 
بمقارنة (1) مع (2) نجد أن 

)3( 0,32 ىع ,3-:222- 27 -<(2,ع) ‏ 
باستخدام (2) نحصل على 

4١‏ 3 - :2 - و (2) [+2 )ىر 

0 


التقريب الأول: نضع 1 2 فى (4) نحصل على 
+34 - 2 2 -4) | +2 - جإهزة- 22 - ونر2) [+2 > (عرر 
0 0 


3 


حدود ]+2 2 22 -1) ]+2- 
0 


3 
- عر + ح- 





)5 
التقريب الثائى: نضع 2 << فى (4) نتحصل على 





3 3 0 
| د دع( مهد )د ]+2 - ع(ة- *22-,2) |+2-(6)ور 
0 0 


- 596 


مها كك دمد- ,دغ |+2- 
3 ا 
4 3 
)6( ا لجا الوا 0 
3 3 


التقريب الثالث: نضع 8-3 فى (4) تحصل على 


4 2 1 
اليه 06 ]+2 - عه(ة- :22 - ,2) ]+2 - وبر 
4ر0 3 َ 
3 4 3 ع 
7 0 [+2- 
15 3 3 3 ّ 


مثال (؟): استخدم طريقة بيكارد للتقريب المتتالى لإيجاد متتالية من دالتين التى 
تقترب من حل مساألة القيمة الأبتدائية 


1 -(0)ر , 2+ *ه- يل / ول 
الحل: لدينا 
1( عندما 0 >< تكون 1 قو *بو+ *م- يول / وق 
نعرف أن التقريب النونى .2 لمسألة القيمة الأبتدائية 


2( ها -() 7( ١.‏ (7.:) [- حا وق 

)3( حز,_, ا ع) /ر | +ونز د ولا 
بمقارنة (1)» (2) نجد أن 

4( 1[>-ىرر,0<,ع ,*بر+ *م<(ر,ع) ور 


وعلى ذلك 


كلل 


)05 بر *6 جاع ور 


التقريب الأول: نضع 1 7 فى (5) حيث نحصل على 
حه(1 + *م6) [+1- حر + *ع) |+1- 7 
ْ 0 ش 
عد+ *م-1- عر+ *م+1- و[ + *6] +1 
التقريب الثانى: نضع 2 7 فى (5) نجد أن 
مز *(ع + *م) + *ج] +21 2 + *م6) +1 زمر 
ع عه( “م2 ب 2 عرب غيب *ج] 1+1- 0 
0 


كد 1 2 ت2 1 :0 
حل +26 |2+ لدلى ثم لاب آم |+14 جع 
5 3 ر ا 


ع , يذدية 1 2 عه 1 ا 
”14 [|- 5[ *مع] 4252-1-22 خم + *م +1 - 
0 2 3 2 


3 ع2 


[ بي 6 
>م *وعر)2 4-4 ده *مه 
5 3202 2 
13 280 
([ - *2)6- ووو او كن *مع- 
2 3 :2 


3 
. *1(6- م 6 
مثال ("): استخدم طريقة بيكارد للحصول على حل المعادلة التفاضلية 
2 د _ا# 
0-<(770 ص 7س جرح حك 
700 


أوجد على الأقل التقريب للرابع. 


ل 5 


الحل: لدينا 
)1( 0 ><( عندما 2-0 «- جرع ييل / وق 
نعرف أن للتقريب النونى ,زر لمسألة القيمة الأبتدائية 


2( 0 ><( عندما 2-20 ٠‏ ((.<) /ع عل |/ وك 
يعطى بالعلاقة 

(3) عا تزع ع | + ونرت وير 
بمقارتة (2)» (3) نجد أن 

)4( 00> ,0 ني 0 بن - عع (ز,ع) /ر 
وعلى ذلك 


رذع ]- 0 
)0( 
التقريب الأول: بوضع 1 -7 فى (5) وتستخدم (4) نحصل على 


)6( --- م سد عه [ > عفرو بر *ج) - 
التقريب الثانى: بوضع 2 -:: فى (5) وتستخدم (6) .نحصل على 


شر 51 1 
ما كد |- 1 - ةع ]> وا 
0 0 


0 # 1 تر 
7 دده ديد .د ددداك 
0 ْ 4 3 (12[1 ّ 


التقريب الثاث: بوضع 2-3 فى (5) وتستخدم (7) نحصل على 


دل 


(5 2+ سل لت ]عت 


7١‏ طريقة بيكارد للانظمة التفاضلية الآنية: 
يمكن استخدام طريقة بيكارد للتقريب لحل المعادلات التفاضلية الأنية ذات 
الشروط الابتدائية. 
نيكن لدينا الأنظمة التفاضلية الآنية 
' 4 لف 
)1 ك-- حد لل و( 2, لآ. دست 
( (2. 1 *) ع8 0 (2. 2.12 ر 0 
مع الشروط الأبتدائية 0ح برء وجح دن عند ,2ح 2. 
حيث الدوال ك“رء بم دوال متصلة فى متغيراتها وقابلة للتكامل. 
يعطى التقريب النونى (,2,.2) لمسألة القيمة الأبتدائتية (1) بالتالى 


2( بي ا 2 / | +ونرا ع ولا 
)03( ح4(ي,ىة.درلا,ع) ع |[ +,2- 5 


والطر يق تعميمم للطريقة السابقة وتتضح من الأمثلة التالية 
مثال :)١(‏ اوجد التقريب الثالث للنظام 


7992 


1-(0)-,5:)0(<25 لظ يس ج2 يرع لت الج ع عمد 
الحل: لدينا 
5 3 . 01 بقل 
1 عند 2-0 21 جح ,5 > 7 اجرج ج72 2ج جح سد رج جح سكد 
1( 0 0 1 7 
تقريب للنونى (,2,.2) لمسألة القيمة الأبتدائية 
)2( ,)ع - 2 ل 
عند ,+ع + يكون ‏ ,2- 2 , مع را يعطى بالعلاقة 


)3( 04 .ب 7غ ع) ل |+.« <> 


0 


)4( 0 ولا »)م | +وج ,2 


بمقارنة (1)» (2) نجد أن 


00> عا > وج.5 2 ولا 7و* جر جا جة برداع ,22 كي 


)5( 
ويكون لدينا 
)6( عه |+5د ,ا 
0ن( وذ عع [+1- 2 
التقريب الأول: بوضع 1 >5 فى (6) واستخدام (5) فيكون 
43 +5- عه |+5- عض إعكدمر 


بوضع 1 -, فى (7) واستخدام (5) فيكون 


3586٠ 


حا رذع جىج* ع) [+1- 2 

)9( ب ل(5.* + 2 ع) |+1- 
التقريب الثانى: بوضع 2 - 8 فى (6) واستخدام (9) نجد أن 

(2)10 تك عر 5 - مز مكبر |+5- رج +5 دلا 

بوضع 2-2 فى (7) وتستخدم (8)» (9) نجد أن 


3 و0 1 
ممم[ تميتكير) هم |+1- بر عر + رجة ) | +1ع رع 
0 0 


دير 00خ 
)11) كب ركب + +]- | ع تكد *كد ةمأ | +1- يج 
التقريب الثالث: يوضع 3 ,7 فى (6) واستخدام (11) تحصل على 
58 د 0 
ا 00 ا 2 ااتخور 


قن نا و ني 1 
حب 5ج سه ا يت 4 جر 5 جه 
12 663 6 12 


بوضع 7-3 فى (7) واستخدام (10)» (11) نحصل على 


زر بر + رج 2) |+1- وج 
0 





مثال ("): اوجد التقريب الثالث لمسألة القيمة الحدية 
0و>-ى<«,0 - و(ع |/ «4) ,ار ,1+ ودع *عل ١‏ ج*4 
2 
الحل: لين ج2--2 وبالتالى 27-72 وتكون الشروط الابتدائية عند 
0 -« يكون ,0 ,:خ1,2- ودر ولحل هذه المسألة سوف نحل مسألة القيمة 





الأبتدائية 
)1( 1 و +1- 5 , 2 


عند 0 ع« يكون ‏ ( 22-0 ,1- بر 
نعرف أن التقريب للنونى (7.,.,2). لمسألة القيمة الأبتدائية. 


(2) عند ,+« - 2«يكون ,2 <> 0,2<  -‏ ١20لا‏ > م ب( 2, لا ع0 2 

)3( عله 2ب لا / أ + ولت ور 

4 0 2م لا , *) بي [+,ء- 2 
بمقارنة (1): (2) يكون لدينا 

)5( 0> و,0 > ,بآ نز, بوعخ ]1 - ( 2.2 *)ع ,2< (2,1.2) و 
من (3) يكون لدينا 

)6( ,2 [+1- ب 
ومن (4) يكون لدينا 

7( تخهز_ بود ) | 2 


التقريب الأول: بوضع 7-1 فى (6) واستخدام (5) نجد أن 


785: 


ر85) | 042 | +1- عض ]+1 رم 
0 0 
ثم نضع 1 -م فى (7) واستخدام (5) نحصل على 
2 0 د 
)9( 1 د- عفلاء + | - عطاوبرع + [- ,2 
التقريب الثانى: بوضع 2 -<2 فى (6) واستخدام (9) نحصل على 
ع - * 0 
(10) 21 كد م 3 4 2 ا د 
بوضع 2 -2: فى (7) واستخدام (8) نحصل على 
(11) م - عل(ع +1) 5 حهن نود + 1) 2 
0 0 
بعك +1 عه كم / [+1- انكر 2 [+1- ول 
بوضع 2-3 فى (7) واستخدام (10) نحصل على 


همطب عمد ]- نمز بر + 1) ]درج 


0 0 
تير كير 2ير 
2 تب يرع 
0 8 2 

5-7 مسائل وجود ووحدوية الحل : 

لننظر الآن إلى الامثلة التالية: 

أ- نعتبر مسألة القيمة الأبتدائية 

)1( 1-(2)0 . 0عارا+اعة/ برك| 


5 رن 5 


بافتراض أن هناك حلا ممكنا لهذه المسألة هو 20 «. والقسمة على |<ا] 
والتكامل يؤدى الى نتتاقض. نفترض بالتالى 0 - 1 هو الحل الوحيد للمعادلة 
التفاضلية. من الواضح أن هذا الحل لايحقق الشرط الأبتدائى 1-(0) 7 . وعلى 
ذلك نرى مسألة القيمة الأبتدائية (1) ليس لها حل على الطلاق. 
ب - تعدير الآن مسألة القيمة الأيتدائية 

)2( 1-(0)بزر . «ع حجةها/بقل 


وبفضل المتغيرات نحصل على »+ - 4 وبالتكامل + مر 62 

ثابت اختيارى وباستخدام الشرط الأبتدائى 1-<(0)/ر أى ع+1-0 فيكون 
2 

للحل هو 1+-5- نر وبالتالى يكون لمسألة القيمة الأبتدائية حل وحيد. 


ج - نعتير الأن مسألة القيمة الأبتدائية 


)003( 1-(2)0 .ى. «*ا/(1- ر)- حق/ رول 
وبفصل المتغيرات يكون لدينا 
ان 5 لشب 
د 1-ير 
وبالتكامل تنحصل على 


18+ ع م] ع (1 - بر)ما 
أى مم -1- بر وباستخدام الشرط الأبتدائى 1- بر عندما 0- ا فنجد أنه 
لايمكن تحديد الثابت ©. وبالتالى يكون لمسألة القيمة الأبتدائية (3) عدد لانهائى 
من الحلول معطى بالعلاقة ‏ ع*-1- بر حيث »© ثابت اختيارى. 
من الأمثلة السابقة نرى أن مسألة القيم الأبتدائية 


4( »)ا . («7.>) /- ع4 | «4 
قد لايكون لها حلول أو حل وحيد أو أكثر من حل وهذا يقودنا إلى السؤالين 
التاليين: 


585 


أ - مستة وجود الحل (1061620م 621513206): نحت أنى شروط يكون 
نمسألة القيمة الابتدائية (4) حل واحد على الأقل ؟ 
ب- مسألة وحدوبة الحل (5081222م 10101061655) تحت أى شروط يكون 
لمسألة القيمة الأبتدائية (4) حل وحيد ؟ 
تسمى النظريات التى تنص على وجود الحلول وعلى وحدوية الحلول بنظريات 
الوجود والوحدوية على الترتيب. 
نلاحظ أن الأمثلة الثلاثة السايقة بسيطة وتوضح ما نقصده يوجود ووحدوية 
وجود الحل ووحدويته. 
شرط لبشتز (0520104102© 2اتطاء5م1.3): يقال أن للدالة («ر,») / تحقق شرط 
لبشتز فى المنطقة 7 فى المستوى 7 إذا وجد ثابت موجب 2 بحيث أن 
0< كه , ]ايزا ظ عا(ر,ع) ر-درلا,) را 

طالما أن 2 »©(,<ا, ).2 ©( ر,ع). ويسمى ا بثابت) لبيشتز للداللة 
(*«.2) /ر. 
نظرية :)١(‏ ليكن (0)2© حلا لمسألة القيمة الأبتدائية. 

)1 و و7 >-(ىع)<ا ‏ ., (82,ع) رار 
على 7 إذا وفقط إذا كانت هى حلا متصلا للمعادلة التكاملية 

)2( 6,061 / | +مى رع رع)ب 
حيث 7 فترة ماء 1 ©وع 
البرهان: نفترض أن © حلا لمسألة القيمة الأبتدائية فإن 

)0( 1ع د .«((02,ع) ر- عب 
وحيث أن 4 متصلة على 7 و 6“رمتصلة فى 2 فيلى ذلك أن ((02©.©) / 
تكون متصلة على #. وبالتكامل من وعد الى ع نحصل على المعادلة 20( 


786 


لجميع 64> وبتطبيق الشرط الأبتدائى ,2,(>1)© ترى أن © هى حل 
للمعادلة التكاملية (2) حيث 2 >(2..7) . 


وعلى العكس إذا كانت © حلا للمعادلة التكاملية (2) على 4 وحيث أن 
(()ب,ع) م دالة متصلة لجميع 7 © + . وباشتقاق (2) نرى أن 
7ع . (2)ص,ع) /ر-رع)ب 

ونلاحظ فى (2) أن م/ر-(*)© وبالتالى تكون © حلا لمسألة القيمة 
الحدية (1). 
نظرية (؟): (وجود الحل): ليكن (2ز,) كر دالة متصلة فى نطاق ما (/ وأنها 
تحقق شرط لبشتز فى (8 أى 

01 0< كه , إرج ,ب لع |(.«. حر ,م.ع) را 
لجميع 2 -)+.:<,(,),2,١©‏ إذا كانت (,7ا,,+) نفقطة فى (/» فإنه يوجد حل 
(*)9 لمسألة القيمة الأبتدائية 

2( وا م 0 . ((رع) دامر 
على الفترة > |.*- ا:/ لبعضص 72<0. 


البرهان: سوف نثبت النظرية باستخدام طريقة بيكارد للتقريب المتتالى السابق 
شرحها. ليكن لدينا المستطيل +/. 


0< 5 ,0<» ,شكلى:!<ا- | . ©ع إىمىعء-ءا :كم 
الذى يقع فى 8 وحيث أن ”را متصلة على مجموعة مغلقة ومحدودة / 
وبالتالى تكون محدودة على /. وعلى ذلك يوجد ثابت 0< 84 بحيث أن 
,3 34 > |( .ع) /ر| 
لجميع 8 ©(7,+). لنعرف 7 بالتالى 
4 ( 14 / ط. © )تمد ع ع[ 


سوف نثبث بالاستنتاج (الاستقراء) الرياضى أن (*),0 دالة متصلة وتحقق 


كخم 


)05 اومعز 4ك إوبر-رميو| 
لجميع /كإى: - ع |: 1 © >. 


والتفسير الهندسى للمتباينة (5) هو أن ,9 تقع فى #ح 7 ومحدودة 
بالمستقيمين (,*- +) 34 + - وبر براا و 8+ -,+- عر كما هو مبين بالشكل 





حيث أن 4>8/84 فيلى من افتراض تحقق (5)؛ أن 
> 841 كز , :-(ع) رم | 


لاثم ؟ - 


ونعرف أن 52م وبالتالي كل النقاطد ((*6,)2©.*) تقع فى / 7 
7 »© *«. ويكون من الواضح أن 9 موجودة وهى دالة متصلة على 1 
المتباينة (5). وعلى ذلك تكون ,4 معطاه بالعلاقة 


- 046 نز ك) عر ]| + مير > (ع)رب 


وحيث كر دالة متصلة على 4ه ء (,م2ر.6©ثم تكون متصلة على 7 فإن ,و 
تكون موجودة ومتصلة على 7. ونرى أن 
ام - | قةع| نله|(,<. » /| [ ذإ :4(, ,6 ثر | احا ,«-رع)رب| 


والتى تيين أن ,4 تحقق المتباينة (5). 

وكما ذكرنا أننا سوف نثيت وجود واتصال ,4 بالاستنتاج الرياضى. تفترضص 
وجود ,4# وهى متصلة على #4 وتحقق المتباينة (5) وحيث أن النقاط 
»(,6.ع)ء 4ع قإن (41,*)/ تكون موجودة لكل 7 «. وعلاوة 
على ذلك تكون كر متصلة علئ 78 و ,م متصلة على 7. ويلى ذلك أن 


40 647 ,6.9 /ر [ + وبرح ريو 
تكون موجودة كدالة متصلة على /. وعلى ذلك يكون لدينا 


أ,- | ققعا نه|١(6,ه.‏ 6 ر [ !كا وا (2) رربم | 


واللذى يبين وجود ,,.4 والتى تحقق (5)- وهذا يثبت وجود ,ؤ وتكون متصلة 
على / وتحقق (5). 
ونلاحظ أنه يمكن كتابة .و على الصورة 

(_,©- ,)2 ... + (,0 - ي©) + (20 - ,©) + ىر > رمو 
والذى يبين أن (*),+ هى المجموع الجزئى للنونى للمتسلسة 


-مخم 15 - 


)6( [(),_,مب - (») رم] + و32 


1-1 
وعلى ذلك اثبات تقارب المتتابعة ((*),10 يكون مكافئا لاثيات تقارب المتسلسة 
(6) 
وحيث أنه لدينا 


1( «. 6 “ر-6),ه,» يا | - ررب (ع)رب 


144||(مج.» ي-68,»©.) ما [ كز (ع),ب-(+)رب إجح 


وحيث أن /ر تحقق شرط لبشتز فنحصل على 


14 -60,م| |1 ك2 كززرع»),هج-(ع)يرم| 


نت 


باستخدام ومن (5) نحصل على 


“4امء- | |] 841 عا( )رج -(2)رم| 


بذا كانت ,«< د قإن 
مع مر | كك كرريرب- دعيو | 
وتتحقق النتيجة أيضاً فى حالة ,مك >. 
والآن سوف نثبت بالاستنتاج الرياضى أن 
00 اه 


لجميع 4 ©>*. ومن الواضح أن هذا يكون صحيحاً عندما 1- 2,8 - 4 . 
نعتبر الحالة ,د< + (بالمثل يمكن اثبات النتيجة إذا كانت ,> «) 





كا( ) ,م -(2) ,م | 


-”8 


نقترض صحة (7) أى عند 74 وسنثبت صحتها عند 1 + م فيكون 


| 60 ,ب ») 6١‏ ,م.) | | ك|(ع) ,© -(>)ررم| 


0 


وباستخدام شرط لبشتز نحصل على 
)8( :0|4)._,مه-60,ه| [اعلكا(ع),م-(عاى,م]| 


من العلاقتين (7)» (8) نجد أن 
1/7 





34 ”عن إبار 
عله "امى؛| [ اح كازع) ره- )ريرم | 


وهى نفس العلاقة (7) فى حالة (2+1)- وبهذا يتم برهان هذا الجزء. 
عندما كا ,ع - !| نلاحظ أن 


5 “ “كر 'ل,ع- ع | كي 
ع كه ال ضيه 
وحيث أن المتسلسلة !/*/"*8 :5 تتقارب إلى م فإن المتسلسلة (6) 
اعم 

(1/1-1650 5كهعادمةء7). وبالتالى للمتتابعة التقريبية ((+),9] تتقارب بانتظام 
إلى نهاية الدالة (<)4 لجميع / © «. وحيث كل (4,)2 تكون متصلة على 47 
فإن (+)4 تكون متصلة لجميع # »© 2«. وعلى ذلك تكون (*4,)8 وبالتالى 
()9 تحقق (5). ومن ذلك نرى أن 

|أ,- | 4ق عز ىمر -رع)ن| 
والذى يعنى أن 8 ©((04)2.*) لجميع 7 © .. 


وأخيرا نريد إثيات أن 


584.8 


اع ع ف( 6,46 ] | - ب4((») »,6 / | ذا 


زايد 


| +4«( ,6.0 /ر | - :4ج ») م | 


6 


< 1 |/ 6 6)م,‎ (١ غ6((|4,©,» ر-‎ ١| 


0 


|:64»-6©0»م| [إع > 


|60 ,© 560 | عنقم | مع- | ع > 
|(6) ب -(6م | قم 7ك > 
وحيث أن المتتابعة ((+),14 تتقارب بانتظام إلى (©96 على /ء لأى 0<ع 
يوجد عدد صحيح /ل بحيث أن 
> (») برخ 
كح >| (6 رب( 06 | عقس 


لجميع 7< . وبالتالى لكل /< # يكون لدينا 


ع >| /4(()_؟. ) ر-(( 6,00 رو | 


وبهذا يتم لليرهان. 


نظرية (") (وحدوية الحل): لتكن / دالة متصلة وتحقق شرط لبشتز فى 7 إذا 
كان حل مسألة القيمة الابتدائية لا 


م > (ىع) ., (62,7 حار 


موجودا فيكون حلا وحيداً. 


1 د 


البرهان: نفترض أن (*)0ء (+)/ حلان لمسألة القيمة الابتداتية سوف نثبت 
أن (2)©-<(2)نلا لجميع 7 » *. ليكن 


)9( 6,064 عر | + ىر > (عر)ب 


0ك 


(10) 6((4) نع عر | ج ويرك رعين 
لجميع 4 © *#. ويطرح (9) من (10) تحصل على 

(11) | | 6.46 /ر-(( 6)نبا, 6 | كادمو-دمس 
وباستخدام شرط لبشئز نحصل على 


000 | همسا( ]| كلكا رع)ج- | 


وحيث أن كل من (*)وء (+)با دالة متصلة فإن (*#)©-(*)/إا يكون دالة 
متصا: وبالتالى فهى محدودة على / أى أن 

©> |(عمم-رع)ب| 
حيث ') ثابت ما. وبذلك يصبح (12) على الصورة 


)13 [,+- ءا 1ح ]| يك | كا ( عاب - ( حانبا| 


)14 («/ "[مع - ع ]| " لعز ( )ب - (ع)با| 
لجميع 67 *. ويكون واضحا من (13) أن (14) تكون متحققة عندما 1 -7. 
والأن نفترض أن (14) متحققة فإنه من (12)» (14) يكون لدينا 


0 اح م 


0 - نه "[مع- ]| / ك2 كرريو -( )نر | 


7585 


لجميع 1 ©ع .وهى نفس العلاقة (14) وذلك باحلال (2+1) بدلا من « عندما 
ةك ل كأوء- عا ”م 
الم 


كا م- كد ترى أن 1 


وحيث أن المتسلسلة !/ “5*8 !2 تتقارب إلى *“4. فيكون من الضرورى 





أن 
اا 
ينتج مباشرة من (14) أن 
لأى 2 الات تخت كز ر عرب - (عد)ببا| 
وبالتالى 
5 قاد 


سسحت م :1 كز ( ع)ب - ر )بن |ك 0 


لجميع 1 » <«. وبالتالى 0-ح|(2)©-(ع)/ا[ اى أن (+)/ا-(2)ب. 
لجميع 7/©#. وعلى ذلك تكون الدالة (4)2و الحل الوحيد لمسألة القيمة 


الأبتدائية. 
مثال :)١(‏ أوجد فترة وجود حل مسألة القيمة الابتدائية 1--(1) (,12ع-” 
الحل : يكون لدينا 
03 
و2 - ك2 , *بر-(ز,ع) 1 
9 


وكل منهما متصلة لجميع قيم (( ,©). وباستخدام نظرية وجود الحل نجد أن / 


>1+ بر ,4 >|1- ح: 1 


2 





ليكن («.ع /إحقم - يق لكل ع(«ر,ع)ء (14 / طربهامنم - 8. قإن 
نظرية )2( توك أن مسألة القيمة الأبتدائية المعضاه لها حل وحيد على 
> |1- عز. 


والآن ‏ فى هذه للحالة ‏ *(6+1-:(1-8-)- 4ه وبالتالى 








و . م طَّ 
ٍِ 3 لم <- 7. تحدم الات الدالة -(8) شآ . * 
ع مفو ونعدبر ل 8 )6 ومن 
1-86 . ا ّ 2 2 يي ٠.‏ 5 
كك ترى أن أكبر قيمة للدالة (5)مء 0< م يكون عندما 1 - م 





م 1 نج 1 4 
ذلك يكون -- (1)ي وبالت اذا كان -< م24 م>- لح 
وعلى ذلك يكون 1 ()” وبالتالى ا" 0 لجميع 


1 و هر هه 1 
0< 5 وبالتالى ‏ -> - -< #6 بغض النظر عن قيمة ©. إذا كان -> ين 
3 4 “بم 535 : 000 





فيكون بالتلكيد >8 وبالتالى فى أى حالة 4>2. لكل 5-1 4ده 
يكون 


وهى أحسن قيمة ممكنه من # طبقا للنظرية. وعلى ذلك يكون من النظرية أن 
مسألة القيمة الأبتدائية لها حل وحيد على الفترة >> > ة. ومن جهة النظر 
الأخرى أن هذا لايعنى وجود الحل فى هذه القترة القصيرة. ويمكن تعريف الحل 
على فترة أطول تحتوى هذه الفترة القصيرة 1- | التى اكدتها نظرية 
الوجود. وفى الحقيقة أن حل المسألة المعطاه هو بر وهو معرف على 
الفترة مه-> >0 وله مشتقه متصلة على هذه الفترة. 


1 
| -1 


هه 





مثال )١(‏ : عين فترة وجود الحل فى المثال السابق مع الشرط الابتدائى. 
1 ->(101. 


الحل: بدون حل المعادلة يمكن اثيات وجود حل وحيد لها فى فترة 
>1 - عا -إ,ء- ءع|. ليكن 1 ع م ح 4. فإن - 9> * نر - («, ) ث/ لجميع 


سن 1١م‏ ). 
1 <- برإء 2-(1)بر- ور وبالتالى 4- سه )من - . 


75536 -2- 


فإن النظرية للسابقة تضمن وجود حل وحيد للمسألة والذى يكون على الصورة 


ك-(م)بر . وهذا الحل موجود ووحيد طالما 3 +د. بداية من 1- , 


5 1 1 ل ل 1 
نرى أن أكبر فترة لوجود الحل هى <> أ,- حا. وبالتالى بإ قيمه 0-5 
ليست افضل قيمة ممكنة. 
مثال ("): اثبت أن مسألة القيمة الأبتدائية 

م2 ><(1:)0 ىن (2)0 ,20(برر مع جدر 
حيث اع دالة متصلة فى منطقة ما تحتنوى (.ز,0)ء» تكافيع المعادلة 
التكاملية 

5((45) بر,ى) ع(5- 6 [- مع + ىنز (6 نر 
0 


الحل: ليكن (464+ حلا لمسألة القيم الأبتدائية أى 
0-(6)م, 6ع +07 


وبالتكامل مرتين نحصل على 
)1( جه + بز عف(ى)6(9) ع ]) |--(6يو 
0 0 


حيث ,بر -(24)0» ,-2-(0)0 فأن ,جح م .<<د». 


وبعكس ترتيب للتكامل نحصل على 


ل م 


4((ه)0,ه) و(مةه ]) | - مةزعةز(رىوم)ع [) 
0 


©  ى‎ 


يسما 2 


)2( 545 ؟) م(5- 6 | ع 


وبالتعويض من (2) قى (1) نجد أن 


 57941- 


لىع + ور + كه((5)م,.ى) و(5- ») |-- ( )0 
0 
والآن نفترض أن /با هو حل للمعادلة التكاملية فإن م2 (60/لاء ,برع (17)0. 
وبالتالى فإن (1/6 تحقق الشروط الابتدائية وبالاشتقاق مرتين واستخدام 
النظرية الأساسية فى التفاضل نجد أن 
5( ك)للا,ى) ع | - ىح - ( 6 لا 
0 
((6/لا, 6 ع - ح ( )“بلا 
وبالتالى فإن /إ1ه هو حل لمسألة القيمة الابتدائية. 
ملحوظة: إذا كانت (<,ع) كر تحقق الشرط 


)0( > كا :0 / /9 | 
لجميع قيم د و 7 فى النطاق المعطى لنفس الثابت ك. ومن نظرية القيمة 
المتوسطة نجد أن 


)011 دلا > 7[ > ولاو 10200010000008 


حيث (ر,لر,ء) , (,بر,) فى النطاق المعطى. والآن من (3)» (1ة) نجد أن 
(11ة) ‏ ءا - جر | ك كان جر.ع) ر-ررر,ع) /| 

وهذا هو شرط لبشتز. ونلى ذلك أن شرط لبشتز (فذة) يمكن استبداله بالشرط 
الأقوى (1). 

نظرية (5): إذا كان 5. إما المستطيل ك كا ,ر- «].# كا ,ع- | 

(0< *,ة) أو الشريط (2تنا5) 0< #,مع]| بر|,8 ع ,<- | وكذلك إذا 


ق 


كانت («,»ع) حمر دالة حقيقية معرفة على 5 وأن ع > إزير عع مه 








7 
5 ممرع) لأى عدد موجب ع4 فإن (2ز.+)/ تحقق شرط لبشتز على 3 


75/2 


البرهان: حيت 


برج ع و ] أحادون. > عر زرعر,ع) عر 








| »| | كا و اله 9 3 
وبالتالى 
201015 ,| .لا - ر«ز] كك ع|(.«ررع) ,ع / 
مثيتا أن («ر,ع) ث/ تحقق شرط لبشتز على 5 بثابت لبشتز >. 


مثال (5): أثبت أن “بدح («,ع)م تحقق شرط لبشتز على المستطيل 
!عا >|.1ع| | ولكن لا تحققه على الشريط مم >]| م |,!ك| *|. 


الحل: بتطبيق شرط لبشتز حيث * «د> (رر,») // نجد أن 
)1( أدد تن( ار ون اا دحا رص ولزن ,ع دررد,ع) را 
وبالتالى فى المستطيل 1ع]| بر |,1 كا | قإن (1) تختزل إلى 
أ - يا |(120)2) كا ن,ر,ع) ر-ذرر,ع) را 
مثبتا تحقق شرط لبشتز بثابت 2. ولكن على الشريط © >| ن|,1ك] «|. 
يكون لدينا 
ل ا. *) [-(.ا.ع) 






هج | ىر ||ا دك 
عندما -جإ بر| إذا كانت 0غ | مثبتا عدم تحقق شرط لبشتز على الشريط 
المذكور. 
مثال (8): اذا كان لم هو المستطيل عا بر إرمع]| عا أثبت أن الدالة 
* ر+ * »> (بر,») ما تحقق شرط لبشتز وأوجد ثابت لبشتز. 


5 


الحل: ليكن 2 (را,<),(,ز,)ء *بر+ ةد (ر,ع)ث/ر فإن 


زمج+ة»-رج+ ةي ازجع عر ني برع )ا 
أردا- ور ]ررح ور إعز درك 
|.<-2 ]22> 
منبثا تحقق ب شرط لبشتز بثابت 20 
مثال :)١(‏ اثبت أن اتصال (ر,ء) / ليس كافيا لضمان وحدوية حل مسألة 
القيمة الأبتدائية 2)0(0-0.] إأل.- عله/ رك أو بعبارة أخرى اثبت أن مسألة 
القيمة الأبتدائية 0-(0)<ز,| | - ححله/ يه قد لايكون لها حل وحيد بالرغم 
من كون (<إ,<) كر متصلة. 
الحل: نعتير مسألة القيمة الابتدائية 
)01 0-(0) .| « إل - عل / و2 
من الواضح أن | « إ.-(2.*) ثم متصلة لجميع قيم بز وأن 7 لها الحلين 


0< يعر . 2/4ع 

ح بررناع 1 
0> ع 4/اجته 

والآن سنثبت أن شرط ليشئز 


”.ع 72-7 *) 


2( 3 
| - ورر] 


لم يتحقق فى منطقة تحتوى المستقيم 0- بر. فمثلا عندما 20 ,درء ,نر موجبة 
فإن 
53000 رلاء») 20-7 2.ع) 
15 لضو أ را رم] 
(حبث 0< ,رل.) مثبتا ان المقدار فى الطرف الأيسر للمتباينة (2) يمكن 
جعله كبيراً كما نريد باختيار د صغيرة مجر خاي وها ردن بع 
المتباينة (2) لأن الطرف الأيسر فى (2) د يجب أن لايزيد عن كمية تار كه ©ك/. 
35494 - 


مثال (7): أثيت بمثال أن الدالة المتصلة يمكن أن لاتحقق شرط لبشتز على 
ا ماد 
الحل: كمثال نعتبر الدالة ”” بر-(ر,+) كر على المستطيل 1عا| ز|,1ك] ]| من 
الواضح أن («ر,) م متصلة فى المستطيل 27 ولكن 
1 ء 2 0 

© عسد مدر فق سجإصي-إاد ييا 
وحيث أن 0- ,رز نقطة داخل المستطيل. فإن (2) تثبت أن شرط لبشتز غير 
متحقق للدالة ”2 برح («ر,) كر على المستطيل ؟/. 
-ه متباينة جرونويل /1200211 2017/2115 


إذا كانت (ع) كرء (+)ع دالتين غير سالبتين ومتصلتين لكل ,ع«< عء لكل شابت 


موجب وكان 
معد د , عله( /(م)ع + >( / 
5 ظ 
(5(45) ع ات 1ك (ع) / 
البرهان: من الاقتراض 
0 0 10 


45) /(5) م | + ك1 


20 


وبالتكامل بالنسبة إلى *د من .+ إلى *« نحصل على 


45 5) ع || عغدم لاماع ]+ 1 


و و0 


5 ؟) ع ع ها | قرم لرماع [+ 1 


0 0 


وبالتالى 
)ع مت > عفزم) اماع +ع 
أى أن 
كه( ى) ع أمت ع ىمر 
وبذلك تثبت المتياينة. ش 


نتيجة: إذا كان هه / زم دده / حيث (2)ثرء 14 كما فى 
المتياينة السابقة فإن 0 2< د( م. 
البرهان: ليكن 0<ع فإن 


كهاى) / | +ع >( / 


وباستخدام المتباينة السابقة نحمصل على 
و« < ع , [(:- ع لامع >( / 
وبأخذ النهاية عند مجع نحصل على 0>)/ وبهذا يثبت المطلوب. 


ملحوظة: يمكن استخدام متباينة جرونويل فى اثبات وحدوية حل مسألة القيمة 
الحدية السايقة كما يلى: 


01( ما>(ى) ا , بد م2 


والتى تكافئ المعادلة التكاملية 


8 


)2( 5 (5) نز ع) /ر | + ور > (+) نر 


نقترض أن لمسألة القيمة الحدية (1) (المعادلة المكافتة (2)) حلين ولزءر/ز 


يحققان الشرط الابتدائى فإن 
5( 5),ا,ى) ث/ر | + ولا ءالا 
5(5) ,ا ,ى) /ر | + وبر ور 
وبالطرح نجد أن 


5(([5), ند,ى) ر-((6)ز,ى) /] | > نر نر 


30 


| ع4| |((5),لا,ى) ر-((ى),«ا,ى) /| | > إونا-بر| 


وباستخدام شرط لبشتز نجد أن 


اعه| |(ى)يبر-(ى)رج| اك إربر- يرا 


التكامل) نجد ان 

أم- ع ز كن)يه.0> إرر| | 
أى أن 0ح|إ,ر- ,رز وبالتالى (*),بر-(>2),بر. وهو المطلوب. 
نظرد به (5): اتصال الحل (أى الاعتماد على الشروط الأبتدائية) (20821210116)). 
لتكن /ر دالة متصلة على المستطيل > |لنبر- بر| ,ه> |ىء- ١‏ |: م 
وتحقق شرط لبشتز. إذا كان فى مسألة القيمة الحدية. 

,<> (مع) 7 , (7,ع) دار 


2 77 8 حت 


تغيرت القيمة الأبتدائية بكمية ثابتة مثلا 5>]وا-ور] 
فإن الحل يتغير كذلاك أىئ أن >|() م-(2)م |. 
البرهان: حيث أن م٠‏ © حلان فى مساألتى قيمة إيتدائية ما 


41 6 / | جنر - رع)ب 


41( "6,0 ثر | + ىر - (ع) أو 
وبطرح المعادلة الثانية من الأولى تحصل على 
41( 6 "0 6) -(( 6,06 عر | +(0-ى() - (م) ب -60)بو 


وباستخدام شرط لبشتز عندما ,«< +خ نحصل على 


:64+ -60م| | +|ن«-ور| > |( 'م-رعىم| 


لك |(6) "© -(6)م]| ]*+ة> 
وباستخدام متياينة جرونويل نحصل على 
ام عط“ وق > |( م) *م - ( ج)م| 
وعلى ذلك إذا اخترنا *“86-<ع حيثك #> |,+*- *| نحصل على 
ع > |(ع) ”بو -رحم| 
وهو المطلوب وهذا يثيت إتصال الحل مع تغير الشروط الابتدائية. 


5-7 امثلة محلوله: 
مثال :)١(‏ كون معانلة تكاملية تكافئ المعادلة التفاضلية 

بو >(00 :2 ون (2)0 ا ل(عر )م د وكبرجرمر 
حيث بم دالة متصلة فى منطقة ما 4 تحتوى (,0.7): 0<هير ثابت. 
الحل: نفترض أن لم حل لمسألة القيمة الأبتدائية المعطاة وحيث- أن 
ندر دزو 2 + مترومع و بر حلا للمعادلة ‏ 0- بإث*ير+ثبر وتحقق الشروط 
000 ويتغير البارامترات نجد أن + تحقق المعادلة التكاملية. 


(5ى- )الزلراة 6 


)1( 5 0)5, 5) بي ]+ تبروز شت نل 605 ى رز - ( )0 
0 


والأن نفترض أن /إا تحقق المعادلة (1) والاشتقاق مرتين نحصل على 

م 2 > (4)لزاءى نز - (0)/با. ,((6)لإا,ع) ع ح (ع)لإخبر+ رع)”بنا 
مثال (؟): كون الاختزال المتتالى للحل + للمعادلة التفاضلية ‏ 7/7« حيث 
!-(0) حيث 5 تمظها (6 . 


انحل: 
1-(08)0 
+1 - عله ]+1 - (6)رب 
0 
ل 0 
سس 1 - 1 ا -(غ)- 
0 ع( +1) + ()؟ 
وبالتالى 


1 


حكن د /+1-<(4,؟ 
ما 


نيارلا 
3 
م 


كه(ى) ,م |+1-(6 ,ب 
0 


اعدو 00 2 


و 1 
+ند... + ا عغ+1- 
!(#5+1) !م« 2 





وهذه العلائقة صحيحة لجميع قيم 1 
مثال ("): اعتبر المعادلة التكاملية 


)1( 5( 5) بر,ى) ع(5- 6 | - ىج + وز (6 بر 
0 


حيثك (ر,ح)عمء 02/0 دوال متصلة على المنطقة 


(5> إن:- رارهء> |:| :(<.»):82. وليكن ‏ 84> |(ز.6ع|] ‏ ء 
> |«0/ج0| لجميع 8# 6.2(©6. ونعرف .ىز -(6,؟ 


...212 5 ك((5)_ررم,ى) ع(ى- 6 ]ديج +ىر - (6 ينو 
0 
اثبت أن 
(1) ,© معرفة تمامآ لجميع ©0> ]|+| حيث 
5 5 ]). 
2 ,د 11 شه أده 
(13) (,م1 تتقارب إلى حل المعادلة التكاملية (1) على 06> [/|. 
ملحوظة: هذا المثال مع مثال (1) يثبت وجود حلول المعادلة التفاضلية 
م>-(2200 ,و( <-(0) ,20(«ر, مع +”ر 


الحل: (1) تكون (6),ب معرفة إذا وإذا فقط وإذا كانت ((5),ر,©,5)م متصلة 
على 09> |5[ وهذا يكون صحيحا إذا وإذا فقط كان 8> [مزر-(6),,| 


وعلينا اثبات أن لجميع قيم م يكون ‏ 25> |عم:2ز-(6,م] إذا كان ©0> |:| 
ولكن 0>6- |مد-(6»وم| إذا كان 0 2 | ءاء 


ويافتراض أن 

> إىز-(6»_يم|[ا لإأاكان ‏ ن> [غ| 
فإن 84 >|((5)_,م.5)ع|ء لكل > [؟| ويكون لدينا عندما 0<+ (بالمئل 
عندما تكون 4>0) 


| كهاى),_,ه,ى)؟و(:- » [-مءج ]ىز -(6رم| 
0 


ما 


كله| ى- :| | 34+ | مج | 
0 


1 1 
لكا مسر ,م .دح يسريج 


5 ,7 
دام 84+ ,ىح |]| #] > 
00م 5 
8 - 4ض جح > 1ل > 
4 


وبالاستنتاج (الاستقراء) الرياضصى تكون جميع ,4 معرقة تماماً. 
(33) ليكن |(6,©#-(6,,,© 60-1 وسوف نثبت أن 


اك | 


4 ( > 2 


(© كا[ :|), 





وباستخدام الاستنتاج الرياضى نجد أن 


| ا ر,ى) ع(5- 6 | مة |( 6),ب-60,ب 6021م 
0 


5 ءَ و 
7 151 كق+ا,: ].| :| > 45ه|ء-؛| | 4ة+امع| > 
مه 0 


5ه 


بافثرا 5 | 57 
0-7 إر] يرد) 


وفرضيات الاستنتاج الرياضى يكون لدينا 


* 3 >(4),” واستخدام نظرية القيمة المتوسطة 


أ[كه((؟)_,ه.ى)ع-((),4,ى)ع](ء- 6 [-60,, 
0-80 
كك | (5),_,م- (؟5) ,م |.| و م| | > 
0 


45(ى)_ج !| (:- »| |5 > 
0 


75 مع 
عه" “كلت “ا إن بري 
0 


> 74 








22+41 ا+مد2 ل 
الشف اك 85 لتك ان الال 1 
(22+1) (1+ ص2) س2 !(1-:2) 


وبالتالى تكون المتسلسلة 
> كزع به > © 5 حا(6ريه-(6 روز "5 
0 1 

8 | | 


'(22+1) 
((6_,م-(6,م) 15١‏ وبالتالى المتتابعة ((©,10 تتقارب تقاربا مطلقا 
1 


ومنتظما لكل » >| | إلى دالة نهاية (6©© والتى تحقق المعادلة (1) حيث 


حيث أن كل حد يسوده المقدار 71 وبالتالى تتقارب المتسلسلة 





5((ى) __,©,ى) م(5- © | همنا- ع2 + ىر - (») ,و نا - زيب 
0 
5,0)5((45) ع(5- 6 ]يج + وبر د 
0 
مثال (4): اذكر وبرهن نظرية الوحدوية لحل مسألة القيمة الأبتدائية 


د لاه5 - 


مج 2 (0 :رز .ىن د (2)0ر .20-0 نوكر 
حيث 8 دالة معطاه معرفة على كع[ ى؟ - و إيه عا ء|: 2 
الحل: من المثال (1) تكون مسألة القيمة الحدية المعطاة مكافتة للمعادلة 


التكاملية. 
)010( كه( 0)5 ,5) ع(5- 6 [- ترج + ىنز - ()م 
0 
ليكن ,بوء .© حلين للمعادلة (1) على الفترة © >| 4| ونفترض أن م تحقق 
شرط لبشتز على 4/2 
| رز - بر| كط كا( ر, 6ع -(كى, 6ع | 
وبالتالى 


| 5((5).ه,ى) ع -(5),ه,ى)ع)(ى- © [اع|(6)يم-(6رم‎ ١ 


كك | (5ى) ,© - (5)يم || 5 - | [ 1 > 


© يسسا قي 


4[ (ه)ي»-0م,و| [هع > 
وباستخدام متباينة جرونويل نحصل على 
60-0 [ه.هكزدم ومين 
وعلى ذلك يكون (0,)6 -(0,6 . وهذا يثيت النظرية التالية. 
نظرية: إذا كانت م دوال متصلة على المستطيل 


([طكاى:- [ر| , »عا +||(2.»): م 
فإنه يوجد حل وحيد لمسألة القيمة الابتدائية 
م (0) :ور - (0) 0 , 20م م)ع در 


طاهة. 


مثال (5): ليكن / ,يم دالتين معرفتين على النطاق 7 وتحقق شروط نظرية 
وجود الحل. وليكن (1706(.464 حلين للمعادلتين (ز,»كردابر. او 
(«ر, © -”ر على للترتيب بحيث أن ,6,(0-17©+ ,9/6001 . وافترض 
انهما معرفتان على > +> »© ٠»‏ 8»>|(:زر, 6 م-(2,» /| على 8. اثبت أن 


اه (# ه(ي - )ع + ام لي | 171 6 كع ( )با -رع)0 | 
الحل: كما فى المثال السايق (4) يكون لدينا 


9)5((45,ى) ث/ر [+ 0 () 


5((ى)/با,ى) م | + (م)ينا 


وعليه فإن 


| ع[((ى)ب,ى) ع -((4)5©,ى) رآ [|+ | مد كا (م)با- رمب | 
| كه((ى)نا,ى) ع -(5,0)5) /] ]|+ 


كك | (ى)نبا-(ى)؟| ] ع +ع(ه- 6+ | 0-11[ !> 


وياستخدام متياينة جرونويل نحصل على 
| م - :| وى (ع(*- 6)+ | ١‏ - و3 |) كز زع)ب- رمب | 


وهو المطلوب. 


5:98 


مه 


تمارين 
-١‏ استخدم طريقة بيكارد لحل مسائل القيم الحدية التالية حتى للتقريب الثالث 
1-(0) ن, وونة - عل | وك جه 
0 - (0) نر, 2+ +36 عل / برق -] 
0ع (0) برخم + *م- عق | ول -ح 
عند 2-0 يكون 0 - بر , 2 ر + :2 - ييل / بول -ل 
0-0 ,ةج« عر - عل ابلق -ه 
2 -(1) ا( ١‏ 2)-2- عل | وك -] 
2 - (0) ,2 - رع حل | روك -5 
1<-(2,2)0 <-(0) جب *ر- دع عل | عك, ع + ع - ع0 / بق حط 
0 (0) 2,2 -(0) ور ع*ع+ 38 - يوف | عك, ع + 22 - عل / وك -1 
-١‏ اثبت أن 
(1) 1-(0,2)0-] رإ+ | ر]|] ليس لها حل 
(11) 1-(2)0 ,ع ح ث2رر لها حل وحيد 
(111) 1-(0)بر,عد/1- بر)حثبر لها عدد لانهائى من الحلول 
“- إذا كان ** بر-(ر,») م اثبت أن شرط لبشتز غير متحقق فى أى نطاق 
يحتوى نقطة الأصل لمسألة القيمة الحدية 0ع (0) بر. ((,<) مع حك / «4 
:- إذا كان 5 هو المستطيل < 5ع | |,»>|ء| اثبت أن الدالة 
عدهنة بر+ برهله رح («ر,ع) ثم تحقق شرط لبشتزء ثم أوجد شروط لبشتز 
5- ادرس وجود ووحدوية حل للمعادلات 
0-0) بر" ردير 01 1- -(1) بز برحدبر () 


1(>1) ,ةبر حابر (0ة) ٠ح‏ ىعر “ررد انر (تل) 


>١١ 


هم ©ه ام 


5- اثبت أنه إذا كانت © حلا للمعادلة التكاملية 


1 .0 (5ى- )512 + "6< (6) در 
5 





فإن © تحقق مسألة القيمة الحدية 0 - د[ عد 
(تنبيه: استخدم طريقة الاشتقاق تحت علاقة التكامل) 

- كون الاختزال المتتالى للحل ”أب للمعادلة برح “ير حيث 54مء-(6),ب 
4- اعتبر المعادلة التكاملية 


5 و جرم مونو »+ » 67-6 بر 


كما فى المثال )١(‏ من المسائل المحلولة. وتعرف التقريب المتتالى 
06-0 


اس ل 


(م > +1>2) ,عن تلمك 7تتبدطرى- 50 + 6< (6) رمو 


(1) انبت بالاستنتاج الرياضى أن 


“نه | 


0 -11- ك|(),م -(6) ,| 


...2 ,1 ع رمه > > 0 
(11) اثبت أن نهاية الدالة تحقق المعادلة التكاملية 
(111) باستخدام 
| (6) ,© (»6) ,م |+... | (6),ب- »,م إك (6) ,م | 
والتقدير فى (1) للقيمة |._,+#-(0,6| اتبت ان نهاية الدالة تحقق 
م > ع>1 , امك( م)ب| 
8- ليكن (0)06 حلا للمعادلة *ر+*,-”م على 1>+0>7 


5 


0 -(0)؟ . اثيت أن 


١ 
ا‎ > 0.00155:* , )0>+ >1( 
3 63 


دريب | 


-٠٠‏ لتكن (706 دالة لها مشتقات متصلة على 72> +>0 اثبت أن المعادلة 
التفاضلية 2ح بر()ج2+”رز- لها حل (6.2),© على 17> +>0 بحيث أن 
84+ 30ل / فلم هنة) - (2, )رب 


د 4ق + (32/)دم» > (3, )ربو 


1 > 0>1..(/! عا كا . اط | , 17 ع كا لا 
لثابت ما غ. 
-١‏ اوجد حل المعادلة التكاملية 


4 - (0)0, 74 05» (* - )0 ]+ +ع )0 
0 


-١7‏ اوجد الحل الوحيد لكل من 
2 -(1-) نر , 0-(1-) بر , 7-0 بر جب بور (0 
4- (1) 7 , 1 (1) 7 , 6ع بر2 + بودة2- > رذع (11) 
2 > (1 7 , 1ح (2)1 , 0ع يركب نبور برذعد (رتنل) 
7- اوجد ثلاث تقريبات لحلول المعادلات التفاضلية التالية 


0 -<(2)0 , *م ”ع (11) 1 -<(0): ,*ع - “خ (1) 





1-(0)ع - ح ع (ننة) 


2-3 


<١:‏ اثبت نظرية بيانو (589632075) لوجود الحل: لتكن كر دالة متصلة على 
المستطيل- كر كاى!«- « |5 كام - | د 7(|>84,<)/| . اثبت أنه يوجد 


5١5 


على الأقل حل واحد +٠‏ بحيثك أن (©,+) م- مي على الفترة 
5 14 / أ )ست كأ 1 | وتحقق الشرط الابتدانى م« > (,ع) ا 


- اعتير مسألة القيمة الأيتدائية 3 > (1)+اء 2+-2ر اثبت أن تقريبات 
بيكارد تتقارب إلى حل وحيد لهذه المسألة. 


5- اعتبر المعادلة ,#>-(2860خ .ىع -(2)0 ,(يع,» /م-”ع حيث كر 
معرفة على المستطيل ©»>]م , ذ>إمع-- عل :8 


اثيت أن للمعادلة حل وحيد تحت إفتراضات مناسية. 


1 


الباب الثالثن عشر 


النظم الخطية 
كلاذ 1111231 


١-1‏ مقدمة: سنتعرض فى هذا الباب لدراسة النظم الخطية من حيث سلوك 
حلولها ومحدوديتها وايجاد المصفوفة الاساسية مع دراسة العلاقة بين سلوك 
حلول النظام للخطى المتجانس والنظام الخطى غير المتجانس. 
3-١‏ النظام الخطى المتجائس: 5795661272 112627 11012086160115 
لنفترض أن لدينا متجها له عر من المركبات نعتبر النظام 

)1( ع«( 6 2-4 


9 700 041 , د 2 2 
حيت ()4 مصفوقة وح ا سوافب شرن اللاورة الدلية :ردول إيروهان 


وهو متروك للقارئٌ 
نظرية :)١(‏ إذا كان (6 ره متصلة على فترة 7 فإنه يوجد حل وحيد للنظام 
(1) يحقق الشرط الابتدائى 

)2( 00-2 
لأى رع,مهء حيثف يم متجه ثابت معطى. 
والآن سنركز إنتباهنا على خواص معينة للنظم الخطية والتى سيق إثباتها. 
نظرية (؟): إذا كان © ء ,م»...ء © حلول النظام (1) فإن أى إرتباط خطى 

)6 ا 6,0 ...+ 610+ 4 - ( )0 


يكون لايضا حلا للنظام لأى ثوايت ,ع حيث ».....1,2- , 


-539385 


نظرية (5): ليكن 02ب حلول النظام (1)- وتحقق 4د 6. حيث .ع 
متجهات مستقلة خطي فزن © تكون مستقلة خطيا. 
نظرية (4): ليكن 4ع : من الحلول المستقلة خطيا للنظام (1)- فإن لكل © 
يوجد ارتباط خطى وحيد للحلول  ٠١0‏ »م...1.2- آر 
البرهان: ليكن 4ح أى حل للنظام (1) يحقق 8-(,406. واعتبر 
.5 6,0 © وحيث أن رع مستقلة خطيا فإنه يوجد ,© بحيث أن 
وك معدي ع ب وعد قار 26 2 
وبانتالى تكون للدالة 
برل ويم قرت 
حلا للنظام (1) والتى تأخذ القيمة م عندما م/-4. ومن نظرية الوحدوية 
يجب أن تكون هذه الدالة 0 وبالتالى 
)03 بع +...+ يورء+ بوع-ة 
وبايجاز يمكن أن ننص أن مجموعة الحل للنظام (1) تكون للمتجه ذا البعد :7 
على المجال المركب. ومجموعة الحلول المستقلة ( 9 يقال أنها تكون اساس أو 
مجموعة أساسية (561 20127326113[1ن1 02 5ز3كةط) . 
تعريف :)١(‏ تسمى الدالة المصفوفية © التى متجه أعمدتها © بأنها مصفوفة 
الحل (1غ1هتط 5011011102) للنظام على الفترة /. إذا كانت © متجهات 
مستقلة خطيآ فإن © تسمى بالمصفوفه الأساسية (222011 21 معصسدلطن1ا) 
للنضم على #7. 


ع , 3 فق قة ١‏ إذا.ى هومأ ام ٠.‏ 
ومن الواضح ان 4 شى مصفوقه الحل إذا وفقط اذا كان 


5 


4( )4 - 42 
إذا كان 4-(,4©)06: #7 مصفوفة الوحدة» فإن © تسمى بالمصفوفة الأساسية 
القياسية (203202172 11120123336121623[1 5]2330250). 
أما لا. سنسرد أولا متطابقة آبل أو صيغة ليوفيل (071116ا10.]آ 2ه 1”5آءطق). 
نظرية (0): ليكن © مصفوقة الحل للنظام (1) على آ. فإنه لأى 7 2,:. 
لكل رعغ+ 001 )ره 7 ]1م (, )2 نهذ - (0)6 يمن 
البرهان: ليكن 4 متجه عمود فى ©. ليكن ره عناصر | وبالتالى 
يمكن تمثيل النظام (1) على الصورة 

)0( ...8-12 .نويه الآ- 0 


باشتقاق المحددة بالنسية إلى #8 نحصل على 


...جر 4 مر©...يىر© ر©| | ..©...ر© رز 
مو#ص9 هر ا اموهتو9 بعل أ مدصتتص9 5 ري يمن 
...2 9 402.40 ب ...4 4 
ومن (5) يكون لديتا 
م9 99 5 © زر 2 --. يرت 2 


بأدفي رق - مفه يذإى| يو .. يه أدرهعم 


© © © © © 8 5 » © شه 6 2 226 تس نس وجب وهووودس 000000101010102 ؟١آّ‏ ل 0مس 6 5 5 5 45 5 5 5 6 وان ب كات نت مان 5 5ه 


- 5377 


ومن عمليات صف أولية (بضرب الصف الثانى فى ,به والثالث فى ,»> »... » 
وطرح مجموع (1 -) صفوف الأخيرة من الأول) نرى أن المحدد الأول 
هو ©4غ06 ,,4 - وبطريقة مماثلة نحصل على 


(© نهة) ره ١١‏ - (#يعل) 


وهى معادلة تفاضلية من للرتية الأولى ويكون حلها 


)6( 71 24) ,2 ر2 ]مع (,)ة أعل ع ()0 )عل 
وبهذا يتم البرهان. 
ويجب ملاحظة أن (,0406غ]ع0 اختيارى اما 0د(656غهل واما 0-(6)06©نعل 
لجميع 7رعغ. 


نظرية (): تكون © مصفوفة أساسية للنظام (1) إذا وفقط إذا كان 
0ع )© عع لكل - رعع. 
البرهان: ليكن © أى حل للنظام (1). وحيث أن © متجهات اعمدة مستقلة 
خطيا لمصفوفة الحل © فاننا نعتبر 

6 60م 60 ع 9 


حيث ,> ليست كلها أصفاراء فإنه يمكننا أن نرى 


- 


حيث © متجه عمود مركباته ,©......2,,» .. لبعض"-< رع,, يكون هذا نظام 
من 7 من المعادلات ذات د مجاهيل ,©. ويكون الحل موجودا وبالتالى 
0 ,)2غم وعلى ذلك من (6) يكون 6806(#20غع0:» اع +ء فانه يلى 
مباشرة أن © تكون مستقلة خطيا لأى 7+ وبالتالى فإن © تكون 
مصفوفة أساسية. 
ملحوظة: يلاحظ أنه محدد المصفوقة قد يكون صفرا تطابقيا على فترة ما 
بالرغم من كون المتجهات العمودية مستقلة خطيا وهذا يتضح من المثال 
2 
0 -60 

نظرية :)١(‏ إذا كان © مصفوفة أساسية للنظام )١(‏ فيكون كذلك 20. حيث 
© مصفوفة ثابتة غير شاذة. وتكون المصفوفة الأساسية للنظام (1) من هذا 
النوع لمصفوفة غير شاذة ©. 
والبرهان متروك للقارى. 
نظرية (8): يعطى حل النظام (1) الذى يحقق الشرط الابتدائى معد - (,2)6 
بالعلاقة مع(م)8©)(©7-(6ع حيث (6)© هى المصفوفة الأساسية للنظام 
(1). 
البرهان: ليكن الحل على الصورة 

0( 42 - ( 24 
حيثك » متجه ثابت ومن الشرط الابتدائى ©(,46 - م+. وأعمدة المصفوفة 
(م© (كأعمدة من الثوابت) مستقلة خطيا وعلى ذلك يكون للمصفوفة (م)© 


كت 


معكوس وهو (,)' 4 وعلى ذلك ,ع(,6)' 4-482 وتنتتج النظرية من (7) 


أى معذى)' ©()2 - () ع. 


مثال :)١(‏ تأكد من أن 1 8 حل خاص للنظام 


6 1 


3 
واوجد الحل (6ع بحيث أن [)-0)ع. 


الحل: بالتعويض المباشر نتأكد من أن الدالتين المعطيتين تحققان النظام وهما 
مستقلان خطيأ وبالتالى يكون 
) 3 ذ|-660 
1 6 


1 1 500 1 2 86 
اك مودس 01 7311 


“ع 4 0 “ع 20 
- - ( )1 
1- “268 ل/2 1[1- ل 8 
7”-١7‏ حل للنظام الخطى غير المتجادنس: 
01( (6 2+ عر( )4 - ير 
حيثف (6م متجه متصل على -ه>+> هم . وتكون المتعادلة المتجانسة 


0. 


مصفوفة أساسية. ويكون لديتا 


وبالتالى 


المناظرة هى 


2( 9-490 
تكون الخواص التالية متحققة: 
(3) ليكن (6مع-ع أى حل للنظام (1) (يسمى بالحل الخاص) وأن 
(6 ©0-6© أى حل للنظام (2) (يسمى بحل الدالة المتممة) فإن 
(6 ©+60,ع يكون حلا للنظام (1) 
(3) إذا كان (6 مع ء (6 ,معد حلين للنظام (1) فإن (© ,م-(6» ,رع يكون 
حلا للنظام (2). ويكون لدينا النظرية التالية. 
نظرية :)١(‏ ليكن مع أى حل خاص للنظام (1). فإن كل حل لهذه النظام 
يكون على الصورة (6©_6+(6م+#-(6 حيث) م حل للدالة المتممة 


والعكس صحيح. 
مثال :)١(‏ لوجد جميع حلول النظام 

)0( 4+ ,ع ح رن كا 2 
الحل: النظام المتجانس المناظر هو ©- - ريا ورم - ,© 


والذى يناظر 0- ,ب+/م والذى له حلان هما 4صذة, 54م - ,4 وعلى ذلك 
يكون #ومن,+هزه- - رمو. وبذلك يكون حلاة النظام المتجانس هما 


0-8 2 ويكون الحل فى صورة مصفوفة كما يلى 


5# أ [/غ+512- 
50 | 0542© 
ام-0 
ب 051 51111- 


5275١ 


8 6 
حيث ,+» ره ثبتان. ويكن أن تكد من أن (/)-[ ] حل خاص لظام 


1 


(3) وعلى ذلك يكون جميع حلول للنظام (3) هى 


0 2 - 4 

26(->| |+| . 

1 5134 05# 4 

نظرية (؟): يعطى حل النظام (06م+(46- #8 مع للشرط الابتدائى 
م*-(6)غ بالعلاقة 


)4( كهاى)ع(ى)' © إ()© + معء(ى))' 26(9 - (6 ع 


حيث (4©0 هى مصفوقة الحل الاساسية للنظام ©(42)6/-4©. 

البرهان: ليكن (6 هو الحل المطلوب والذى يكون له الصورة المفترضه 
ل (()6+ مع)(,)' ©(56 - ( 6 ع 

وحيث أن (4©)06.ء (326© موجودان كل منهما غير شاذ. ومن الشرط الابتدائى 


مع- () > أو ()0 + ميد من (5) وبالتالى 


)6( 9060-0 
ولايجاد المعادلة التى تتحقق بها (0© ' نعوض فى المعادلة (5) والتى تؤول 
إلى 


( 600" ©( غ)ظة + (()0) + معد)(, )7 )4 
060١+ 6( (7)‏ + مع)(,6 )468 - 
وحيث أن (46(8©06-(66 فإن (7) تؤول إلى 
(6) رع ()0(, )" ©( )ةي 


225 


وبالتالى 
() ()" )2 - )4 
حيث حلها يحقق (6) ويكون على الصورة 
45( 5) ع(ى)" © [(5)6 - )ب 
وعلى ذلك باستخدام (5) يكون الحل للنظام غير المتجانس هو 
كفلاى) ](ى)" © [()© + رعي(م») " ©()2 - (6) > 
2-١7‏ النظام ذو المعاملات الثابتة 5)ا06111122© 226أكدمء 2/15 ممعادلاك 
سندرس الآن النظام غير المتجانس حيث 4 مصفوفة ثايتة. 
تمهيدية :)١(‏ ليكن (46 مصفوفة أساسية للنظام +4 - ء فإنه لأى 


بارامترين 63 0ك يكون 


)1( (.) ©6(:++ .- )© - رى)" ه(ي)ي 
وعلى وجه الخصوص 
)2( (0)-5(©6- )6ط - (ى) '" ©( )2 


البرهان: حيثف ©44-© فإننا نعرف ()' 4©06(8-(06 57 وعليه فإن 
6٠ 0 -41 6(‏ 1-(6)]. والأن نعتير ‏ (,)' ©(+5- عش -(6 7 
وبالتالى ‏ (17/6-(76ء (لأن 4 مصفوفة ثابتة (46 , (,/+ 5- )2 
تحققان نفس المعادلة) , 7-<(5) 7 وحيث أن ٠»‏ 1 تحققان نقس النظام 
ونفس الشروط الابتدائية فان من نظرية الوحدوية ينتج أن /1 - ن) 

نظرية :)١(‏ ليكن 4 مصفوفة ثابتة. فإن حل النظام (6 /+ ع ه- ترا مع 


الشرط الابتدائى مع - (,)ع يعطى بالعلاقة 
#92" 2 


)3( 5 5) /(ى») ' :+ دو- )3 ]+ مع() 7 ©()© -(6) ع 


حيث © مصفوقة الحل الأساسية للنظام كح غر. وعلى وجه الخصوص إذا 
كان (30 مصفقوفة الحل الاساسية تحقق ‏ /-(1/)0 فإن 


)4( 5ه( ) عا - )ل | + مع( )7 - (6 


البرهان: مباشر من التمهيدية )١(‏ والمعادلة (4) من البند السابق. 
مثال :)١(‏ عبر عن حل المعادلة (20/- «- 2 حيث 0(20)جء 1-(0) د 
الحل: للمعادلة تكافىء النظام : (86+ +ع ترا,,رح- م أى 


10١ ) 0‏ 0) اي 
تمعد رمي رازه 0-6 


وكما سيق نجد أن نصفوقة الحل الأساسية للنظام المتجانس 


ّ 0-6 0ه ْ 7 | -6)60 
ب[ - و1 ءْ 6ه اكع 
0 1 6ل 
مه 4 ل 
00 
(2)5 وو - ل ع 0 
و 05 00 
د ]+ > 
(عى- ماطومك (5)5) و [رغطوم 
ملحوظة :)١(‏ يكون من الصعب أيجاد مصفوفة الحل الأساسية (0© إذا كان 
4 دالة فى متغير حيث أن حل المعادلات التى تعتمد عليه يكون من الصعب 


ويكون 


حلها. أما فى الحالة التى تكون فيها 24 مصفوفة ثابتة فيمكن الحصول على 
الحل بدلالة الدوال الأولية. 
اعتبر النظام الخطى 

0( 4 دخ 
حيث 4 ثابتة ذات عناصر حقيقية. نبحث عن الحل على الصورة 

)6( كمرح ير 
حيث 2 ثابت. ولتحقيق (5) يجب أن يكون لدينا 

0 - تور( 4-2م)- ور ةجر يم 

أو 

7( | 32(2-0- 4م 
باعطاء قيمة للثابت 2 فإن هذا يكاقئح معادلات خطية للمتجه 2 المناظر 
ويكون له حل غير صفرى إذا كان ا 

(8-2) 0 -(31- م )عل 
أى 

(8-6) 0- 
المعادلة (8-2) كثيرة حدود من درجة : فى 2 وتسمى بالمعادلة المميزة كما 
يسمى ع بالمتجه الذاتى المناظرة لقيمة .2 التى تسمى قيمة ذاتية أو مميزة. 
مثال :)١(‏ اوجد المصفوفة الأساسية للنظام 


- 5758© 


1-- 1 0 
1 0 0ع قى 
0 1 0 
وتكون المعادلة للمميزة هى 
1- 1 هل 
(1+.200-1)0--11 2- 0إ-(قخ4-3م)اعل 
| 1 0 


وتكون القيم الذاتية هى 1-,0,1-.2. ويحل المعادلة 
)دع الى 0-ع(مة-م) 
(7 تعنى مدور المصفوقة 8255056). 
عندما 2-0 قيكون لدينا 
0ح ىج ,0ع ,0ع برح زر 
وعلى ذلك يكون- (01,0,0)-<ج2 
عندما 2-1 يكون أدينا 
0ع بع رم ,0ج ور يرح ,0ج وح ووو عرب 
ويكون المتجه الذاتى المناظر:. '(0,1,1)< 7 
عندما 1--.2 يكون لديتا 
0> + ,0ح و + و ,20 وح + ىم 
ويكون المتجه المناظر هو 1,17-,2)-<م وعلى ذلك تكون المصفوفة 
الأساسية هى 


12 57ت 


“26 0 1 
“م “م 0-(0© 
“نمه “م 0 
ليكن لدينا النظام الخطى المتجائس 
)9( 2-4 
حيث 4 مصفوفة ثابتة 2 . عندما تكون 1 - 72 أى © - 4 عدد ثابت فإن 
(9) تكون معادلة من للرتبة الأولى ويكون حلها “6. عندما تكون 1< قإن 
4 تكون مصفوفة و يكون متجها ويكون الحل له نفس الصورة ' “م. 
تعريف :)١(‏ ليكن 4 مصفوفة ا. فإن المصفوفة الأسية 44م تعرف 
بالمتسلسلة 


4 هه 
لك احكب+ع- كعم 
ب 


حيث / مصفوفة لالوحدة من الرتبة 227 . وهذه المتسلسة تقاربية. 
نظرية (5): إذا كانت 4/ مصفوقة تابتة من الرتبة «»ام فإن “#4-(6© يكون 
مصفوفة أساسية للنظام ع4 - م. وإذا كان -(,06© قإن 
4 مر ( )3ق 

البرهان: حيث أن 4425 - “246 © لجميع رع+ء “6-(46 يكون حلا 
وعلاوة على ذلك 1-(0)© وعلى ذلك *”**- (6506:غ0 . وبالتالى فإن © 
مصفوفة أساسية 
ليكن أى حل (6-82©0-(26 قإن 

()5 نم “ع - رم :5 4ج - (6) 7 

0-[(00 4-():] دم - 


7غ 


وعلى ذلك فإن 12 هو متجه ثابت 6. وبالتالم 
)© تدم د ع د (و )ير 


ذأ 1١ج‏ - اج 504 جه( ,)© ح فاى تب (:)2 
37 1 يتبادلان. ف - كما د 1 ام - امذىي ألو يي 


ملحوظة (؟): تعطى دالة المصفوفة “ بالعلاقة 





حيث 7 -"4. وعلاوة على ذلك التعبير [/46(4. []مه ليس حلا للنظام 
0 
ع(46 2ع إلا إذا كان 5كا4)5 |.(46 تبادليان. وهما يتبادلان إذا كانت 
4 مصفوفة ثابتة أو ()4 مصفوفة قطرية أو اى دالة فى + مضروية فى 
مصفوفة ثابتة أى ,6(4 / مثلا. 
أما إذا اعتبرنا النظام غير متجانس 
(6) 1+ 4 ع د 
والذى يحقق الشرط الابتدائى 6,(>7 + فيلى ذلك أن 


.4( /4قع | + 604 امير > ري)ي 


حيث (62)4/ متجه متصسل لكل لدعم 
ملحوظة ("): حساب “ام قد يكون صعبا إلى حد ما ولذلك تعطى المثالين 
التالك” : 


 ة58خ‎ 


' 2 1 1 
مثال (؟): ليكن . 4-6 فإن 


ويكون لدينا 
ْ 6م #)_ 6١‏ 151 
تم مأ "” [4 © 
5 47 23ه6 
حيث 1 2 -(4 رو 
25006 0 1 


0 ع 
4 
0 اه مب 7ع كاي 





١-ه‏ المصفوقات القطرية ومصفوقة جوردان (منقل02[) 
عندما تكون المصفوفة 4, فى الصورة القطرية فإن مصفوفة الحل © يمكن 


حسابها بسهولة . 
ليكن (1 مصفوفة قطرية على الصورة. ' 


5 0 


0 0 4 
0 4 0 
5 - 12 
0 0 0 
,4 0 0 
فان 
0 0 8ك 0 0 ,ك 
5 0 4 0 
2 0 4 0 ءءء 2 - هم 
!12 0 0 0 !11 0 0 0 
2 هم ©0] [.4 0 0 
0 0 الى 0 4 
0 | 0 *,] 0 +24 0 
د 4 
0 0 0 !+!+*] 0 0 0 
0-0 0 0 4 0 0 
نظرية )1): إذا كان '-272 - 4مء حيث (7 مصفوقة قطريةء فإن 
ادج طاو - ام 


تكون مصفوفة اساسية للنظام +4 - م حيث 7 مصفوفة غير شاذه. 
البرهان: حيث أن “222- لم يكون لديناة + ص؛*جم - *مم لأى عدد 
صحيح موجب 2. وبالتالى يكون لدينا 


م 5 
...ل *4م ل ممه رع أ 
2 1 
22-1 1 1- و 1- 
اث 0 د مزلم - 


2 و2 
م[ - 


وهو المطلوب. 


مثل (01): ليكن عه ٠*2‏ و ' |- 4. والمصفوفة 4 لها القيمتان 
للذاتيتان 1 ع 4 وللمتجهان الذاتيان المناظران كأعمدة فى 2 هما 


1 7 دم وتحسب م فنجد أن 


1[ 1 
ل 
0 مط هلله 302 3 |_ميدم 
4 ه) [1 1[1 لاأ|ا2 1 
3 3 
وتكون المصفوقة الاساسية 
للك 
3 3 0 6 1 2- دالص طيم اللاي 
2 داس مآد ١‏ 
3 3 
6 “م2 #هدبه 2 
3 8 
2+ ام 5-6 57 
3 3 
ويكون الحل المطلوب هو 
[ “مه 3 كل + 6 6 
دع كامح ( )ني 
[ »مم )يه +[ “+ 4 6 
3 3 


وإذا كان (»+ ,ع-) - يه » 2+ ,6) <> يه فإن + تأخذ الصورة 


)»م 


3 


ملحوظة :)١(‏ نلاحظ أن المتجهين الثابتين فى التعبير السابق ما هما إلا 
المتجهان للذاتيان السابق تحديدهما. وهذا عموما يكون صحيحا. ولذلك لأى 
مصفوفة قطرية التى لها متجهات ذاتية مستقلة لاتحتاج إلى حساب “م 
ضزرلحة 
5-1١1‏ النظم المرافقة (للنظم القرينة 05مع]535 40[0124) 
إذا كان © مصفوفة اساسية للنظام +( 7-4 ع فإن 5-7 ©© وباشتقاق 
هذه العلاقة نحصل على 0-(-©)52© + -5:© التى تعطى 
مه - 41م ما-هي - دي 15 - /زدق) 

وعلى ذلك يكون -4747- -(-47) وعلى ذلك يكون 57(7©) حلا للنظام 

)06 (6 47 دع 
أى “487 أو '"(47) هى مصفقوفة أساسية للنظام (3) حيث 7 تعنى مدور 
المصفوقة (22570056]). 
وتسمى المعادلة المصفوفية 4717-- أل بالنظام للمترافق (القرين) للنظام 
الأصلى ©4 - © . 
نظرية :)١(‏ إذا كان © مصفقوفة اساسية للنظام ع(4)6-+ فإن /ا تكون 
مصفوفة اساسية للنظام «(» 47--“2 إذا وفقط إذا كان ©-2© /لا حيث 
© مصفقوفة ثابيتة غير شاذة. 
البرهان: إذا كان © مصفوفة أساسية للنظام *(46-/+ و /ا مصفوقة 
أساسية للنظام +(6 47--7+ فإن 


2"( *2) - بن 


لمصفوفة ثابتة غير شاذه 2. وحيث أن ' © مصفوفة أساسية للنظام (1) فإن 
مب وعلى ذلك -© #/بد حيث 27- )© لاثبات العكس ليكن 4 
مصفوفة أساسية للنظام على - 2/7 يحقق الشرط ©- 335 فإن 

7( 4) - :3 اعد اذق0- 17نا 
وبالتالى تكون ١7‏ مصفوفة اساسية للنظام 4747 -'(©) . 
وهو المطلوب. 
تمهيدية :)١(‏ إذا كان (4©)0© مصفوفة أساسية للنظام 7-4 حيث 4 
مصفوفة ثانية» 7 -(0)© فإن 
لكل » ,(© - )0 - (0)" 9( )© 
البرهان: لأى عدد حقيقى » ليكن (2(8)0- ,2. وحيث أن (0)© 
تحقق ‏ 42-44 فإن ,52 تحقق نفس المعادلة ويكون الشرط الابتدائى 
7 -2)00 وبالمثل فإن (0- © -(52,6 تحقق 


1 - (5)0 - (0) به 


(4622 - (0 - )49 - ( )27 
ومن نظرية الوحدوية يجب أن يكون (52,6-<(22,06. 
ملحوظة (3): لاتتحقق هذه الخاصية إذا كانت 4 مصفوفة غير ثابتة إلا إذا 
كانت 4 تحقق (4)6/-(0- 406 مصفوفة دورية ولها الدورة 0. 
ملحوظة ("): باستخدم التمهيدية السابقةء إذا كان (2)6 حلا للنظام 
(80+خ4 - يعر 
4 مصفوفة تابتة» 8 دالة متصلة وكان مع-(2)0 فإن 


67ت 


كه( 5) 5(8- )© ]+ م1( )2 > (6) ع 
0 


حيث (80© حل النظام المتجانس (420-/جدء 1-(4)0 » مع (2)0 . 
/-١6‏ سلوك حلول المعادلات التفاضلية من الرتبة 7 
سندرس هنا سلوك حلول المعادلة التفاضلية 


(2-ه 


1( 0ح يريك +... + 0" يريج + 37 " برب + ("" بر ع «(1.)82 
حيث ,© » (1.....8- :) ذوايت حقيقية» - > +> مم . 
نظرية :)١(‏ إذا كانت جميع الجذور الذاتية لكثيرة الحدود الذاتية (1.00 
للمعادلة (1) لها أجزاء حقيقية سالبة فإنه لأى حل (2)6 للمعادلة (1) يوجد 
ثابتان موجيبان ٠0»‏ 84 بحيث أن 
0<ع+ “جل > |(6) نر] 
وبالتالى 
0- |( 6 برإسنا 
لليرهان: ليكن .م2+ ,مدع .2 جذرا للمعادلة 0-<(2)2. ومن الاقتراض 
يكون لدينا 0> ,ريه وبالتالى يمكن ان نجد ثابتا 0<© (مهما كان صغيرا) 
بحيث أن 0>0+ ريد. والحل المناظر إلى .3 يكون على الصورة 
(غرة)م» ( 6م - ( 6 ررس 
حيث (06م كثيرة حدود من درجة 7-1 فى م و7 هى تكرار الجذر ,2 
وبالتالى 
[غ[, +00+ رامت( 6م - 7ع(ع) ررس 
وحيث أن 0> + ,يه قإن 0ج | "2ر6 ررا عندما مهجم 


08 


وهذا يؤدى إلى وجود ثايت 0< ,+7 (مهما كان كبيرا) بحيث أن 
0<+ 1 “* عرم ك |( ربر] ح رم > | "66 ررأ 
وعلاوة على ذلك أى حل للمعادلة (1) يمكن التعبير عنه بالصورة 
(6 رلارء :60-8 ر 
حيث ,2ز.....ربز,رنر هى للحلول الأساسية و ,»©.....ر».© ثوابت اختيارية. 
إذا وضعنا 
[» 2 4 , إرءإتقم - ى 8 
0 
فإنه لكل 0<+ه يكون لدينا 
جح إل - ب | 76 ل كه > |6 «إ|رعا >6 را 
در ادر اعد 
وهو المطلوب | 
تعريف :)١(‏ يقال أن الحل (م2ز,6,0«ر-(6)ر للمعادلة (1) محدود على 
(-,0] إذا وجد ثابت موجب 84 بحيث أن 
نكل (-,0] عء ٠‏ 34 >|(»[ر| 
ويمكن أن تعتمد 484 على كل حل 
نتيجة :)١(‏ إذا كانت كل للجذور للمميزة لكثيرة الحدود (2)0 مع تكرار اكبر 
من الواحد لها اجزاء حقيقة سالبة وأن كل الجذور المميزة غير المكررة ليس لها 
اجزاء حقيقية غير موجبة فأن كل حلول المعادلة (1) تكون محدودة على 
(0,©5]. 


- 5596 


البرهان: ليكن ,مه+ رع ,3ء» (,....1.2- ر) هى جذور (2)0 غير المكررة 
وليس لها أجزاء حقيقية موجبه فإن 0> , ويكون الحل المناظر لها هو 
0< .1د إلعرسر )ص |> |6 رم 
والجذور المميزة الباقية ,2 ,(14.....5++2- /) لها التكرار اكبر من الواحد 
وهى ذات اجزاء حقيقية سالبة فإنه من النظرية السابقة يكون لدينا 
ظ ...2 + 15+ 7 - قر _ “م رقم ك |6 برا 


وعلى ذلك يكون لدينا 








م لاعس 81 > إ(6 رنرنهء (< +6 رلاك رج - |6 زرا 
1+عدر ادر 


وهذا يعنى أن الحل (#)7 يكون محدودا 

ملحوظة :)١(‏ الخاصية 0-|(6 رإدعنا تؤدى إلى محدودية الحلول للمعادلة 
(1)» 0<غ. 

ومن النظرية للسابقة والنتيجة يمكن أن نحدد سلوك حلول المعادلة (1) وهى 
أنه لابد أن تعرف مقدما طبيعة الجذور المميزة للمعادلة (1). إذا كانت درجة 
(2)0 كبيرة يدرجة ما فإن مسألة تعيين هذه الجذور تكون صعبة. ففى هذه 
الحالة نلجأ إلى معيار روث وهيروتز (12ا11-طانا11). 


2 736- 


8-7 معيار روث وهيروتز: 
الشرط الضرورى والكافى لتكون الاجزاء الحقيقية سالبة لجميع جذور كثيرة 
الحدود 

)1( رج + ...+ "4+ *3ذ- (1)2 
ذات معاملات حقيقية هو ان تكون جميع الأقطار الرئيسية للمحيددات فى 


إل ف فة 
0 ... 0 0 1 .© 
1 .. 1 »© ي© يه 
0 ... ي© © ي© .و0|-,24/ 
0 ... ي© ب4© م0 ب6© 
,4 باد" عدوا مجه 
موجبة 
أى 


1 
...0 < يه - 1 3 .]يه - ,2 


وتكون معيار هيروتز غير مجزى إذا كانت 7 كبيرة جدآ ومثالا على ذلك فى 
كثيرات الحدود من الدرجة الثانية وللثالثة والرابعة يكون 
بع +ع + 2 ( 


يكون المعيار هو 0< ي0,4 < © 
بويع + نع + :32 10 
يكون المعيار هو 0 < بيه- يه0,4 < يه,0 < يه,0 < رت 


يه جفيه+ ثنيو+ ثنجع+ ث2 (011) 


يكون المعيار هو 0 < بع *ه - به- بهيه»,0 < »,0 < بي0,4 < يه,0 < به 
437 


من شروط هيروتز ينتج أن شرط جميع المعاملات موجبة ليس كافيا لكى تكون 
الاجزاء الحقيقية لجميع جذور (1)0 سالبة. ولتحقيق ذلك إذا كانت هذه الجذور 
لها اجزاء حقيقية سالبة يكون الشرط الضرورى التالى مفيدا. نفترض أن ,© 
نظرية :)١(‏ إذا كانت كثيرة الحدود المميزة (2)03 لها اجزاء حقيقية سالبة فإن 
4 ي4»...» ,6 تكون موجية 
البرهان: يمكن تحليل (2)0 إلى حدود على النوع 2+0 أو «+22+82 
حيث »ا ء 8ء + حقيقية. وحيث أن جذور (72)02 لها أجزاء حقيقية سالبة 
فيلى ذلك أن 2<0©.ء 8<0ء 7<0. وهذا يؤدى إلى أن معاملات (1.)2 
تكون موجبة. 
تعريف :)١(‏ يقال لكثيرة الحدود المميزة (5)0 للنظام (1) أنها مستقرة 
(©51361) إذا كان لجميع جذورها اجزاء حقيقة سالبة 
مثال :)١(‏ (1) كثيرة الحدود 

2-5+-33- (1,)0 
تكون مستقرة لأن المعاملات جميعها موجية وأن 

0 < 40 - 5-(5)9 - يه - ي4,» 

وان جميع الحلول () 2 للمعادلة التفاضلية 

0ع برك+”برو+*يركو”“ر 
تحقق 0 |60 براصستا 
(13) كثيرة الحدود المميزة 

1.0 -33+222:+- 3 


- 548 


تكون مستقرة إذا كان 0©<0ءع 22-3<0 وبالتالى تكون كل الحلول (© بر 


للمعادلة التفاضلية 

0ح 3+ بون + ترج +د” نر 
حيث » بارامتر تحقق 0<2/2) ,0 > |( برإصسظ 
(111) كثيرة الحدود المميزة 


2-.22+22+ 324-233 - (1.)02 
ليست مستقرة لأن 2>0-- ,»,0 > 2- - ,4 وبالتالى كل حلول المعادلة 
0 ح بو2-*رر2 + كبرب ا رر2- ابر 
لاتقترب من الصقر عندما هج غ. 
(17) كثيرة الحدود المميزة 
222-02 + 423+ 24 - (0).آ1 
ليست مستقرة لأن 
0 >20-- 4.2.6-62-2.16 - ويه - 02 - 6,60 
وبالتالى كل الحلول (4): للمعادلة التفاضلية 
0 - 7و2 + * بوث + ” برج + © برك + * بر 


لاتقترب من الصفر عندما -هج + أى 20 |( برإدنا 


تعود مرة أخرى إلى النظام للخطى 


2( ع4 عع 
والذى له الشرط الأبتدائى 
)0( )و ووو 2 دو ) - ع (6) + 


5 08 


ويوجد حل وحيد للمعادلة التفاضلية (2) يحقق (3). والآن سندرس سلوك 
الحلول للنظام (2) عندما -هج غ. 
تعريف (؟): يقال أن المصفوفة 4/ مستقرة إذا كانت لجميع جذورها المميزة 
أجزاء حقيقية سالية. 
نظرية (؟): إذا كانت لجميع الجذور المميزة للمصفوفة 4 اجزاء حقيقية سالبة: 
فإن أى حل (6+ للنظام (2) يحقق الشرط 
-إدم ملم 
البرهان: حيث أن جميع الجذور المميزة للمصفوفة 4/ أجزاء حقيقية سالبة» من 
التعريف فإن كثيرة الحدود [37- 4 - (2) كر تكون مستقرة. إذا كان ظ 
«,..,1,2- م .((6) ي©....(6 بي©,(6) ,©) - (6 © 
حلول أساسية للنظام (2) فإن 
...1,2 حر , “606 رمح (6) رب 
حيث (6رم كثيرة حدودء .23 هى جذور (0)/. وحيث أن الاجزاء الحقيقية 
سالبةء فإنه يلى من نظرية )١(‏ (بند ) أنه يوجد ثابتان موجبيان ٠©‏ 14 بحيث 


-.12,3ك ترف ,0< ,“6ق >|(6 رمز 


هذا د أن 
مد ,»ممم > رم روز ب - || 
ولأى حل 
6000 0021 
للنظام (2) يكون لدينا ظ 


2 


مد .“ م > |ن» سلاءءا <> ]دمع 
١‏ 


2 


حيث ,ء ثوابت اختياريةء |,ء| ١45ل‏ - # 
ا-ة 


وهى النتيجة المطلوبة. 
مثال (؟): ليكن لدينا النظام 
و6 .«8+ ,122 - و , و32 - و2 , رعر4 + «5- دعر 


أى أن ع4-ر حيث 


2 


231 0م 4 5- 
4( ).| ع 3١|,‏ 0 0 | - ك4 
و 6ه 3 12- 


وتكون كثيرة الحدود هى 

4-+3+1122+60-<(2) مه 
وهى مستقرة حيث أن جميغ المعاملات موجبه وأن 42<0 - به- يه,» 
وبالتالى قفإن الحل (2)4# للمعادلة (4) يحقق 


- ]م عون 
4-١7‏ السلوك التقاربى 1312510103 ع5912001001ثر 
)01( ع((» 8+ 4) دبع 


حيث 4 مصفقوفة »>< ثابتة و1"م8 عع و()8 مصفوقة متصلة على 
م > غ#>0. وستفتر ض أن )8)72 صغيرهة عندما مه جب 4. وسنفترض أيضا أن 


()8 تحقق الشرطين 


422١ 


(2-2) عندما ص جداعم . 0ج|(80| 
(2-0) -> عه( 8[ [ 


ملحوظة :)١(‏ (1) المعادلة التفاضلية 


(3) 0- "ايز بمج بهم ل ملي 
حالة خاصة من النظام (1) حيث ,ه نوابت و( ,م دوال متصلة على [ص,0]. 
وكذلك المعادلة 

4( 0- ع«( )م + ه) + لي 
حالة خاصة من (3). 
تعتبر النظام (1) كأنها معادلة مضطربة (محاده) للنظام 

)050 ع4 - ع 


يكون من المهم والضرورى أن نعرف ما إذا كانت أى خاصية لحلول النظام 
(5) لاتتغير عندما يتعرض النظام للتغير (الاضطراب) على الصورة (1) 
نظرية :)١(‏ إذا كانت جميع حلول النظام (5) محدودة على [0,5] فإن جميع 
حلول النظام (1) تكون محدودة على [د,0] بشرط تحقق (2-0). 
للبرهان: نكتب النظام (1) على الصورة 

)6( ع( 6 8+ رمع ىر 
ونعتبر 8 كحد غير متجانس للنظام المتجانس (5) ونستخدم طريقة تغيير 
الوسائط (البارامترات) فنجد أن كل حل للنظام (6) يحقق المعادلة التكاملية 
الخطية 


7( كما ى)(5) 5(8- )© ]+00 ر -(6ع 
0 


حيثك 2) هو حل للنظام (5) بحيث أن مع-(2)0-(0)ر وأن © هى 
مصفوفة الحل للنظام 1 (0)© ,45 - “تي 
ونعرق أن كل حل (7)6 للنظام (5) يمكن كتابته على الصورة 
م( 60-206 2 
وحيث ان كل حلول للنظام (5) محدودة فإن 
0 0 منة,[]() راصنه | عمد ا 
0 0-. 9 
ومن (7) نجد أن 
عفاد علام قل إعجى> امع[ 
0 
وباستخدام متباينة جرونويل (الباب الثانى عشر بند ©) نجد أن 
مه > 84 - اذم 8 إه هه > مادم 8 همه > ||() ا 
0 0 
مثال :)١(‏ اثبت عندما 2<0ء. 0< 5 فإن جميع حلول المعادلة 
0ع عررعوم» * مع + 5) + عن + أر 


تكون محدودة لجميع ,/< + لاآى 0/. 
الحل: المعادلة تكافئ النظام 


ا 0 


227ب 


0 0 1 0 
ع 8 , - نى 
0م ومح ممه نع هي 


وتكون القيم الذاتية للمصقوفة 4 سالبة إذا كان 0< مء 0< وكذلك 


مه > ع4|ؤزومء| 67 ||ما- 8[ / 
0 


وتكون شروط النظرية متحققة وبذلك يكون الحل محدودا. 

نظرية (؟): إذا كانت جميع الجذور المميزة للمصفوفة 4 لها أجزاء حقيقية 
سالبة فإن جميع حلول للنظام (1) تقترب من الصفر عندما -+-م بشرط 
تحقق (2-9) 

البرهان: كما فى النظرية السابقة يكون لدينا 


)08 5هى) عو(ى) 8(- ني ]+6 رمع 
وحيث أن جميع الجذور المميزة لها اجزاء حقيقية سالبة فإنه يوجد ثابتان »0» 
4 بحيث أن 

0<ء , “206 > |( 6 رآ 
وعلاوة على ذلك 


> جرع > ||( )2 
حيث .,ء ثابت موجب. ويما أن 0<+-[(8)6] عندما ١ج‏ )» (86 متصلة 
فإنه يوجد ثابت موجب ,» بحيث أن 

0<ع .نك > ||( قل 
نختار ,»م بحيث أن »> رم». وهذا الاختيار ممكن بسيب الشرط الابتدائى 
|أمعل] وبالتالى من المعادلة (8) نحصل على 


2-5652 


عله ||(ى) عا (دنعدى ]+ “ملل > ||( )عأ 
0 


ىع[ حدم ا رع©+ 84 > “مع 
0 


وياستخدام متباينة جرونويل نجد ان 


(رععع)مه 34 > "+ |()عاأ 


[ “اه -يعرع)]مه 34 > |( )عأ 
ويتج المطلوب حيث 0 > يع,ء 
المثال التالى يبين ان الشرط (2-3) وحده ليس كافيا لتأكيد أن حلول النظام (1) 
تكون محدودة عندما تكون حلول (5) محدودة. 
مثال (3): ليكن لدينا المعادلات التفاضلية من الرتبة الثانية 





”يم ا ا 0ح هرجه”ي 
8+ 1ه 


حيث 7 ,© ثابتان موجبان 
إذا وضعنا همح بمدء “4ه ريه نحصل على النظام 


0ح ,يا+ برعا 
0 
نضع المعادلتين السايقتين فى الصورة 
(2) 2-4 
ف ع6 8+ 4) - ع 





0 5-6 1 0 )_ 
22 2 زم مأ كل > 


+ 4ه 
ويكون حل النظام (2) هو 054,518 وبالتالى جميع الحلول تكون محدودة. 
وعلى للجانب الآخر تكون حلول النظام (6) هى +ومء(5+ 4)- /منوه» 
هذ (8+ )+ 4054 وبالتالى نجد أن جميع حلول (6) غير الصفرية تكون 
غير محددة عندما + + وهذا ليس بمستغرب لآن 





” 22 ين‎ +6١7 
جه ( شك م .و شي | - عهإدى | ا‎ 


عندما -6ج-+ حتى ولو كان 0ج-8)6(1] عندما هجغ. 
٠١ -7‏ نظم ذات معاملات متغيرة: 
نعتبر النظامين الخطيين 
010( 6 ار 
)2( »6 6+8 4 2 2ج 
حيث | "/ع2,برء (46ء» (86 من الرتبة “ا ومتصلتان على 


مه > غ#>0. 
نظرية :)١(‏ إذا كانت كل حلول (1) محدودة قإن كل حلول (2) تكون محدودة 
بشرط تحقق 

(3-9) -> 4ر8 [ 


5 


و 

(3-0) مع < 5ل( 5) 174 صن 
أو 

(©-3) ب 0-(1724)4 
البرهان: نعبر عن الحل ج للنظام (2) بدلالة الحل بز للنظام (1) أى 


كه( 5) 5(2) 5(8)" ©( )© | +(6 بر ع (2)6 


حيثك (06© مصفوفة اساسية للنظام (1) بحيث أن 7-(0)© وأن 


مج -(0) 2 -(0)ر. نلاحظ أن م6(>©0(2)ر. وحيث أن كل حلول النظام 


(1) تكون محدودة فإن ]© يكون محدودا: وأن 


| زم 174 | أده - (غ)0© ععل 
0 


وبالتالى 
(#6نقك____ (0 44> ريدي 
| لام 174 | مه انفد 
0 


وباستخدام (3-0) وأن [©] يكون محدوداء نجد أن |7-©| يكون ايضا محدودا. 
ليكن 


[[ “فاده , إقاه )عع د 


5 ](ى علدت قل لثء+اء| كك اد :ا 
0 
وباستخدام متباينة جرونويل نحصل على 
هزم م [أ> ما | ب > | مار 5) 8[ أنه أم»اءم| ب > !إ» دلا 
0 0 


ومن (3-3) تحصل على المطلوب. 
ملحوظة: يمكن تطبيق الشرط (3-8) على المعادلة التفاضلية من الرتبة الثانية 
(١, -0‏ )+ ())2) + ”نه 

الذى يكافىء نظاما ذا بعدين يحقق (3-6). 
نظرية (؟): إذا كانت جميع حلول النظام (1) تقترب من الصفر عندما هج , 
فإن: جميغ حلول: النظام :[2): توب :دن لصفن عتدما “متتو 2 يشو تددن 
(6-9): (5ة) أو (»-3). 
البرهان: كما فى النظرية السابقه يكون لدينا 

04 كف( ى) ج(5) 8(ى) '-(ي)ق ]م دمع 


ح. 
حتتفا 


مو 


ْ مع (0) 2 - (2)0,م2( 006 -(6) 2 
وحيث أن جميع حلول (1) تقترب من الصفر عندما -هج + يكون 
2860| عندما هجع. 
وبالتالى من (3-5) وان 0ج-|()©] عندما هج غم تحصل على 


0ح( 8] عندما. «.جمع. 


وحيث أن كل من |(06©©|] و مم ت] يقترب من الصفر عندما -هجعم 
وهما متصلتان فإنهما تكوتان محدودتين لجميع 6<0. 
ليكن 

1 ع«( -5] 50, ) )2 وبه) تقلط 2ح بع 
فيكون لدينا من (4) 


فلم هاا مزه" *ززد»ه] [+امعزا»ه|ء مما 
| إزمعاادت مزاده” 8[ إغامما مم 


أى 


ا «( 
4 ||( م | 5+ امعاك ييا 


)00 
اليا اه مزامه! إد+امماء 


ماك اهم إعبايعء 








وباستخدام متباينة جرونويل نجد أن 
0 60 عل 
مم سه وهم ]سس ا 
5 أأمء| > 


6 *امه] »كلما 


55 5 


وحيث ان جميع حلول (1) تقترب من الصفر عندما 8+ + فتنحصل على 
المطلوب. 
نعتير الأن النظام غير الخطى 
)5( 0غ » + رم 


> 


حيث (,ه) - 4 مصفوفة «كام ثابتة [“8, "8< 7]© »ع ثرء (,0]- 7 . وفى 
مثل هذا النظام الذى يعتبر مضطريا (561564©م) تقارن حلوله مع حلول 
النظام غير المضطرب (1): ولعمل ذلك نفترض 

)6( (لعز)(»» > إ(خ. 6ع[ 
حيث (206 دالة موجبة ومتصلة على 7. وأن 


)0( م > ناه [ 


نظرية (”): إذا كانت كل حلول النظام (1) محدودة فإن كل حلول النظام (5) 
تكون محدودة. بشرط تحقق (6) و (7) 

.البرهان: نعبر عن (26 للنظام (5) بدلالة الحلول ()7 للنظام (1) فيكون 
لدينا 


)8( ظ 545 ) /(ى- ن) [+60 2602 
حيث (6© مصفوفة للحل الأساسية للنظام (1)ء 7-(6)0. ويلاحظ أن 
م(0©-(6«ء م2 -(2)0-(0)ر. وحيث إن جميع حلول النظام (1) 
تكون محدودةء ليكن ظ 

[[(6فلمنه.إد» راصيه )سس - ره 


52.8 


ومن (6)» (7) نحصل على 
مغ )| ١ى)»‏ .+ > |( ح] 


وباستخدام متباينة جرونويل والشرط (7) تنتج محدودية حلول النظام (5) 
نظرية (4): إذا كانت لجميع الجذور المميزة للمصفوفة 4 أجزاء حقيقية سالبة 
فإن جميع حلول النظام (5) تقترب من الصفر عندما ٠ج‏ + بشرط تحقق 
(7) الشرط (6) (11) 0ج»© عندما جلعم 
البرهان: كما فى النظرية للسايقة يكون لدينا 
)09 فى 5) 6( - ن)ة م 6ج 
وحيث أن جميع الجذور الذاتية للمصفوفة 4 لها اجزاء حقيقية سالبة فإنه يوجد 
ثابتان 84 8 بحيث أن 
0<ء , “ج36 > رم درل 
0< يع , “مي > |( )| 
ومن اتصال الدالة (0©6 ومن الشرط (11) ينتج وجود ثابت ,© بحيث أن 
20+ و © > ( 04 
نختار ,ء بحيث أن 8> رم». وعلى ذلك من (9) والشرط (1) نحصل على 


١ع‏ | 6ف ]رعرعب “مله > |( | 
0 


أى 


عله |[(ى) | *"ء إيعء+ مه > +[ ]| 


52١ 


وباستخدام متابينة جرونويل نحصل على 

“يع > |[ | أو *«مميق> *“ء|( )| 
وحيث أن > ,م» ينتج المطلوب. 
ننتيجة :)١(‏ إذا كانت كل حلول النظام (1) محدودة فإن كل حلول النظام 
(2) تكون محدودة يشرط تحقق (6) و (7) مع (-3) أو (ع-3). 
ننتيجة :)١(‏ إذا كانت جميع حلول النظام (1) تقترب من الصفر عندما 
-هج + فإن هذا يتحقق لجميع حلول النظام (2) بشرط تحقق (6): (7) مع 
(3-0) أو (ع-3). 


تمارب: 
-١‏ حول المعادلة ‏ 0- 40 + بر4 +” بر إلى نظام من المعادلات واوجد حل 
النظام مستخدما الشروط الايتدائية 0-(0“ 2 , 0-(1) ز 


1- نظام للمعادلات ولا 67 > ولإرو رع + ولح ور 
عند 0< يختزل إلى وا > دوا حو 


عين للحلول (6,©ء (6,© للنظام مع الشروط 1-(72,)0 ,1-<(72)0 
واثبت أن ,© ج+-,©4 عندما 0جع لحميع قيم +. 


5 07 0581© 
9- اثبت ان ) : ]0س 
057 5111- 
0 1 0 : 


# - اثبت أن: 

(1) إذا كانت جميع القيم الذاتية للمصفوفة 4 لها أجزاء حقيقية سالبة فإن كل حل 
للنظام 87-47 يقترب من الصقر عندما -ه جع ٠‏ 

(11) إذا كانت جميع القيم الذاتية للمصفوقة 4 لها اجزاء حقيقية سالبة وبعضها 
يساوى الصفرء فإن 47“ 7 لها حل محدود لجميع 0< 4. 

(ننة) إذا كان أحد القيم الذاتية للمصفوفة 4 له جزء حقيقى موجب فإن النظام 
417 -- لآ حل غير محدود لجميع 0< 

ه- ليكن “24>|(» ]ء 0< 7< + ولثابتين © ,834 فى 6+ 7-47 آ 


اثبت أنه لثابتين 265 يكون “46> [(20| 


7- عين الشرط على 70 بحيث أن جميع حلول المعادلة 
567 


(©) ملاع “يام + “ير 
حيث م عدد حقيقى موجبء تكون محدودة على [0,©6] 
!- لثبت ان حل مسألة القيمة الحدية 
0< مما (0)ه ,0ح 7يز'م+ 2 + نيز 
يقترب من للصفر عندما هحدم 
4- اعتبر المعادلة التفاضلية ‏ ()ع - يراج + لير 
حيث م عدد حقيقى موجبء بم دالة متصلة على (0,0] بحيث أن 


->6ه|(»)؟| [ 
ثبت أن 
(3) جميع حلول المعادلة التفاضلية محدودة على («,0] 
(ل1) يوجد حل وحيد (6)+ للمعادلة بحيث أن 0ج ه عندما 0ج 


4- ليكن (06© مصفوفة أساسية للنظام ع(<) 7-4 بحيث أن #>|(2)6| 


0< مء» مه < 5(5) 24 | “رصنا ذا كان ()8 مصفوفة 77م متصلة 
1 
0 


حيث >-٠‏ هإ(ه)4-(8)6] ] اثبت أن كل حل للنظام .ز()8-/ر يكون 
محدودا على (0,5]. 
-٠‏ باستخدام للمسألة السابقة اثيبت أن لآى حل (6* على (0,5] للنظام 
(2-46+ يوجد حل وحيد (726 للنظام «(86-/رر بحيث ان 

مهجم ,0ج |(6ع-(م را 
(تنويه استخدم المعادلة التكاملية ) 


2605 


[ع5(4) «((ى) 4 - (ى) 8)زى) 47( ]رم عد ر6 بر 
-١‏ ناقش سلوك المعادلة 0-(8606-«()0+”*ه حيث »ء. م دوال متصلة 
على (,0) بحيث أن > 8)5([25] ]| ء اذا كانت جميع حلول 
0 


() 0-<هززاهن+”»ه محدودة على (م,0] 
(13) 0- ع( +*:ة تقئرب من الصقر عندما ه جع 


00000 


-١‏ اثبت أن أى حل غير صفرى للمعادلة «- م يكون غير محدود وغير 


2 : 2 3 
-١‏ اعتير للنظام +ع 4 - ع حيث ا إ-عز |-4 » لثبت أن 
6 


24 
6 


2 كي 2ه 5 7 3 
86-1 هي مصفوقة للخل للنظام. عرمر- ع .ثم اوجد بحل 


0 
النظام غير المتجانس حيث 20-١‏ ٌ 


- 266 


الباب الرايع عشر 
110177 0121120) 


١-١‏ مقدمة: يمكن صياغة حلول كثيرا من المعادلات التفاضلية الخطية يدلالة 
دوال معلومة مثل الدوال الأسية» دوال بسل... وغيرها. اما حلول المعادلات 
التفاضلية غير الخطية» فنادرا ما يمكن أن يعطى الحل فى صورة صريحة 
(50::0 10560©) وللحصوا, على نتيجة كيفية» تستخدم عادة طرق تحليلية أو 
طريقة الحيود (الاضطراب 1524108نماتءم). 

فى هذا الياب سنتتاول معالجة هندسية والتى تؤدى إلى فهم كيفى لحلول 
المعادلات التفاضلية غير الخطية. وقد وضع بوانكريه (“ع32ع0182©) أساس 
النظرية الكيفية فى للقرن التاسع عشر فى حالات ثنائية البعد والتى أمكن 
تعميمها إلى أبعاد أعلى بواسطة بيركوف (031510011» والنظرية الكيفية مجال 





واسع للبحث والدراسة. 
تكون المعادلة التفاضاية من الرتبة النونية على الصورة 
«' "لكل ع2 1" ل 
)1( يم و- 1 


حيث ع متغير تابع»ء م متغير مستقل. 
ويمكن كتابة المعادلة (1) كنظام من معادلات من الرتبة الأولى مثل 
عد 4 
)2( ( اما 0 
أو 
...و2 1ت 2 .و( لوي ...و و )رح ع 
حيث ين متجه عمود (01115202©) ومركياته 6 والنقطة () ترمز إلى 
الاشتقاق بالنسية إلى 4. 
والشرط الابتدائى المصاحب مع المعادلة (1) هو 
)003( معد - (,) ع 


د ”57 2 


يكون للمعادلة (2) حلا وحيداً فى جوار (,2.,ع) إذا كاتت ثم قابلة للاشتقاق 
ياستمرار لبعضص /ع2.4 عع حيث 8 هى النطاق الذى يحتوى ,]:ء ل فترة 
مفتوحة تحتوى 40 - 

وكمتال نلحل غير للوحيد لمعادلة احادية البعد هى 


6 0(<0) , علي 
والتى لها حلان 
)53 0م -(©)2 ., [0-4» 


وعدم وحدوية الحل ناتج من عدم اتصال المشتقة للدالة عه عند 0-غ. 
تعريف :)١(‏ يسمى النظام بنظام ذاتى إذا لم تعتمد الدالة “ر في (2) على + 
صراحة. إذا أمكن تعميم حل نظام ذاتى لجميع قيم + فى الفترة «- > +م> صم 
فإن النظام يسمى بنظام ديناميكى (22ع]5(15 0352320121). 
وكمثال للنظام الذاتى 

)6( معا-(0)ع .  -)])2(‏ 
لايوجد فقد العموم إذا اخذنا 0- ,2. 
ويمكن اعتبار حل النظام (6) كمنحنى فى فراغ البعد النونى» هو فراغ الطور 
(ع26م5 8256م) ويسمى المنحنى بمنحنى تكاملى (ع10تك 21ع12]6) أو 
مسار (01512 ,/052[661019) خلال 20. 


إذا كانت 0ع«( ,*.....رع.,+*)م يمكن الحصول على منحنيات تكمنية يقسمة 
مجموعة المعادلات فى (6) على ثم وتحصل على المعادلات 
)7( وو وير الكو يوت 


ٍ دوو عدء ‏ خارل رعلله 
وإذا كان 5-0 لبعض قيم عر نستبدل ,كر بالدالة ,/ر أو عر بشرط 
0 وير 
تعريف :)١(‏ إذا كانت جميع 0- كر عند,ع«-ع أى 0<(,ع) -مء فإن 
تسمى بنقطة حرجة أو سكون أو نقطة اتزان أو شاذة أو ساكنة 
512010122117 01 20121 1335تاع51118 ,201121 1111102ط1لاناوء ,أسامم لمعتاقى) 
20111 
تكون النقطة رع نقطة حرجة معزولة (15019160) إذا لم توجد نقطة حرجة 
أخرى فى جوار ,ير. 


عديد من العمليات فى الرياضيات البحته والتطبيقية تكون أنظمة ذاتية وسوف 
نسرد بعض خواص حلولها. 
(أ)إذاكان (6)+ حل المعادلات (6) فإن (2- 26 هو أيضاً حلا لأى ثايت 
4. والمسار يمثل حلول عديدة والتى تختلف عن بعضها البعض بإزاحة 6. 
(ب) لا تمر المسارات بالنقاط للحرجة. 
(ج) إذا انتهى المسار عند نقطة.ء فتكون هذه النقطة نقطة إنزان. 
( د ) لاتتقاطع المسارات مع بعضها البيعض. 
(ه) مسارات الحل الدورى هى منحنيات مغلقه. 

بفحص الخواص الهندسية للمسارات يمكن استنتاج الخواص الكيفية 
محدودية أو دورية الحلول. ولتسهيل ذلك ندرس أولاً نظاما .ذاتيا ذا بعدين. 
وفى هذه الحالة يكون فراغ الطور هو مستوى الطور ويذلك يمكن فهم خواص 
المنحنيات فى المستوى. ودراسة الخواص فى المستوى لها تطبيقات عديدة لأن 
كثيراً من المعادلات فى الميكانيكا والكهرباء هي معادلات تفاضلية من الرتية 
الثانية. 


5-١‏ نظام خطى ذو بعدين - 2دع)5ل59 تدعهذا لمسده1ك معسستل-170' 
يمكن كتابة النظام ذى البعدين فى الصورة 

)010( (و عر )ررح يي ١‏ (ي )ري 
ليكن (.,د,.,») هى نقطة حرجة فإنه يمكن إزاحة النقطة الحرجة إلى نقطة 
الأصل. وباستخدام متسلسلة تيلور يمكن فك ,ك“رء ير حول نقطة الأصل أى 




















0 0 0 09 
+24 0 أو 0 2 
)2( 
فكي + معد + 0 5-8 كك - > (يوعىع) ير 


حيث تحسب جميع قيم للمشئقات عند (0 ,0). ويوضع ذلك على صورة نظام 


يكون لدينا 
دك ٠ك‏ 
5 بع |أا و0 0 _1* 
5 0 0 
يع< 0‏ بع0 
أو 


568 


(*] <)6+ +(0) 21 - وي 
حيث عناصر مصفوفة الجاكوبى (852//)0 هى ثوابت وإذا أمكن إهمال 
للحدود من الرتبة *] «| نحصل على 
04 لعلة لم 
لم 
أو 


2 

وهو ما نسميه النظام الخطى المناظر للنظام (3).حيث ,هت هى عناصر / 
فى للجاكوبى (21)0/. 
لحل هذا النظام نفترض أن الحل على الصورة 

)5( , “امج ت ير 
حخيثك 23 © ثوابت وبالتعويض فى المعادلة (4) تحصل على 

)6( ,0ع عنععر1د2- م) 
حيث /, مصفوفة للوحدة. 
والحل غير الصفرى للمعادلة (6) يتطلب أن يكون 0-(4-272) أى أن 2 
هى قيمة ذاتية للمصفوفة 4 وعلى ذلك تعطى القيمتان الذاتيتان للمصفوفة 4 
بالعلاقة 


72( 0ع 1 رم 2- 0 
كت 21 


ويكون حل المعادلة (7) هى | 

5( 2 /| يقيره4 + *(ميه + ,,6)/. + (ير© + © |- (ي4ة) 
بالاعتماد على قيم ,4ه يكون لدينا الاحتمالات التالية 
(أ) 0< بيعيره4+ (ريه+ ,,») - 4 : يكون الجذران (,3,.2) فى هذه الحالة 
جذران حقيقيان ومختلفان ولا يساويان الصفر. 
(ب) 24>0 يكون الجذران فى هذه الحالة مركبان حيث ره حقيقى» ,3» ,2 


مركبان مترافقان. | 

(ج) 2-0 يكون 22- ,2 

الحالة الأولى: ,7 ,.3 وحقيقيتان: 

حيث القيمتان الذاتيان مختلفتان والمتجهان الذاتيان ,ل<اء ,< المصاحبين مع ٠2,‏ 
2 مستقلين خطيا. 


ش٠‎ 


نعرف مصفوفة غير شاذه م2 بالعلاقة 


)69( زلا ماع م 
وباستخدام التحويل الخطى 
(10) مدع 
تصيح اللمعادلة (4) 
(11) ارود رمه م - زر 


حيث 48 مصفوفة قطرية عناصرها ,3» ي2. 
والتحويل الخطى لايؤئر على الخواص الكيفية للحل ولذلك ندرس حلول للنظام 
(11) بدلا من (4). ويمكن كتابة المعادلة (11) بدلالة مركباتها على لالصورة 


)012 دلاية > ولا ف لابخ - إلا 
ويكون الحل :هو 

)013 عوك ور 9 مي برح و 
حيتك (ىرز.م,ز) هى للقيم الابتدائية لقيم (,/ز,,/ز) ويحذف م نحصل 
على 

(14) | لان _ .8ك 

ولاية ٠ي(ك.‏ 

والمسارات التى حصلنا عليها من حل المعادلة (14) هى 

(15) مي بركل ح ور 


حيث كد ثابت يتحدد من القيم الابتدائية 

لدينا الحالات التالية 

(أ) إذا كان كل من ب3» ,32 سالبء فاننا نستنتج من (13) أن كل من 
اء» 10 يؤول إلى نقطة الأصل عندما -هجغ. تسمى نقطة الاتزان 
(0-<+) عقدة مستقرة تقاربياً (ع200 51214 9للدع00)مم9كة) 

(ب) إذا كان كل من ,23»ء ,22 موجبة فإن ,«اء ,2 تؤول إلى ما لاتهاية 
عندما -ه ج غ. فإن نقطة الاتزان تسمى عقدة غير مستقرة (2006 012512516) 
(ج) إذا كان ببمء و84 مختلفتى الاشارة (2,<0» 0 >0( أى 4 تؤول 
إلى © ء «7 تؤول إلى الصفر فإن نقطة الاتزان تسمى نقطة سرج غير 
مستقرة (ع52001 12562016). 

ونوضح هذه الحالات بالأمثلة التالية: 


21١ 


مثال :)١(‏ إدرس الانظمة التالية:- 


(16) د 2 ح ولق : ا > رز (1) 

017( د لا- - ولا : به - رنر (01) 

(15) و (2- > ل[ , لال ح رلا )111) 
للحل: (1) يكون حل النظام (16) هو 

(19) “عو > ور , ور > ولا 


عندما -هج عم قإن -<2 + (22,ز) طبقاً لاشارة (.ىز.ىى,لا). ومن (19) 
نجد أن 

)20( *( / «) ور 
وهى قطوح مكاقئة (03525201235). والمسارات ميينة بالشكل (١<ل)‏ ونشير 
الاسهم إلى اتجاه زيادة 4. ولتحديد ©/ نحتاج لوضع شروط ابتدائية. إذا كان 
(1.1) -(وز.و,) ‏ فتكون 1 - 1/2 ونصيح المعادلة (20) 

)21( ولا 


والمسارات مبينة بالشكل (١-ب)‏ 





إ ع دا سنب 
0١‏ | | ' _- ا 
شكل (١-أ)‏ شكل (١حب)‏ 
(ف) ويحل النظام (17) نجد أن 
(22) ىا الء “عورا حلا 
الدللتان (2,6رء (7.6 يؤلان إلى نقطة الاصل عندما هج + والمسارات 
هى قطوع مكافئة 


1# 


(23) ل 2 رلا 
(ننة) وبحل النظام (18) نجد أن 

(24) * مورلا يبر الى العو لالز 
فى هذه للحالة + ج ,برا طبقا لاشارة م,/زء 0ج ,نز عندما هجلم 
وتعطى المسارات بالمعادلة 

(25) > يننر«ر ىا أوبروك ءار 
والمسارات قطوع زائدة كما فى شكل (١-ج)‏ 


شكل (١-حج)‏ 
نلاحظ أن إذا كانت 0- مر فيكون المسار هو المحور ,2 وإذا كانت 
0> ورا فيكون للمسار هو المحور رللء٠‏ 
الحالة الثانية: إذا كان الجذران ,223 32 مركبان مترافقان أى 
)26 0-م<ي2 ., ©:2+مدبةه 
بدلا من التعامل مع الاعداد المركية فإتنا تحول للمصفوفة 4 فى المعادلة 
)4( إلى الصو رة القياسية (لدعتمممدء) ور تصبح المعادلة 4 على 
الصورة 


2153 


9 أ يسا آنا 
يكون من الاسهل حل (27) باستخدام الاحداثيات القطنية 

(28) 080 حت رخ . 27050 7 
ومن (27)» (28) نحصل على 


(29) (0 تنوه - 6 5معم)م - 0 مزو6 -0 وم م 


(0 0605 + 0 مسنوم), ع 0 ومء قم +0 وزو نر 


بضرب الأولى فى 50ه والثانية في 5100 فى المعادلة (29) والجمع 


فتحصل على 
(30 ه-<6 , محم 
ويكون الحل على الصورة 
)31 ع+ ين - 6 , “موعدم 


حيث ©:. © ثابتان. ومن المعادلة (30) نجد أن 


7م حك 

7 ل ١‏ © سو 

92 سب 46 
ويكون الحل هو 

(33 (0 /00)م»ء مع ,م 


وتكون المسارات لولبية [5012. 


إذا كانت 0<0 قأننا تستنتج من (30) أن 60 تزداد مع الزمن وان اللولبيات 
(كلهةم؟5) تكون فى عكس اتجاه عقارب الساعه. 


وإذا كانت 0>0 تكون اللولبيات قى اتجاه عقارب الساعه. من المعادلتين 
(28): (31) نجد أن 


(34) (+ غه)سنة "ممح ىمر , (2+ نه)ومه "ممح إلا 


215 5 


ووكتك :تضق غلى المسازقت 

(35 "عم د برح و 
وكما بينا سابقا فهى لولبيات. ويحدد الثابتان ©» © من الشروط الابتدائية. وإذا 
كانت الشروط الابتدائية للحل (.2ا.,لاإ) هى (و,رلا.و,ز) قإننا من (34) نستنتج 
أن 

(036 (ا/و7)" هذا 0ه دع 9 ءةؤرل. ده 
ومن (34) نرى أن طبيعة الحلول تعتمد على م. 
فإذا كان 0<مء إبير|»ه.ء) |,«ر[له»هس عندما «هج-غم وتكون نقطة 
الاصل بؤرة (1500135) غير مستقرة شكل (7-أ). 


وإذا كان 0>م٠»‏ .وا يؤو لان إلى الصفر عندما ١‏ جع فاإن نقطة 
الاصل تكون بوّرة مستقرة تقاربيا شكل (”"-ب). 


, , 


شكل (8-) شكل (؟سب) 


إذا كان 0-م فان المسارات تكون دوائر وتكون نقطة الاصل ليست على 
المسارات فتكون نقطة الاصل مركز (626615©) مستقرة كما فى شكل (7) 


5256© 


شكل (”) 
والمثال التالى يوضح البؤرة المستقرة. 
مثال (؟): ناقش طبيعة نقطة الاتزان للنظام 


5 ماه مالم 


الحل: نقطة الأصل هى نقطة الاتزان. والقيم الذاتية للمصفوفة هى 


(38 8-0+(1-20)3+2)- 
وحليها هما 
(39) 1-2 يق  ,‏ 0 1+243- بخ 


المتجه الذاتى اهما ذا المركبتين 00 نحصل عليه من 


(40) 6>| "را 00 0 
0 || 3+1-24- 
ويمكن كتابة (40) كمعادلتين مرتبطتين خطياء الأول هو 
(41) 0ح يمه[ (:2-2) 
0 > ىنيز 2 +-2)- , للك 


ل 
لفالف 
- 
ا 
1 


وبحل هاتين المعادلتين نجد أن 


0 ]. [2] 21 
(42) إنأة*[ اتاد 
نختار مصقوقة للتحويل 1 على الصورة 


2 0 
(43) 1 |-(ل مهل سمدم 


حيثف 102 26 تعنى الجزء التخيلى والجزء الحقيقى على للترتيب. ومن 
(10)» (11): (43) نجد أن 


4 نا 


نلاحظ أن المعادلتين (27)ء (44) هما نفس الصورة ويكون الحل هو 
(45) ش (©+ 2)هنة * 46ح ىر , (©+ 605026 “مم2 را 
ويكون نقطة الاصل بؤرة مستقرة والمسارات كما فى الشكل (5) 





شكل (4) 
باستخدام (10) » (43)» (45) نستنتج أن 


(46) [(+غ05)2-(ع+ 2)26أو] "206 رع , (+/512)2 “2467 ح ريع 
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والمسارات هى لولبيات ونقطة الاتزان هى بؤرة مستقرة والخواص الكيفية 
للنظام لا متغيرة (112273312214) بالنسبة إلى التحويل الخطى. 
الحالة الثالثة: الجذور متساوية (,3- ب0-13) 
وبالاعتماد على وجود متجهين ذاتين مستقلين خطيا يكون لدينا احتمال 
صيغتين قياستين فى هذه للحالة 1 

1 2 : 0 م 

601 #10 


047 وه > ىأر , ««إه ىالا 
أو 

)48 و30 - ونا . دخا + جره - لاز 
نأخذ للمعادلة (47) 

ويكون حلول (47) هى 

(49) “ولا > 7 ىا “ورا ولا 
وتكون المسارات خطوط مستقيمة وهى 

(30) “7201 / وو7) > ولا 


إذا كان 2>0 فإن المسارات >»0 عندما -هج + وتكون نقطة الاصل 
عقدة مستقرة تقاربيا. إذا كان 0< فقإن المسارات ‏ »همه عندما + جبع 
وتكون نقطة الاصل عفدة غير مسنقرة. (بعض المؤلفين يشير إلى هذه العقد 
بالنجم ماد ) 

ننظر الآن إلى حلول المعادلة للثانية (48) 

ويكون حلول (48) هى 


)01 “عير 2 وا , مي بم + “ىر بر ور 
ا للذشمكة ‏ 


وتكون معادلة المسارات 


(52) دودخ رجة _ 1ه 
2 د (أه 

ويكون حل هذه المعادلة المتجانسة هو 

)033( + ولا هل رن > بر 

حيث ف ثايت [ يساوى وا 0 

ومن المعادلتين (51) ٠‏ (52) نستنتج أن عندما -هج-+ فإن مج نلك 


وهذا يعنى أن المسارات تتقارب الى المحور ,ر. إذا كان 0 ,ىر تكون 

لالمسارات هي المحور 7 

إذا كان 3>0» فإن ,لرء رز( يؤلان نقطة الأصل عندما -ه.ج + فتكون نقطة 

528 تقاربيا. أما إذا كان 22<0 فتكون نقطة الأصل عقدة غير 
ة. (ويسميها بعض للمؤلفين عقدة غير صحيحة (2006 02205061 - 

كما يسميها البعض الآخر بالعقدة نجمية الشكل 

(ع200 عاطمائكسمت عه ع1ط512 0»مقطد-تهاة) وقد تكون مستقرة أو غير 

مستقرة كما فى الشكل (5) 


1, 





شكل (5) 
عقدة نجمية الشكل مستقرة عقدة نجمية الشكل غير مسنقرة 


2 دي 


مثال 7: لوجد حل النظام 


1 11)]_| .+ 
١‏ ا[ ".ما 


والقيم الذاتية للمصفوفة .هى 

(55 100-0+(11-4()0-8)- 
ومنها نجد أن 

(56 ش 1[ ,2-1 


فى هذه الحالة يكون لدينا متجه ذاتى واحد ,2« للذى يتناسب مع [2-,5) 
ولا يمكن وضع المصفوقة فى صورة مصفوفة قطرية. ومن نظرية كايلى 
وهاملتون (23111009دآ1 , '(00316) نستتتج أن لأى مصفوفة 2*2 ذات جذر 
مكرر ولأى متجه اء ان 


07 ش ْ 0 - هم[ 21 - 4 ] 
وليكن ,م معرفة بالعلاقة 
058 الة-4 ]ره 


من (57)»ء (58) نستتتج أن رلا متجه ذاتى. ونختارمصفوقة التحويل م 
بحيث تكون [<,,مع. ونكون قد افترضنا أن للاء ,لا مستقلين خطيآء وان ,<ا 


فى مثالنا: سوف نفترض أن [1,0]-لاء 2 تعنى مدور المصفوفة»ء وأن ,لا 
معطى بالعلاقة 
3 1 1 
ه] [910- جم 
ويكون المصفوقفة م هى ش 
1 10 
(60 1 م 
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ومن (10)ء: (11)» (54) ينتج أن 


(61) ل نأ 


ويكون حل (61) هو 

)62( “يدلا 2 وز الى “64(ود 27+ ورلا) 2 ار 
وتكون المسارات هى 

)63( 6+ ها ءر ع را 


ومن (52): (62) نستنتج الخواص التالية 

(أ) عندما هج : كل من |,راء |.رل+»» وأن النسبة (,بز/,لا)-عي-ه. 
وتكون نقطة الأصل عقدة< غير مستقرة وتكون للمسارات متنقاربة 
(00]مطالاكة) للمحور ,ز. 

(ب) الميل (.«8<,/4) يتلاشى على الخط المستقيم ,:- - ,بر. الشكل (5) 


يبين المسارات. 








شكل (3) 


ملحوظة: إذا كانت لدينا المعادلة على الصورة 2-2 فإنه يمكن 
فض 
كتابتها على الصورة 


الع 





( كه عأ زان كل 
وتتيع نقس طرية الحل. 
تلخيص لبعض الخواص والنتائج: 
يمكن كتابة للمعادلة (8) بدلالة 4 7 (أى 4 ع826ا) وأن 4غعل (محددة 4) 
على الصورة 


(64) 2 مع 4- 2( مل + خم ] - 0.3 
والنتائج التى حصلنا عليها للنظام الخطى يمكن تلخيصها كما يلى: 
(أ) إذا كان 0< 4 غعل4 < ٠)4(2‏ فإن القيم الذاتية تكون حقيقية ومختلفة 
وإذا كان 0> 4 تكون نقطة الاتزان عقدة مستقرة تقاريياً 
وإذا كان 0< 4 تكون نقطة الاتزان عقده غير مستقرة 
(ب) إذا كان 4(7<0) < 4064 تكون القيم الذاتية أعداد مركبة. 
وإذا كان 0> 574 فإن نقطة الأصل تكون بؤرة مستقرة تقاربي' كما فى 
شكل ١(‏ -ب). 
وإذا كان 0< 4م تكون نقطة الأصل بؤرة غيرمستقرة كما فى شكل (؟7-أ) 
وإذا كان 0- 74 تكون نقطة الأصل مركز مستقر كما فى شكل )١(‏ 
(ج) إذا كان 0- 4غ4066-:654(2) تكون القيم الذاتية متساوية وتكون نقطة 
الاصل مستقرة تقاربيا إذا كان 0> 7/4 وتكون غير مستقرة إذا كان 0< 4/,. 


فى جميع الحالات للثلاث.ء 0< 4ععل . فإذا كان 0> 44ع0» فإن القيم الذاتية 


يي - 


مسدفر_ 6. 


لقد عرفنا أن نقطة الأتزان تكون مستنقرة تقاربيا اذا كانت المسارات تؤول إلى 
نقطة الأتزان عندما -هج ع. أما إذا كانت المسارات ->»4ه عندما مه جل, 
فتكون نقطة الأتزان غير مستقرة. وإذا كانت المسارات محدودة (0ع501120) 
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فإن نقطة الأتزان (المركز) تكون مستقرة. وفى باب مستقل سوف نتعرض 
لدراسة مفهوم الاستقرار بتوسع. 
ملحوظة: إذا كانت الأجزاء الحقيقية للقيم الذاتية فى (2/)0 لاتساوى الصفر 
فإن النظام يسمى نظاما زائديا (عتاهطجعمةط). 

إذا جعلنا ,كرء .ثم دوال خطية فى المعادلة (1) » نكون قادرين على 
الحصول على حلول صريحه (11©1م2:©) للنظام. 
وفى البند التالى سوف نمد (6:]620) النتائج التى حصلنا عليها إلى النظم غير 
الخطية. وفى هذه النظم يكون الحصول على حلول صريحه غير ممكن فى 
معظم الاحوال. 
3-1 نظم غير خطية فى بعدين 

05 1201111116215 [0-012060510133/ا 1" 

نفترص أن نقطة الأصل هى نقطة نقطة الاتزان للنظام )1( فى البند 2( ونريد 
معرفة سلوك المسارات لهذا النظام بجوار نقطة الأصل. وسوف نفترض أيضاً 
أن 1» دل ومشنفاتها الجزئية متصلة بالقرب من نقطة الأصل ويمكن كتابة 


للمعادلة 
( ىن »)ور يع ١‏ (رتى »)ررح م 
على للصورة 
1( (8)2 + ع4 - خخ 


والمصفوفة 4 غير شاذه (20 064)» (8)م تحقق الشرط 
(2-2) عندما 0جدع فإنت 0ج إلع|/|(ع)2 ]| 
أو 


(2-0) : + -إعل , 1.2 1 0- ١‏ /(يعىع) مستا 
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الشروط التى وضعناها تتطلب أن نقطة الأصل تكون نقطة ائزان منعزله وأن 
ألما صغيرة بالمقارنة مع اعا|- المعادلتان )(1): )2( تصف النظم غير 
يمكن أن نتوقع فى معظم للحالات تكون المسارات بالقرب من نقطة الاتزان 
للنظم للخطية وغير الخطية متشابهه ما عدا للحالتين عندما تكون القيم للذاتية 
للمصفوفة 4 تخيلية صرفه (0156) أو متساوية. وتغير بسيط فى النظام سوف 
يؤدى إلى تغير فى الجزء الحقيقى فى القيمة للذاتية وسيتحول المركز إلى لولبى 
مستقر أو غير مستقر. وكذلك تحت . تأثير حيود (061011522102) صغيرء 
الجذران المتساويان يصبحا غير متساويين أو قيم ذاتية مركبة. وسوف نقارن 
نوع واستقرار نقطة الاتزان النظام الخطى وغير الخطى فى للجدول للتالى. و 
ا ص ل شد 





:25ت 


2-١ +‏ أمثلة: 
مثال :)١(‏ اوجد نقاط الاتزان للنظام 


)3( ( 12+ 7 )ير عدر نس ح ين (7+ ), متا - يعر 3# 
وعين نوعها واستقرارها. 
الحل: نقاط الأتزان تعطى من 

)4( 0 - (72+ )رعلا - عد ح ( + 2( ديوع 
والحل الوحيد هو 

0 22-0 (050) 


ونقطة الأصل هى نقطة الأتزان الوحيدة فى للنظام (3) والنظام الخطى 


9 لماه كليم 


وتكون القيم الذاتية هى 

٠ (0‏ ح و2 
ونقطة الاتزان للنظام الخطى هى مركز مستقر. ولحل النظام غير الخطى 
نستخدم الاحداثيات القطنية فنحصل على 

08 0 تبر - 0 متو - 0 متو 6م - 0 وم نر 

مسن تحر - 50م +- - 0 ومع 0 +0 وزو 

وبحل هاتين المعادلتين ينتج أن 

)© 1--60 , تحرب دم 
وبحل المعادلتين فى (9) نحصل على 


010 1-,6-<0 , 2 +1) / و دم 
حيث 7ء ,0 هم القيم الابتدائية لكل من «مء 0. 

نلاحظ أن فى النظام غير الخطى تكون لتجاه المسارات اللولبية فى اتجاه عقارب 
الساعه. إذا كان 0<مهرء لجميع قيم 0< +» فلن م تتناقص مع زيادة + 
عندما هج : فإن 0ج م. ويكون نقطة الأصل بؤرة مستقرة. وإذا كان 
0>م لجميع قيم 4 0< فإن + تتزايد بزيادة + وغندما.. تمت إبراط جه م 
فإن هج + . وبذلك تكون نقطة الأتزان غير مستقرة. وإذا كان 0-/ر فيكون 
النظام خطى وتكون المسارات دوائر (7- *2)- والمركز فى النظام الخطى 


6/اغ - 


يصبح لولبياً مستقرا إذا كان 4<0مر ولولبياً غير مستقر إذا كان 0>هار فى 
النظام غير الخطى. 

ملحوظة: نود أن نؤكد أن النتائج فى الجدول .السابق تكون محققة فقط 
للمسارات يالقرب من نقطة الأتزان. إذا كانت نقطة الأتزان يؤرة غير مستقرة 
فإن المسارات للنظام الخطى وغير الخطى تدور لولبياً بعيد عن نقطة الأصل. 
وللنظم الخطية تؤول المسارات إلى © عندما هج .. ويمكن أن تؤول إلى 
متحتى مغلق (حل دورى) للنظام غير الخطى. ويسمي هذا المنحنى المغلق 
دائرة النهاية (16علإك 314ذ[) كما يتضح من المثال التالى 

مثال (؟): حدد نوع واستقرار نقطة الاتزان للنظام 


011 1 ةا 
| (2+ )علا - رع + ,> - رخ 
الحل: تقطة الاصل هو نقطة الاتزان الوحيدة للنظام اللخطى وهو 


)012 ظ 1 0 


وتكون القيمتان الذاتينان 


013 +1 - ربغ 
وتكون نقطة الأتزان لولبيآً غير مستقرة. أى أن عندما -٠ج‏ + فإن للمسارات 
لهم مهل 
ولحل النظام (11) تستخدم الاحداثيات القطنية كما فى المثال السايق وبحل 

(14) 1-- , (تعم-1) حدس 
ويمكن كتاية المعادلة الأولى على الصورة 


فاده - علدت لديو | ] 
| (سرل+2)0 (رليء-20 م 
وبحل المعادلتين فى (14) نجد أن 
1 #- ,6-6 
)15 | ْ 2و( سير -1) + تدز / ردم 
حيث ٠6,‏ ,,: قيم ابتدائية لكل من 6 7. 
تكون نقطة الأتزان» فى النظم غير الخطية ٠‏ تدور لولبيا فى اتجاه عقارب 
الساعه مع زيادة + مع زيادة + . ومن المعادلة (15) نستنتج أن عندما 


 عالا‎ 


مه ؛ فإن هإل./1ه +. وإذا كانت 4-0 نحصل على النظام الخطى وفيه 
هه جام عندما ص جداع. 

ملحوظة: نلاحظ من المعادلة (14) ان للنقطتين التى عندهما 0- هما 
دعم دزي /1- : . وبالثالى المسار الذى يبدأ بالقرب من نقطة الأصل يدور 
لولبيا بعيدا إلى الدائرة التى نصف قطرها هإه/1 كما فى الشكل (5) 





)١( شكل‎ 


والان ندرس استقرار دائرة النهاية (حل دورى) إذا كان /لآ < "م فإننا 
نستنتج من المعادلة 157 (أو (14)) أن + نتتناقص يزيادة + وأن عندما 
مج : فإن بإأيه/1ج+خ. وبالتالى جميع المسارات التى تبدأ بالقرب من 
داشرة النهاية (هإه/2-1) تدور لولبيا إلى دائرة للنهاية كما فى شكل (51). 
وتكون دائرة النهاية مستقرة. 

يوضح هذا المثال أهمية الحدود غير الخطية فى إعداد النماذج. فبينما النموذج 
حل دورى. وفى المثال التالى سوف نقارن بين النظامين الخطى وغير الخطى. 
مثال (7: إدرس حركة البندول المخمد (لع200هل). 


 5الال‎ 


الحل: معادلة الحركة للبندول المخمد يمكن كتابتها على الصورة 

(16) 0-0هنه/ وس + 6/ا ع +6 :م 
حيثك #دء 4 هى كتلة وطول البندول على الترتيب» © هى الزاوية بين 
البندول والخط الرأسى لأسفل ٠‏ بم هى عجلة الجاذبية الارضية و م8 ثايت 
موجب. نلاحظ فى المعادلة (16) أننا اقترضنا أن المقاومة تنتاسب مع 
السرعة. وعلى ذلك تؤول المعادلة (16) إلى 


017( 0-0هنو “0 + نه +ة 
حيث #مم/ #-0.ء 4/ج - 072 ويمكن كتابة (17) على صورة نظام 

60ح ري 
(18) 1 د22 را 


. 3 . 


تعطى نقاط الاتزان بالعلاقة 


)019 0- ,دسو “0+ 02 - رعر 
وتكون الحلول هى 
(20) (...0,22- 5) , 7ع درع , 20 بير 


نفحص استقرار نقطة الأصل. والنظام الخطى المناظر للنظام (18) هو 


0ت ظ لماه لبها 
2خ0|3- (- 32 

وقيمتاه للذاتيتان هما 

)22( 2 40#- تول م | - 5 

(أ) إذا كان 407 < 2 (الاخماد يكون كبيرا)» ربة يكونا حقيقيان وسالبان 


ومختلفان وبالتالى تكون نقطة الأصل عقدة مستقرة تقاربياً. 


8ل 2 - 


(ب) ولذا كان *40- »0 فإن 0> 2,22 قفإن نقطة الأصل- تكون عقدة 
(ج) وإذا كان 4015 > 07 فإن ,3» ,3 يكونا عددين مركبين متراققين ولهما 
اجزاء حقيقية سالبه وبالتالى تكون نقطة الأصل يؤرة مستقرة تقارييا. 
الحالة 2-0 عندما يكون البندول رأسيا إلى أسفلء» نتوقع أن نقطة الأصل 
تكون مستقرة كما بينا بفحص النظام الخطى. نعتبر نقطة الأتزان (6,0). وتنقل 
النقطة (2,0) إلى (0,0) تكتب 

)23 و2 رج الى 6س جح بير 
يتعويض المعادلات (23) قى المعادلات (18) نجد أن 

(24) | هفو 007+ ع0 ح (16+ ع)صقة 027-00 - وأا , وعد اجر 


والصورة الخطية للمعادلات )24 هى 


وفيمها الذاتية 
(25) 2 مه + تألم إحوبة 


فى هذه الحالة تكون ,23 ي2 حقيقيتان ولهما إشارة مختلفة وتكون نقطة 
الاتزان نقطة سرج غير مستقرة بالرغم من قيمة الاخماد. وتسمى نقطة الأتزان 
الحالية طبقا للبندول فى وضع رأسى لأعلى ومن الاعتبارات الفيزياتية» فإتنا 
نتوقع أن هذا الوضع يكون غير مستقر. 

حيث ,«هنذه دورية ولها الدورة 27 فإننا تستنتج أن نقاط الأتزان هى 
(42:70) تكون مستقرة تقاربيأ وأن [2+1(70)+] تكون غير مستقرة. وقى 
غياب الاخماد (0-©). تبين المعادلات (2)22ء (25) ان نقاط الأتزان 
(2:10) هى مراكز (قيمة ذاتية تخيلية صرفه) وأن. [20+1(:6,0)] هى نقط 
سر ح-. 
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وتكؤن المسارات فى مستوى الطور للنظام الخطى كما فى شكل (7) 
فيه 





ا 
« جر 
شكل (7) 
وللحصول على المسارات للنظام غير الخطى نحل المعادلات (18) وبحذف / 
يحصل عي 
١ 026١‏ ! ا له 
51131 00+ ير ع0 و كك 


وهذه المعادلة من الصعب حلها. ولكن من للجدول للسابق نستنتج للنظام غير 
الخطى ان نقطة الأصل (0,0) تكون عقدة مستقرة تقاريياء (0,-) و 
(0)نقطتى عقدة. وكل المسارات بجوار (0,0)-0,0(4) عندما مجم 
ويوجد مسار وحيد للذى يمر خلال (2)60. هذا للمسار يكون قفاصل 
(«:نانههدمء5). وبالمثل يوجد أيضا فاصل آخر للذى يمر خلال (0-). 
وجميع المسارات التى تبدأ فى المنطقة المحدودة بهذين الفاصلين 
(3528365م56) تكون منجذبه إلى نقطة الأصل وهذه المنطقة هى حوض 
الجذنب (108ع2)523 01 635312) لنقطة الأصل. وينفس المنطق يمكن تطبيقه 
على المنطقة 31> ر>:: , 2 > «عد:3- ومستوى الطور للنظام خير الخطى 
ممثل فى الشكل (8) 





شكل (4) 
مثال (5): معادلة لوتكا - فولتيرا (22اء]1.013-701): ادرس الحل الكيقى 
لمعادلة لوتكا - فولتيرا 
الحل: نعرف ان معادلة لوتكا فولتيرا على الصورة 
بالل لل 
27( اليه - ر لال الع خم اق فرطت اقرع حي - 


حيث الزء ,ا هما تعداد (كثافة) الفريسه (لاع05) والمفترس (05602402). 
وفى غياب المفترس فإن معدل زيادة ,4 يتناسب مع ,/4 وفى غياب الفريسه 
يموت المفترس بمعدل يتناسب مع ١لاء‏ وعدد المواجه بينهما يتتأسب مع 
ره . وفى كل مواجهه يلتهم المفترس الفريسه وينتج منها نقصان ,/4 وزيادة 
فى 7,. ,4» يه» بقء رق ثوايت موجبة. 


(228) عردم ا الاو ير ديمع 
2 و2 
فإن 027 تأخذ الصورة 
حل 1 
(29) (1- 00 و , 01-2 > و 


اذغ .ه 


حيث ,»/ ,ه- © . نقاط الأتزان هى (0,0)ء (1,1) والنظام الخطى بالقرب من 


(0,0) هى 

|| 0 1|_اءع4#ارعق 
60 يناه 16-ل6به 
والقيم الذاتية هى 
(31) 0-<ي2 . 21ب2 


وتكون نقطة الأصل نقطة سرج غير مستقرة. وتبين المعادلة (30) أن ,عد ينمو 
أسيا (زللهنادعدمم»ه) مع الزمن وأن ,+ يتناقص أسيا. 
ندرس الآن الحلول بالقرب من (1,1) لذلك ننقل نقطة الأصل ونكتب 

(32) . 1-ي,ي*ء رع ., 1-,*ع بير 
وتصبح المعادلة (29) على الصورة 


ظ +1 كك 
(33) 5 
ك4 
: (2<+1), 0 - 00 
ويكون ألنظام الخطى المناظر 
بع !| 1- 0] |+4/ بعل 
34 ظ - 
7 ظ 9 28 عم 
واللقيم الذاتية هى 
(35 ْ لد حت ررق 


وتكون نقطة الأتزان (1,1) مركز مستقر وأن للحل يكون دوريةآ. ومن المعادلة 
(34) نستنتج بالقرب من (1 01 أن المسارات تكون قطوع ناقصه (5ع5م11اء) 
وتعطى بالعلاقة 2 

(36 ثابت - (27) + 22(2)ه 
ونلاحظ من للجدول السابق للنظام غير الخطىء أن نقطة الأصل (0,0) تكون 
غير مستقرة ولا يوجد نتيجة محددة يمكن الاشارة يها إلى نقطة الاتزان (1,1) . 


وتمثل المسارات بالمعادلة 
67 (و<-0):__ عه 
(1-,عت)رع0 رعحك 
ويكون حلها هو 


"شع س 


122+ بع - ردصأ > (رع صا - )0 
أو 
(38) 
حيث © ثابت يعتمد على الشرط الابتداتى. 
ورسم المعادلة (38) لقيح ثابتة للثابت © هى منحنيات مغلقة تحيط بنقطة 
الأتزان (1,1) كما شكل (4) 


6- ونا 


كم 
شكل (4) 

وفى هذا المثال» فاإان كل من النظام الخطى وغير الخطى ينتج حلولا دورية 
وأى تغيير فى الشروط الأبتدائية يؤدى إلى مسارات مختلفة. 

تطوير النموذج: وأهمية هذا المثال أنه فى غياب المفترسء فإن الفريسه تزداد 
اسيا إلى -ه. وهذا النمو الماليثى (1121111051311) لايوجد فى للتطبيق. واقترح 
فيرهلست (1156طىء/7) معادلة الأمداد أو (اللوجستيه ع1584ع10) لتأكيد أن 
يكون النموذج أقرب إلى الحقيقة أن يأخذ الصورة التالية 


39 اكور ووه 
) ( يك و 00 


"مع - 


حيث 2 ثابت موجب. 


ويكون النقاط الحرجة هى 
40( رةه , 2-0-ل/ل 
ونقطة الأتزان (0-,87) تكون غير مستقرة. ولدراسة طبيعة الحل بجوار 
- ,لله تكتب 
(41) - لل - ألا 
وتصبح المعادلة 
: 0000 الك 
42 لاله - ( 1+ الل به - 


والدالة 3/7 تقل أسيا إلى الصفر وان نقطة الأتزان (24 - ,/8) تكون مستقرة 
تقاربيا. إذا كان للتعداد الأولى ك > ,,ل/ادء ,/4 تزداد بزيادة # حتى 2 - ,/ال 
وتبقى بعدها ثابتة. إذا كان ك.< ,,لدء ,لل دالة تناقصية فى + وتؤول إلى نهاية 
محددة ل . والتعداد النهائى يكون 4/ بعص النظر بالحجم الابتدائى للتعداد 
وتسمى كل بالسعة الاستعابيه (/2026©117© 03113125) للبيئة. 
يمكن حل المعادلة (39) تماما ويكون حلها 

(43) [ عزى لظ- عل) + و /1 أ/ى, الك - لا 
والمعادلة (43) تؤكد النتيجة التى حصلنا عليها للنظام الخطى باحلال حد النمو 
الأسى فى (27) بالمعادلة اللوجستيه نجد أن 


(ج44) دال الر6- | علط ]اليه - 6 
ومن (28)» (44) نحصل على 

) :جع -1) ب 

(45) ا 

(1- عد 0د 

4 


طمع ءه 


حيثت و / به-ق8 


وللسهولة نستخدم المعادلة (29) هنا. وتكون نقاط الأتزالن هى (0.0) 
. (1/8,0)» (1,1-8). وعرفنا أن نقطة الأصل هى نقطة سرج غير مستقرة. 
ولدراسة طبيعة (1/8,0) تتقل نقطة الأصل إلى (1/86,0) بكتاية ‏ © 


(46 و«درع , 1/8بتج*ح- #2 
وياستخدام (46) فى (45) و (29) ونبقى فقط الحدود الخطية تحصل على 
3 86- 1- 47 | ,عل 
1 ان 
٠ (47‏ ع البدعة : 3 7 
وتكون القيم للذاتية هى 
4 0)1-868- ,3 , 2-1 ب2 


وعلى ذلك تكون النقطة (1/8,0) نقطة سرج غير مستقرة 
بالمثل النقطة (8]-1,1) يمكن ان تكتب 


(49 1+8- يح رع ., 1-,+* ع بير 
ويكون النظام الخطى المناظر بالقرب من (1,1-8) هو 

ْ ]|1 كه | إع4ارعة 
0 0 اليك "بيهر 


وللقيم الذاتية هى 
(51-2) 8402م + :8/. +8 ) - 2 
(51-0) 405-12 + 87/.- 8 ) -ية 


وطبيعة للنقطة (1,1-8) تعتمد على اشارة 408-40+*65 ويمثل إتزان تعداد 
المفترس بالعدد (1-8) وهذا يؤدى إلى 6>1. ولدينا الحالات الثلاث التالية : . 


هلمع - 


(أ) إذا كان 862+408-48<0 فإن ,3 ,ث2 يكونان حقيقيين وسالبين 
وتكون النقطة (1,1-8) عقدة مستقرة تقاربياً. 

(ب) وإذا كان 404-48>0+*8 فإن 2ء ,3 عددان مركيان متراققان مع 
اجزاء حقيقية سالبة وتكون نقطة الاتزان بؤرة مستقرة تقاربياً. 

(ج) وفى بعض الأحيان يكون 8 <<© وفى هذه للحالة تكون (1,1-8) بؤرة 
مسدقرة تقاربيا. 

والمسار فى حالة 8م <<©0 مبين فى الشكل )٠١(‏ 





ْ )٠١( شكل‎ ٠ 

والمسارات التى تبدأ. بالقرب من (0,0)ء (1/86,0) تيتعد عن هذه النقاط. 

والمسارات تيدأ بالقرب من (1,1-8) تدور لولبيا حولها وتؤول إليها بالفعل. 

أى يمكن القولء الحلول مع القيم الابتدائية تساوى تنقريبا (1,1-8) وتؤول إلى 
حل الحالة (المستديمه) المنتظمة (51]266 5662303) ويعطى بالعلاقة 


)532 1-8-<يع ., 21ب بي 


ولوصف المسارات التى تبدأ من نقاط الأتزان يجب علينا حل المعادلة 


 ةاك‎ 


(وج عق - اي عه 

(1- ,)ير عه .كلك 
وهذه المعادلة تستنتج من (45 ,24). ولا يوجد حل تحليلى بسيط لهذه المعادلة. 
والمسارات للتى تبدأ بعيدا عن نقاط الاتزان يمكن أن تدور حولها حلزونيا إلى 
(1.1-8) او يتحد وينضم (76586) إلى دائرة النهاية إذا وجد حل دورى. 
والان ندرس السلوك للكيفى للمعادلة (45) مع ملاحظة أن 0- , عندما 

(54) 21-8 رع . 20/ىي 
وهذه الخطوط هى خطوط إنعدام (11265ك81111) ,عد. حيث أن ,عر ليست سالبة 
فإنه يلى أن ,* موجبة (أو سالبة) إذا كان ,ع- ,1-8 موجباً (أو سالبة). 
وخطوط اتعدام بي هى 

(55 1-,خ . 0--<تآري* 


053) 


نستتتج من (29) أن ,ع موجبة (أو سالبة) إذا كان 1< ,+ (أو 1> ,*). فى 
الشكل )١١(‏ رسمنا الخطوط (خطوط الانعدام) التى تقسم الريع الاول إلى أريع 
متاطق. 





فى المنطقة 1 0<,دء 2,>0 فالمسار يتحرك إلى أسفل وإلى اليمين وهذا 
مبين بالاسهم فى الشكل. 

فى المنطقة 11 0< ,ئ2ء 0< ,م والمسارات تتحرك إلى أعلى وإلى اليمين. 
وفى المنطقة 111 0>رتندء 0< رغ والمسارات تتحرك إلى أعلى وإلى اليسار. 


وفى لالمنطقة /17 0> ,دء 0>,م والمسارات تتحرك إلى أسفل وإلى اليسار. 
والمسارات التى تعبر خط إنعدام ,*« (أو ,+) خط الانعدام له مستقيمات مماسة 
موازية للمحور #2 (أو ,*). ويربط الشكلين )١١( »)٠١(‏ نستنتج أن 
المسارات التى تبدأ من أى نقطة فى الربع الأول تدور حولها لولبيا وتنتهى عند 
النقطة (1,1-8). ! 


مثال :)١(‏ (نموذج تنافس 753001 00200611052©) كون تموذج. تنافس 
ولدرس سلوك حلوله الكيفية. 

الحل: فى هذه الحالة نعتبر نوعين من الكائنات (0211121102م) رلالء ./ر 
يتنافشان على مصدر محدود من للغذاء وأنهما لايفترسان بعضهما البعض وينمو 
تعدلد (كثافة) كل نوع فى غياب الآخر طبقا للمعادلة اللوجستية. ويؤدى تأثير 
التناقس إلى تأخير معدل نمو كل من لل ,لق ونعتبر نموذج بسيط على 
الصورة 


050( 





حيث ,>ء يهء ,23 ,كلء رك ثوابت موجبة 
كلع 

ب©1يه-م ., 2ه >5 , رك /,ر لاع رع ., ب / لؤادرءع 
0 كل / ركليط- مق ,. 14/ ب كارط- ,3 
ومن (56): (57) نجد أن 


 ةضمهذ‎ 


+04 
(وعة- ,ع 1) د ري 


038 
(,عيق- ,ع -1) اي 
خرن 2 عانم 1 
وتكون نقاط الاتزان (0,0): (0,1) (1,0) وحل مجموعة المعادلات الآنيه 
)09 1- يع + رعيمق , 1< رعق + رع 
وهو 
60( (يثر8 -1) /(ي8 -1) - 2 ٠و‏ (يقرق -1) /(,8 -1) - , 2 


ويكون الحل محقق ذقط إذا كان ,ء«ء ,+ غير سالبين وهذا يؤدى إلى أن ,8ء 
يجب أن يحققا المتباينات التالية 


> يظر8) .1>كيق ,1>كر8 أو 2< يقرق) .1< يق ,1< رمق 
سوف نعتير للحالة الأولى مع 1.5- ,8»ء 2- 8< ولقد أعطينا قيما عددية إلى 
رثء وم لتسهيل الحسايبات. 


]:*||0 1|_[ع4ارعة 
6 عله 6 [4بها 
وتكون القيم الذاتية 1»ء 0 وتكون نقطة الأصل عقدة غير مستقرة. ولدراسة 
الاستقرار للنقطة (0,1) نستخدم للتحويل . 


)62( 2-1*ةتر* . ,ريع 
بالتعويض من (62) فى (58) مع 1.5-<,8 ع٠‏ 2-,8 وتحصل على النظام 
الخطى 

]| 60 ك0.5-|_[|ع4لع2ق 

0 عا" اجيم 

وتكون القيم الذاتية 


- 584 


(64) مه-« يهم . 05--رإ28 


وتكون نقطة الاتزان (0,1) عقده مستقرة تقاربيا. وبالمثل النقطة (1,0) تكون 
عقدة مستقرة تقاربيا. ولتحليل طبيعة نقطة الاتزان (0.5 ,0.25) نستخدم 


التعويض 
(65) 05- ,هد يع , 025 ,داع 
وتكون النظام الخطى المناظر 
03751 025] |+4/أعة 
0 1 م056 م اسم 
وتكون القيم الذاتية هى 
7 2 + 0.25(2+م0.5)/. + (0.25+م0.5)-] - و0 


واشارتا القيمتان الذاتيتان مختلفتان وبذلك تكون نقطة الاتزان نقطة سرج غير 
مستقر 8 وفقط لثنان من المسارات ينتهى عند هذه النقطة واثنان فقط يبتعدان عن 
هذه النقطة كما هو مبين بالشكل ؟١.‏ 


شكل (؟١)‏ 
وخطوط إنعدام ب»دء ,ع التى تصل النقاط الحرجة (المعادلة 59) مبينة فى شكل 
)١(‏ وهى تقسم الربع الموجب إلى اربع مناطق من 1 إلى 17. 


55358 





)١75( شكل‎ 


فى المنطقة 1» ,دء ,* موجيان. فى المنطقة 2:11» 0< ,#8ء #8,>0. فى 
المنطقة 111: 0> ,دء 0>,#. فى المنطقة 197: 0> ,دء 0< ,#. واتجاه 
للمسارلت ميين بالاسهم 

ومن الشكلين )١١( »)١7(‏ نستتتج أن المسارين اللذين ينتهيان عند نقطة السرج 
(0.5 ,0.25) يكونان الفواصل 56031301065 التى تقسم المسارات للتى تنتهى 
عند (0 ,1) من التى تنتهى عند (1 ,0). والشكل المركب (001523205166) منهما 
هو الشكل .)١5(‏ 


25 


لقيم ,8 ,8 التى اخترناهما يوجد فقط مجموعة واحدة من القيم الابتدائية التى 
تؤدى إلى وجود النوعين وجميع القيم الابتدائية الأخرى تؤدى إلى إنقراض 
أحدهما. 

ندرس الأن الشروط لتعايش النوعين. ونقطة الأتزان التى تسمح لوجودهما معا 
هى التى تعطى بالمعادلة (60) وترمز لهما .,*«ء .رع ولتحليل طبيعة نقطة 
الأتزان هذه ننقل نقطة الأصل لهذه النقطة يوضع 


(68) يو 6< لع ي و ابركرس جع 2 
ويكون النظام الخطى المناظر بالقرب من (.و*.ي,*) هو 
بع ]| رع يع 41 | بعك 
9 _ 
9 9 607 0 مر 
وتكون القيم الذاتية هى 


)070( 2 ممم -1) يوعد عم4 - “,م + )يد ل( وعم + *)-] ح 3 


لقد رأينا سابقاً بالنسبة إلى ( يدعاريع) لتكون فى الربع الموجب. يتطلب إما 
1<مء 8,<1 أو 8,>1ء 8,>1. ومن المعادلة (70) نستنتج أن إذا كان 
1< مم8 1< مق فإن يه.بة يكون لهما اشارتين مختلفتين وأن (ع.يع>) تكون 
نقطة سرج غير مساقرة. 

وإذا كان 8,>1ء 1> ,8 فإن ,إ42ء ,2 يكونا سالبين وأن ».يي ) تكون 
عقدة مستقرة. والآن نفحص استقرار نقط الأتزان الأخرى عندما تكون 1> ,م]ء 
1> ,8 وتكون النظام الخطى المناظر بالقرب من نقطة الأصل (معادلة (61)) 
وهو لايعتمد على ,8 ء ,8 وبذلك تكون نقطة الأصل عقدة غير مستقرة. 
والنظام الخطى المناظر فى حوار (0,1) نحصل عليه بجعل مركبات المعادلة 
(58)» (62) خطية وهذا يعطى 


|| 0 (ب1-8) 8 > / حك 
01( ا مه اسيم 


وتكون القيم الذاتية هى م- ٠‏ (,1-8)ء عندما تكون 1> ,86 تكون كل من 
القيمتين الذاثيتين لهما اشارتين مختلفتين وبالتالى تكون (0,1) نقطة سرج غير 
مستقرة. وبالمثل عندما 1> ,8 تكون نقطة الأتزان (1,0) نقطة سرج غير 
مستقرة وتكون المسارات في الريع الموجب كما فى شكل )١5(‏ عندما 1> ,8 3 


1> يم . 
وبكون شرط تعايش للنوعين معا (©06701561626©) هو 1 > ,ء 1> ,8. ويكون 
التواجد معا ممكنا إذا كان التنافس ليس كييرا. 
0 
لحم 7 2 
شكل (15) 


إذا كان 1< ,8ء» 1< يق فإنه. -0-0- توّدى إلى إنفقراض (72012©11002©) 
أحدهما كما فى حالة 1.5- ,ب8» 2- ي8. وهذا يفسر الملاحظة المرتبطة 
بالكائنات لها متطلبات متشابهه أن لا يشغلوا نفس الحيز. ويسمى علماء 
الاجتماع هذا بمبدأ التنافس الانقراضى 


علمتعستوم مامتكساعع ع7اتأعممر0ه أو يمبدأ جاوس 155ة) 
مثال :)١17(‏ التبادل (ممدقلدتطدمم او كتده1طتطزى) 
ناقش السلوك الكيفى لحلول النظام 


> 








ار لل 

ثح + 1-0 ل/زن- ل 

0 4 2 | 2 

90 4 ل لل 
3 + خل-1 )اميه ملل 


حيث ,»2 يهء رلاء رقء بك ء رك ذوأبت موجبة. 

الحل: تصف المعادلات (72) نموذج تفاعل (0108ع124652) نوعين لهما 
فاتدة مشتركة واشارتى ب2 ع 8 عكس الاشارة فى المعادلات (56) ويحدث 
هدا النموذج عادة فى الحياة. 

باستخدام التعويض (57) فى (72) تصبح 


حك 
تخ 0 


)22( 
(رعيق+ ,ع -]),ع - 2 
ك0 


وتكون نقاط الاتزان الاربعة هى 
(,8,]8 -1) /(ي8 +1) - ,ع ,( ينارق -1) /(,8]+1) - ي,(0,0(,)0,1(,),0) 


تقطة الأتزان (..رد,.,*) يعتمد عليها فقط إذا كان 0< ,1-8,86. ونقطة الأصل 
كما فى المثال السايق عقدة غير مستقرة. لفحص طبيعة النقطة (0,1) تنقل 
نقطة الأصل إلى (0.1) بكتاية 


)2( 1-ي*-و* ., و*ةب* 
ويكون للنظام الخطى المناظر للنظام (73) هو 

]| 0 ,1+86]_|+2,/4كه] 
09 2 م- يقم ]| 2 


وتكون القيم الذاتية هى (م),(,1+8) وبذلك تكون نقطة الأتزان نقطة سرج 
غير مستقرة. وبالمثل النقطة (1,0) تكون نقطة سرج غير مستقرة. 
والنظام الخطى المناظر للنظام (73 بجوار النقطة (يدكدءي) هو 


ا 


5 0 . 
9 ام ساي سم 
حيث يو > وح على ىك رعرع أجر 
وتكون القيم الذاتية هى 

(77 2/[(ي6,م-1) يعي عحم4ه- “(ررعم+ ي,ع)لخ (ررعم + ي)-] - رب3 
هاتان القيمتان حقيقيتان سالبتان وبذلك تكون نقطة السكون (,*..ى*) عقدة 
مستقرة كما فى شكل )١7(‏ 





شكل (15) 


بدا كان 0< يرث -1ء فإن ...ريوع يكون لكبر من الواحد وبالتالى فإن الحل 
يؤولك (.ر«*.ي*) عندما هج غ. وهذا يعنى أنه بتعاون النوعين يمكن ان 
يؤدى بتحمل للبيئة تعداد (كثاقة) اكير من سعة الاستيعاب (الحمل). 

إذا كان 0> ,1-88 فإن »...د يكونا سالبين ولايعتمد عليهما. وعلى ذلك 
لاتوجد نقطة اتزان (.,.ء..,*)- والنقاط الأخرى الثلاثة الباقية جميعها غير 
مستقرة. وفى هذه الحالة فإن ,<ء ,+ تنمو إلى ما لانهاية. 


2 536 


ملحوظة: جميع النماذج السابقة وصفت بمعادلة الحركة (ع16312611) والتى 
يمكن كتابتها على الصورة 


(78( 2غ . (.... لاب لا ع ب ل 


ولاحظ أننا افترضنا أن نقطة الأصل هى نقطة اتزان إذا كان 0- ,/ى ابتدائياً 
و 0-,/ وهذا يعنى أن 0- ,/ فى جميع الازمان التالية. ومهما كانء 
ليس من الضرورى أن تكون نقطة الأصل نقطة مستقرة تقاربيا وأى اضطراب 
(حيود) بالقرب منها يمكن أن يؤدى إلى زيادة قيمة ,/2. وهنا اعتبرنا نوعين 
وكنا قادرين على وصف :3 فى مستوى الطور. ويمكن تعميم ذلك إلى 7 من 
الانواع ويمكن رسم المسارات فى فضاء له 7 من الايعاد. 

0-1١‏ الكيموستات البسيط (1262205621) 110016ذ): 


يتكون الكيموستات من ثلاثة أوعية متصلة كما فى شكل .)١7(‏ 





شكب (17) 


يسمى الوعاء الأول ر8) يوعاء التغدية (ع00ه560 لعع1) ويحنتوى عل كل 
المادة المغنية الضرورية لنمو الكائنات الدقيقة والوعاء الثانى (©) الذى يسمى 
يوعاء الاستننيات (1ع7©55 ©111031©) وفيه تتم التفاعلات بين الكائنات الدقيقة 
والوعاء الثالث (0(0) يسمى بوعاء التجميع (7©5561 00116©1101)) وتجمع فيه 
كل نواتج وعاء الاستنبات وبنلك يحتوى على مادة مغذية وكائنات دقيقة 
ونواتجها. تضخ محتويات وعاء التغذية بمعدل ثابت إلى وعاء الاستنبات وتضخ 
محتويات. وعاء الاستبات بنفس المعدل الثابت إلى وعاء التجميع. وعلى ذلك 
تكون سعة وعاء الاستتبات ثابتة ووعاء الاسنتنيات يكون مشيعم يبكائنات دقيقة 
متعددة فهو يحتوى على خليكٌ من المادة المغذية والكائنات. ويحرك وعاء 
الاستبات جيدا كما تحفظ كل اليارامترات الأخرى كدرجة الحرارة والضغط 
المؤثرة فى النمو (التكاثر) ثابتة ويمكن التحكم فيها. 


5 


6 0" 
7ة- بوشيو كك 
5 3 
)6 )غ01 
١ 90‏ لاوس 2 هد 
10 1+6 4و4 

حيث ١0,‏ .»© ثابتان ويمكن كتابة النظام المعطى على الصورة 
(60, قر 2 
)01( 1 -(2)م د حك 
(0, )ع 4 

حيث 


ع 6 
+ ©- لو ست ب د وع, إل)ع | 7خة- لول نح( ل 
قا 2 ع - - (0, /8) 8 -( 6 0 / 
وتكون حالة الإتزان (),/ه) - ل حلا للمعادلتين 
 #»:'‏ 292 
2 0 <بج + ع بود ,0ح ب/خ- بود 
3 1 1+6 م 
ومن المعادلة الاولى فى (2) نجد أن 


كك للك 


فيكون ندينا نقطة الأتزان (©6, /1) - 1 عندما 

وسندرس كل حالة على حده. _ ْ 
(:) 0- / يكون لدينا من المعادلة الثانية فى (2) 602- © وعلى ذلك يكون 
(ي©.0)- 7 هى نقطة الأتزان (لاتوجد بكتريا حية والغذاء) 


(ف) عندما 1 - © فيكون لدينا من المعادلة الثانية فى (2) 
- 


ومن هذا نجد أن نقطتى الأتزان هما 
1 1 5 3 
حم جمد ه]ه |« يمه 5 


- لاغ 


ونلاحظ أنه لكى يكون نتقطة الأتزان 18 معنى فيزيائى يجب أن 0< لال 
0< (لأن 6>0, 0> 8 لاتمثل حلولا فيزيائية). قالحالة الأولى 
(0,02) - رلا معرفة تماما بهذا المعنى ولكن الثانية ليست كذلك. وتكون الحالة 
للثانية ,2 معرقة تماما إذا كان 

02,)0-1<1 . 1<ب0 جه سح < يه .ف 0<1 
وإِذا حسبنا الجاكوبى للنظام (1) يكون لدينا 














ازب0 0 6 
*1+0) 0 5 
-(3)0-(8)0 
1- ا الشخطة 
 )1+0“‏ 1+0 
ي0 افيه 3 
0م 1- كت 1 لت 
1 0 *1+0) 0 0700 
فجعم | إرالات ‏ م |" 
ي60 +1 بر *(06+6) +1 


ويكون محدد الجاكويبى هو 


0 0201-00 +11 00 - م0 +11 _ ي0 1-4 
ي/0 +1 ي1+0 و0 +1 
وبذلك تكون نقطة الأتزان ,ا غير مستقرة. 
ملحوظة: شرط الاستقراريكاقئن 0> / 2 , 0< لعل 
(8)0-1 0 
2)0-1+6 _ 1 _|-(2 206 
_ و02 


حيث 1(<1- ,02,)0 -0 ونعرف أن ملاظم حيث 1-8-- نز 
والمحدد موجب لآن 
6د جح 0<ق8 , 1<0-,0 


وبذلك تكون ,ل نقطة مستقرة (انظر الملحوظة السابقة). 
5354 - 


نلاحظ فى هذا المثال لم نستخدم اشارة القيم الذاتية ولكن استخدمنا شرط 
الاستقرار وهو 0> تل 8 , 0< 67ع06. 


ولدراسة خط الانعدام ار فى هذه المجموعة حيث 2-0 أى 


ْ( 5 5 3 
و-[دكه | » وبالتالى يكون خط انعدام لم هما المستقيمين 0- آل 


-- - © (إتجاه الأسهم يكون رأسيا لأن 0 وذكون بخظ لتعدل :6 
الذى نحصل عليه بحل (©) 1/7 - /3,( 37 0- 0) ويكون هو المنحنى 
++ 2-1-6 - حرم يه) - - زر 


ويكون إتجاه الأسهم موازيآ للمحور 7 لأن 0 وبالتالى يكون لدينا الشكل 
المبين (شكل )١8‏ 


_- 
عم ال اليس لم 





1 1 
لاس ل 0 0 
559 : ). 


شكل )١8(‏ 
53 1 7 دة 5 
نفترض أن اح 02-2 ويذلك تكون نقطة الاتزان الموجبة موجودة 
1 


: 6 1 1 
ويكون لدينا تقاطعين (0,022) وهى نقطة سرج ٠‏ ليم 60 


وهى عقدة. ولمعرفة إتجاه الأسهم على خط إتعدام /7ل» نفحص --: 
)00 على الخط 0 - //مّم يكون 


5 


ي0 > © إذا كانت 0< 
4 
0 + 2-4 0+ 0ت 7 2505 لكك 
1 1 +1 41 


ب©ه< © إذاكان 0> 


وبذلك تشير الأسهم لأعلى إذا كان ي0> © وإلى أسفل إذا كان ي0< ©. 
1 


ليت 0 يه 
(11) على 0-1 يكون 

و90 + 200 - 0 - 30+ 2/9 ي + ع- بر 46 

(07)07-1 146 هك 


1 . 
تتكابب لل إذا كان .| 0< 
حلي به .> وم 


>0 6 -يه ]ره < 8 إذا كان‎ 1 ١ 
0-1 


وتشير ألسهم لأعلى إذا كان اسليديه إيه> 7 وتشير الأسهم إلى أسقل 


إذا كان اسليديه يه لد ولتحديد ما إذا كانت الأسهم تشير إلى اليمين 
-00 


للك 


2) على خط إنعدام ©. نلاحظ أن 


أو لليسار (اشار 





1 < © إذا كان , 0< 


35 الكل 
0-1 ْ سكعب له 
م إذا كان , 0> 

0-1 





2 
(وحيث أن 0< /1 فإن اشارة التعبير هى اشارة [مجعمه) ويكون لدينا 
الشكل التالى (شكل )١5‏ 





)١5( شكل‎ 


ويمكن تعميم الكيموستات البسيط إلى أكثر من وعاء تتم فيها التفاعلات 
الكيميائية وهو شائع فى علم العقاقير الطبية (/إ2)085253320108- وكدير 


الاستخدلم فى مثل دراسة سلوك الأنسجه.(0155165) المختلفة. ليكن /1 ترمز 
لسعة حجم وعاء الاستتيات (وحدات /1 هى م حيث # الطول) معدل 

1 5 1 5 دم 
التدفق من وعاء إلى آخر وللذى يحدد بسرعة الضخ (وحدات '/ هى 00 
حيث 004 الزمن) 6 ,21,2 ش ,بغا» تركر للمادة المغدية فى وعاء التغذية 
(وحدات التركيز و حيث 2 هى الكتلة) 
ويكون معدل التغير فى المادة المغدية 1 هو 

معدل التغير > الادخال - الانحراقف (0136 ط8725؟) - الاستهلاك 


ومعدل للتغير فى الميكروبات هو 
معدل التغير > التكاثر (النمو) - الانحراف (مغدل التخفيف 
(أناه طكهك عه ممتان1تل) 


ويكون لدينا الشكل )٠١(‏ 





0 1 
شكل )٠١(‏ 
سوف نستخدم متغيرين ,عدء ,ع للتركيز الغذائى (تددنآه13]ء22) أو مواد 
كيميائية آخرى فى كل وعاءء ,:ء ,7# تمثل الكتلة فى كل سريان (أو إنسياب 
1211017)ء عع101/5 إلى لالداخل وعندما تكون للمادة .»هه فى الوعاء 2 
يستهلك جزء من مادتها .4 وفى فترة صغيرة /مه يكون ازدياد أو نقصان 
المادة فى الوعاء م هو 


, كذ ها + غ721 ك - نذا عر 1 + نذل حي 1- - ( )4 ,1 - ( نظ + )1 
إمع العلم بأن كتلة السريان من الوعاء الأول إلى الوعاء الثانى تحسب كما يلى 





عاب حت عنمن 1 سآ 21300 تأضععمه0ت ع 10109) 
كنا 


وبالمثل الكتلة ,:. حيث السريان (ع701/56؟) من الوعاء : إلى الوعاء أر هو 
5 وبالقسمة على عمىم وأخذ النهاية عندما 0+-/ى نحصل على النظام 


0 
وها قلي 4 - 0 117 ةقفر *1) طح إل - 
6 0 





07 0 عت اليثن 7 1" 
ل ا 
2 2 1 


حيث ل يمثل تركيز كل مادة. 
ك١‏ 


ودراسة هذا النظام متروك للقارئ لأنه سبق دراسة عدة نظم مشابهه. 
والأن نتعرض لدراسة التنافس فى الكيموستات: 


ليكن ,*ء ,د كائنين دقيقين يتنافسان على مادة غذائية (50550521) ) محدودة 
والتى تساعدهما على النمو والتكاثر. (3) المعادلات الاساسية لنقاط الاتزان: 


تكون المعادلات الأساسية التى صاغها (060804) يعد استخخدام يعض 








التحويلات هى : 

57577 نك 

4 12+ 

1ر0 و الك 

1 0ق ب ر «(7- - خت 
1( 2+0 2 41 
ععيا يي 5ك رميوم 6 

0+ كا +2 4 


حيث م )ء (كلء لاء ركلء رك . 
بجمع (1) نحصل على ثوابت موجبة. 
+( ©+ عدج ع و- - و0 + عدج رع كك 


وبالتكامل نحصل على 


3 (2014-)وعته (1- 0< ورع + ىر ع) +1ع 00+ عر ريد 
وبالتالى إذا كانت ,.ر*,© ترمز_ لقيم حالة الثبات» فعلى ذلك يكون 

4( 1 - 2+6 
وان موضع الاتزان تقع على المستوى 


)0 
فى الثمن الأول كما فى شكل (1؟) 


22+0-1+ي* 





وتكون نقاط الاتزان الاربعة هى 





)6-2( 

مج ب 000 
(6-0) 0-0 1 و 0 و 0<تييخ ةف 21-7 ,* 
٠: )6(‏ متش ”! ركم الك 00007 











م0 - 0 
(6-0) 
وهذه طبقا للنقاط 2015 (انظر شكل ))7١(‏ وشروط وجود هذه المواضع 
(6-0--6-5) هى 
0 0 
ححا أو .1 1 1 1 
ل ال سن 
ي0 آ مار 
)20( 2-5 و ب1> 00-8 ث ملا > (7 
ج56 - ركم _ رر ب[ > د ع0 كوهيم 


وبدون ققد العموم سنفترض الوضع (6-5) يكون موجود فقط عند معدل 
تخفيف (011110102) وأاحد يعطى بالعلاقة (7). وأيضآ يكون موجودا ففقط إذا 


كان 
مظنا يه و دكا0 < 01 
+1 به 1 

أو 
)9( يكقخ]. و0 وى 
+1 0 بك 


وعلاوة على ذلك جميع نقاط الاتزان تقع على الخط المستقيم 

(10) و0 1,6 ع 6+ رع + رعر 
(11) استقرار مواضع الاتزان 
(أ) لاستقرار الموضع (6-2) ليكن 

(11) (© +1 © , (© لاح رع , (4) 4 2 رعر 


وبالتعويض فى (3) وجعلها خطية نحصل على 


- (+ 1١ 2-2 + 5 )12( 














باقتراض الحلول على الصورة 


كام سد رهز 3ى7 سد ابر “أي 4 سس هر 


وبالتعويضص وتوجد المعادلة المميزة من للمحددة 














0 0 تكب رونو 
2+1 
0-] 60 غظئظ__وبى 0 
2+1 
+.2 و 5 
2+1 2+1 


ويكون للوضع (6-3) مستقر إذا كان 
0 0 











< 2 , < هآ 
1+ 1+ 2ه 
وبتكرار نفس الطريقة للمواضع (6-5)» نجد أن الشروط لاستقرارها على 
الترتيب. 
بوككاج كك وو ا ود كط دور 
وا كل 0+ رلك 
أى تكون مستقرة إذا كان معدل للتخفيف اكبر من معدل التخفيف الحرج 
لوجودها. 7 (© - 6) يكون شروط الاستقرار هو 
وكلكح كمد مر ار 0 64ظ_م 
دك + ك1 + ك1 


6.5 


أى تكون مستقرة إذا كان معدل التخفيف أقل من للتخفيف الحرج لتواجدهم أما 
(6-0) فتكون المعادلة المميزة هى 





مغك ,_كتك_ .بوره بم 
,0+ 99 6+ 2( 
وبالتالى يكون أحد القيم الذاتية صفرا والآخرين سالبين. وعلى ذلك إذا كان 
للحيود.عن موضع الوجود المشترك فإن للنظام يعود إلى موضع اتزان آخر. 
ملحوظة: تنقسم للتفاعلات للبيولوجية إلى 
(3) للتعايش: (37226252115133طدمء): للعلاقة ‏ التى يرتبط بها كائن حى منتقع 
بآأخر غير منتفعء ولكنه غير متضرر فى نفس للوقت مثل علاقة للسمكة 
المهرجه مع شقائق النعمان أو علاقة البكتريا غير الضارة (1028 1مم502) 
فى قولون الاتسان. 
(13) التقايض: (141142[3553): هى العلاقة التى ترتبط خلالها كائن حى بآخر 
بالمنفعة المتيادلة كما هو فى الاشنات (110625) الطحالب والفطر 3ع132) 
(عة218 221 . 
(ننذ) التطفل: (50ازكدمد©) هى العلاقة التى يعتمد فيها كائن خحى فى نموه 
على كائن حى لآخر يتضرر مثل تطفل الأمبيا والاسكارس في أمعاء الانسان. 
(37) الاقتراس (60560120109): وفيها يعتمد كائن حى على آخر فى التغذية عن 
طريق الافتراس.أى القضاء على الكائن الفريسة مثل افتراس الاسد للغزال. 
(7) التنافس (0122©613102©): علاقة تتافس بين الكائنات الحية على 
مستلزمات الحياة من غذاء وماء وهواء ومسكن-. وقد يكون التنافس بين افراد 
من نفس للنوع ويعرف بالتناقس الداخلى (ع18062506©1) أو بين افراد أنواع 
مختلفة ويعرف بالتنافس الخارجى (©122576©1151). 
5-١‏ الويائيات: (لاع01010مءع10م18) 
يهتم العالم بدراسة أمراض العدوى (1211611082) وإنتشارها وهو موضع هام 
فى الرياضيات الحيوية الذى يهتم بدراسة الرياضيات الوبائية 
(لاع1010دمع10مء لدع تمدع طتهدم) 


ينقسم السكان فى بيئة حيوية إلى مجموعة قايلة للاصابة 5 (00516مع5101550) 
الذنين يمكن 1[ ينتقل إليهم الفيروس (71105) من مجموعة الافراد المصابين / 
(12160160) ومجموعة الافراد المصايين الذين يتم شفائهم 1 (0ع2ء7م0عع0) 
وتنقسم المجموعة الاخيرة إلى إما يصاب بالعدوى مرة أخرى أو أن يكون لديه 
حصانة. وعلى ذلك يكون لدينا احدى للنماذج +511 » 51185 ٠‏ 515 كما فى 
شكل (51) 


5 


515 ْ 


5 
شكل (51) 


الذى يوضح مراحل صور الانتقال والثوابت 26 3» /' هى معدل الانتقال من 


د-مء6 


(1-9) و 2 
(1-6) بو وم 5 
01-0 اد 


حيث 5 ثابت وتمثل معدل انتاج القابلين للاصابة 0 © لا 6 ثولبت وتمئل 
معدلات الانتقال من حالة إلى آخرى 8551 تمثل معدل لنتقال للمرض والذى 
ينتاسب مع معدل القابلين للاصابة (11521م511506) والمصابين (1396ع1246) - 
ومن السهولة التأكد أن مجموع التعدلد هو © + 7 + 5 -/4 لايتغير 


- 
كتثينا 


0-() > درع+ 1+ ل لك الفح 
41 لك 44 044 046 


وبالرغم من أن هذه المعادلات غير خطية فإنه أمكن إشتقاق تعبير نقريبى لمعدل 
ولدراسة هذا الموضوع اسنخدمت للطريقة الكيفية وأعتبر أن الذين تم شفائهم 
معرضون مرة اخرى للاصابة وتكون المعادلات على الصورة 


22-2 8+ 851 - 5 
(2) 77 2-1 
-2 ره د 2 


ويسمى هذا النموذج (51165). وتكون نقاط السكون هى 





(3-2) 0< ,720 , لالح 
01 ال ا 5 اب 

3-0 حل ح ء'ق -- > م1 ا 

2 0 2 1 2 17 ( ) 


في (3-2) يكون جميع السكان أصحاء (معرضين للاصاية وأن للداء َمَنْتاضَلَ 
6 . وفى (3-8) يكون المجتمع مكون من بعض نسب ثابتة من كل 
نوع شريطة أن (رف. !ءر3) جميعها ككميات ثابتة. لكى نكون 1 موجبة يجب 


أن تكون /1 اكبر من و5. وحيث أن - - ,5 فإن هذا يقودنا إلى النتيجة التالية. 
نتيجة: للمرض سوف يستوطن فى المجتمع (السكان) شريطة أن مجموع 
السكان الكلى يزيد عن 2/8 أى أن 
38 
١‏ 


ونسية البارامتر 6/17 لها تفسير له معنى. حيث أن معدل الشفاء (الازالة) من 
المصابين هى 7 (82036 / 1)ء فيكون متوسط فترة الأصابة هى 1/1 وبالتالى 
د/م هى الجزء من المجتمع الذى يختلط مع الافراد المصابين خلال فترة 
الاصاية. تسمى للكمية ّ/86/1١<1‏ - 0 بحد الاصاية المعدى (6816512010)). 

ويلاحظ أن (8)0+()7+()5- /ى هو تعداد السكان (المجتمع) ونفترض أنه 
ثابت فى قترة ما وعليه فإن 0 . يسمح لنا قانون الثبات 
(025629202©)- بحذف معادلة واحدة من للمعادلات الثلاث. وعلى ذلك 
يمكن حذف أحد للمتغيرات وليكن 7 (الذى يمكن داتما حذفها 7- 5- رح م) 
وبذلك يكون لدينا معادلتين فى مجهولين على الصورة 


(7- 5- /8):+ 1و8 - 


8ه ملهو 


1 - 651 ع 


وتكون خطوط انعدام 7 هى ‏ 7-0 ء 8/لا- 5 


500 58 (5- )رن 
خط انعد 3 - , 
5 ام ف هو المتحنى ‏ رر.. وم 


ويتقاطع هذا المنحنى مع المحورين عند النقطتين ‏ (0.1/(.)7/.0). 





د 2356 


وتكون نقاط الاتزان هى 
وسح و 1 (0, 17) ,لا 
ا+يا م 
 .‏ الاإى»» 9ك سه 1ل 72 ٠.‏ هه ويم 5 مس عسي 8 ار 
ويكون لنقطة الأتزان 82 معنى فيزيائى إذا تحقق ات 
ويكون الجاكوبى عند أى نقطة هو 
قم علق زر 
ال 16 
عند (1/,0)- رلا يكون أثر لل هو 86-9/+لا- وهى سالبه وقيمة المحدد 
00 . ْ د : 
هى (0)8/8-0 وبالتالى» يشرط #0-12<1 » يكون لديتا 
0 > رغعل فتكون هذه النقطة سرج وهى غير مسنقفرة. 
عند 9 يكون لدينا أثر آل هو 18-9>0- وهى دائما سالبة وقيمة المحدد 
:له هى 97(<0+/7280)0 وهى دائما موجبة فتكون نقطة الأتزان مستقرة. 
وبالتالى فإن نقطة الأتزان دأئما مستقرة (إذا وجدت) أى عند تحقق الشرط ,5 
(10هطكععط) انظر شكل (7؟) 





ومن تحليلات اضافية فإن الاقتراب إلى نقطة الأتزان يمكن أن يكون تذيذبياً. 
ملعوظة. عا 1و وا ل ا ار 8,1 
ا ا 
7-2 
م 
7+ 


تمرين: ليكن 8-17-1-1. لأى قيم /2 يكون لدينا حل لولبى واحد مستقر 
ولأى قيم نحصل على عقد مستقرة للتقطة ل 


مثلل: لذا كان 2- للء 8-1ء. 1حلاء 7-1 فإن خط انعدام # هو اتحاد 
4-0 1- 25 وخط إنعدلم 5 يعطى د بالعلاقة 1270 - 1 ونقاط الأتزان 
هى (2,0) و (1,972). 


ويمكن تعميم هذا النظام بدراسة تأثير انتقال للفيروسات (711205) فقط أثناء 
اللقاء الجنسى (5©:2 152©165056:2021) - فإننا نعتير تعدادين (1012141025م0م) 
منفصلين ذكر وأنثى. تستخدم 5 للاشارة إلى الذكر للمعرض للاصاية» 5, 
للانثى وبالمثل لكل من 7 7 فيكون لدينا النظام المناظر (51185) وهو 


د نت 41 م عدت 0 05 
851-77 - - ---- 
6 لل لمن 2 

- 05 ل ا 7ك 

#زيةد + ل 01-56 - ل 
71 5ب 0 9 1 :0 
7/4 - 1 
8ا- ]لية- ل 7 - 3/1( جد سس 

4 عو ” 8 4 


وهذا النظام يكون بدرجة ما أصعب من السابق ويمكن بدون حذف مجموعة 
ولكن بإدخال المجموعة المصابة فئ القابلة للاصابة فيكون لدينا 


857 1 إن زىم_- 45 


وبكتابة (76+(56- لآدء ‏ (406+(504-/ه لمجموع للذكور والاناث 
وباستخدام قانون الثبات فإننا ندرس النظام التفاضلى 


قمع كه ال آل 
11 7( 7- لمع 1 

) )نم 0 
_ 0 
4 1[ - 1(1- ازللاء ‏ 
)4 ) ف“ 7 
وهو نظام معاملات تفاضلية سبق دراسته فى اكثر من مثال على نفس الصورة. 
ملحوظة (4): اثبت وجود نقطتى اتزان هما 0- 7- 1 بشرط 


وأيضآ أن 


(88) اع - آقلة_ ع «(85ا 091 ةر 
17 +مق /2 ا +رم/سم 


وعلاوة على ذك اثبت أن نقطة الاتزان الأولى غير مستقرة بينما للثانية مستقرة. 


تمارين 
-١‏ لثيت أن حل للنظام ,ع2 - ,#.,ع- - ,م والذى يحقق2 الشروط 
2- (4,,)0 ع (0),ع اهو * 42ح رعر , “26 ع عر 

استنتج ولرسم المسار. نح استخدم قاعدة السلسلة لاشات حل آخر للنظام هو 
[(+ 6),,(ه+ )رع]ء © نايت. 

وهل المسار يمثل الحل ((2<,6(,226) وهو ليضا الحل [(©+ 2(,22,6+ 6,خ]. 
"- للمعادلة للتيار # فى دائرة كهربية تتكون من مصدر جهد (©): مكثف (©) 
- وموصل (1آ) ومقاوم (14) موصل على للتوالى 





4# قر كج 41 
4 ج56 4 
اكتب المعادلة المعطاه فى صورة نظام مكون من معادلتين من الرتية الأولى. 
وهل للنظام ذاتى ؟ 
- عين نقاط الأتزان للنظام الخطى 
و ع2 ونر ,2 - + رعرع رتد (1) 
5+ يع ,22 ع ىر * - ,(1+ ,2 + , +)-- ,مر (1) 
د + ع ح رن ود + 3 ت بغ (011) 
ثم ناقش استقرار كل نقاط الاتزان 
غ - عين نقاط الاتزان للنظام 





وق غ2 2 و 21+ ير 
ثم لدرس اتزان هذه النقاط 
5- عين النقاط الحرجة لكل من 
بر - يرع تر, و2 + ع ح خر (1) , 2+ 2ح تررع ح خر (1) 


2 ع و روج عر ع تر 13) وى 7ق ل جرح ترج ح بر (111) 


5- حدد السلوك للتقاربى لحلول للنظم التالية بيجوار النقاط الحرجة وارسم 


بور + ة عر عر ح نو (1ة) + ينة25 ع ع (1) 
* بر - بورج بح تر ر3- دصق - تر 


ام بد تر ,[- 7م+ برد تر (نفة) 
1- معادلة الحركة لزتيرك مخمد هى ٠‏ 
0 - عنم + عن + جسم 
حيث 77ء ©2 2 ثوابت موجبة بتحويل المعادلة إلى نظامء» ناقش طبيعة 
واستقرار للنقاط الحرجة. 
8- لثبت أن (0,0)» (2,4) هى نقطتى اتزان للنظام 
3 يرج برح نوا ,*نو- برقع تر 
وعين نوع واستقرار نقطة الأصل من النظام الخطى للمناظر. 
4- عين نوع للنقطة الحرجة (0 ,0) معتمدا على بارامتر حقيقى هر للنظام 
2*#ممر ,بر بوي + برك - نر # برج بر- جع2-- تر 
-٠‏ ليكن (0,86) نقطة سكون (إتزان) للنظام 


لت 2,7*) [- عل ا حك 


4 
إذا كان 20م+2/ فى جوار (08) اثبت أن النظام 
ةما 03 2 +2 11 


100 - [)+ 0(2- «)]دعء له نقطة حرجة عند (08). شم طبق 


اش 


النتيجة على 


-0١‏ ليكن (6+<ء (206 يرمز لكثافة نوعين من الكائنات المبينة فى نظام 
لوتكاوفولتيرا * برق - بوم - بو- نر  ,‏ «ول8- :جه- ممح غير 

اثبت أنه إذا كان ©» © سالبين فإن النظام يكون مستقرا تقاربيا. أى أن كل من 
النوعين سوقف يتضاعل إذا كانت للكثافة الابتدائية صغيرة. ثم ادرس باقى 
الحالات. 

< لثبت أنه إذا كان ,+#>+#>+.(6(,26< هو حل" للنظام‎ -'1١ 
»)ع 2 تر , («ر,ع) ع م فلن (ع+ »ب , (26+0 لأى ثابت © هو حل‎ ,( 
أيضا. وهذه للخاصية لاتتحقق عموما فى الانظمة غير الذاتية.‎ 

7 - حدد نوع للنقاط للحرجة وادرس استقرارها. اوجد حلها وارسم المسار 


و2 - ريرك - و ف و + +3 - بع (1) 


20-5 - ود , 282 +ع دوع (لن) 
حت وج و بح وير (137) 
232-322 و 00 ء. ي2ة3- ‏ * ]ع (7) 
و22 + ,2ت 2 لل ء رخ« ,22 ع برع (71) 
و5 + بع 2 رع 0 ., و22 + ع (1انا) 
*- رينة - ري , 22 - ,32ح بع (تتل) 


د52 +62- 2 رع ١‏ .ى .32+ ,ع ع (15) 


6295515 


وج رع ص اع .32+82 ,رع (*) 
0< © ,20ج ب+”ع () 


-١ 4‏ ارسم خط الانعدام فى مستوى للطور 0 وبين نقاط الاتزان وارسم 
اتجاهات الأسهم للنظم التالية 


+2 : بر ك2 (ن) 
ب , (بر- )جر - 6ت )01 
ولك 0 بر+2م- 2 (نتن 
رورمب 2( ., سب-2 م 
2-0-2 1 (:-1) بر 6 ف 


3١72 


الحلول و ية للمعادلات التفاضلية 
تلمك 7730036 01 ععسعاكتوعدهه لدع 00# 
١-6‏ مقدمة: سبق ان درسنا النظام الذاتى الذى على الصورة 
01( عي رمت يغ( *) حر 


وليكن (..*..,+*) هى للنقطة الحرجة وينقل الاحداثيات إليها فتكون. نقطة 
الأصل هى النقطة الحرجة أى 0< (2)0,/- (0),/ وباستخدام متسلسلة تيلور لفك 
كل من و» ور نحصل على 


3 00 2 
8 3 2 +2 د 0 1 


هد 0 الها 


02( 
حيث حسبت المشتقات عند (0 ,0). ويمكن كتابة هذه المعادلات (1)» (2) على 


0 1 2ك 
ش 2 و* | 2 تلن 5 *# 
9 اه 


و07 ,0 







(]*)0+«0) )2 - ع 


حيث عناصر مصفوفة للجاكوبى (0) 827 ثوابت وأننا اهملنا الحدود (|)0. 


019 


حيث يه هى عناصر (2/2)0 ( أو عناصر 4) 

وفى هذا البند سوف نعطى الشروط اللازمة لوجود أو عدم وجود الحلول 
الدورية فى مستوى الطور. 

6-"” دليل بوتكاريه: (:1206 "ع201223) 


ليكن ') منحنى مغلق لملس لايمر بنقطة الاتزان للنظام (1) وكل نقطة على 
:) نربطهما بزاوية + معرقة بالعلاقة . 


4( )1 )”اها د 


وبالسير على © فإن + تتغير باستمرار حتى تعود إلى نفس النقطة وتكون 
الزاوية + تغيرت بالقيمة 2 ْ 


ويعرف دليل بوانكاريه / بالعلاقة . 





ْ ' 3 5 0 
)0( ظ ((, ]ل /) ” هها) 4 0 )4 --- 1 
ويكون التكامل فى اتجاه عكس عقارب الساعة. 
وحيث أن 3 . ]رمم فإن 
+ 


7007 لأ لأسب تح (( ,]| ير “هصه) 4 
) 50 


1+ ,0 1« ؤضم- أ /) - 
وبالتعويض (5) نحصل على 
6( 12+ ايض 6-1 ]سد 1 


حيث 


-. 


ويكون من الأسهل للتعامل بالاحداثيات القطنية كما فى المثال التالى. 
مثال: احسب دليل بوانكاريه المصاحب لدائرة الوحدة عند نقطة الأصل للنظام 
40 جو - مك ا 
باستخدلم الاحداثيات لالقطنية 0 - ,2« 6 060 2 ري نجد أن 
260870-1-060 -1- 22 2 زر 
0 لزه > 0050 253113 ح يعت 252 ح ر أر 
فين [ 
دز 0ه | “مده 
05626 0 
وبزيادة 0 بالمقدلر 2 (يالدوران على المنحنى '0)) قإن © تزداد بمقدار 
7 . ويمكن حساب ‏ ك٠‏ [ك فنجد أن 
ْ 0- ,هه ,2000 وذو 2- - ,4 
بالتعويض فى (6) نجد أن 1-2 
نظرية :)١(‏ (1) يكون الدليل 0 -7 إذا كان النظام لايحتوى على نقاط اتزان 
على لو دلخل للمنحنى 0) وأن /رء ء/ لها مشتقات متصلة من الرتية 
الأولى 
(قة) إذا كان ,© منحنى مغلق داخل ') ولاتوجد نقاط اتزان فى المنطقة 
المحصورة بين .٠©‏ ,©» قإن للدليل المصاحب للمنحتى © يساوى للدليل 
المصاحب للمنحنى ,0. : 
وهذا يؤدى إلى ان الدليل لايعتمد على ') ولكن يعتمد على وجود نقاط الاتزان 
داخل ©. ويستحسن ان ننص على قيم 7 المصاحبة لنقط الاتزان. 


67١ 


(ققة) دليل العقدةء البؤرة او المركز هو واحد اما دليل نقطة السرج هى 1 - 
(10) إذا احاط ') بتقاط إتزان فإن دليل نقطة الاتزان 'ر هو , فإن الدليل 4 
على )© هو رك 2-5 أى ان للدليل جمعى (3200107) 

1 5 


وبرهان هذه النظرية خارج نطاق الكتاب. 
والأن نستنتج أنه إذا كان © مسار دورىء فإنه يجب ان يحتوى على نقطة 
إتزان ويجب ان يكون دليلها واحد. وهذا الشرط ضرورى ولكن ليس كافبيا. إذا 
كان الدليل لايساوى 1 + ء فإن '0) لايكون مسارا دوريا وهذا يمدنا بمعيار 
لمعرفة وجود الحل الدورى كما فى المثال التالى: 
مثال :)١(‏ احسب دليل نقطة الاتزان (0 ,0) للنظام 

9 | 


اوحيفة رلتالكة ادس 
4 4 


الحل: نقطة الأصل هى نقطة الاتزان الوحيدة. نختار © بأنه المريع الذى 
طول ؟ كما فى الشكل . 





ويأستخدام العلاقة (6) نجد أن 


2 6375 


( 5+ مع) | (. ع حذ ع[ عاد 2 308 د 1 
21 


بالتكامل عكس عقارب للساعة على ٠48‏ )ضء (67 .» 24 على 48 
يكغون 1-- ير« * 0- ,حك 








02> بغ سماع 3 


ويالمئل على ٠60172 ٠.86‏ 24 كل منهم يساوى 2/- وعلى ذلك فنجدأن 


1-- ل 0 كمد 
2 2 2 2 )2 


و بذلك لايحتوى النظام على حل دورى 
7-6- معيار بتدكس التنافى 151611092 26824197 182013:5011'5 


نظرية :)١(‏ إذا كان له + نلك لاتتغير إشارته فى منطقة و ف سرع 
2 1 


الطور فإن لالنظام 

)1( ىن »)رع يخ ., (رخى*) ريع 
لا يحتوى على مسار مغلق (حل دورى) فى هذه المنطقة. 
للبرهان: ليكن لدينا النظام 

)2( 2-0038 لودج م لك 
و © منحنى مغلق فى 87»: 1 هى المنطقة التى يحصرها "© بداخله وبتطبيق 
نظرية جرين فى المستوى نجد أن 


افضمع | ال ا 


6*9 2 


حيث 05 عنصر المساحةء والتكامل الخطى مأخوذ فى الاتجاه الموجب (عكس 
إتجاه عقارب للساعة). ليكن (64.يم-,*دء (6,م-,* حلين يمثلان 
بارامتريا المنحنى ©» "7 هى دورة هذا الحل فيكون 


6 .(, )ممق (١6 ٠‏ ,ج) بم دك 

وعلى .) يكون لدينا 
46( عد ع و- ع 40( ع :1) رار أ 
6 


ل 


0 > (( )رع .( 6),ع), 7(( )رع ,( 6 ,ع). /ز- (( 6 #.( )رع): /(( 6 ع.()ع) ر 


سركبة ]+ 


وهذا التكامل الثنائى يساوى الصفر فقط إذا كان 0 يغير اشارته. 
وهذا تناقض بالتالى لايوجد منحنى مغلق ') للنظام (1). ويهذا يتم البرهان. 
مثال :)١(‏ لثبت ان النظام ظ 

+ ( 2ع - 2ع - 1) + ريرح ونا , (2 عر عر 1), رج رع حت ره 
حيث #4 ثابت له مسار مغلق وهو إما يحيط بنقطة الأصل أو بتقاطع مع للدائرة 
2 جرب ةع . 
الحل: ليكن ,كر- يخ , بكرت 
ويكون المقدار 


)1( (2+ #بيه-2- .22 دله 


و07 ,0 


موجيا داخل للدائرة 1/2--2++ 2+ وساليا خارجها. وبالتالى أى منحنى مغلق 
لايمكن اى يحتوى بالكامل فى منطقة بسيطة للترابط 
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(1/2> 7+ 2 : (رعورع) 
وعلى ذلك إذا وجد مسار مغلق فانه لما أى يكون فى المنطقة 

(1/2< وعد +ع : (رعمىع) 
أو بتقاطع 1/2- 2++ +*. إذا كان المسار المغلق محتوى فى المنطقة 

(1/2< 2+ 2*: ( رعرع 


فإنه يجب أن يحيط بنقطة الأصل وإلا أنه يحتوى منطقة لها اشارة ثابتة ساليه 


مثال (1): ليكن لدينا النظام 
7+ يعر مرك ال كانس 
ْ 5 
وعلى ذلك نجد ان 
2+ و 32 > يكرا ى + + ,232 ور 
وبالتالى 


+22(+1 


:بيد - 922 ب دلة 
30 - 0 0 


وهذا التعيير دائما موجبا خلال المنطقة (/ فى المستوى 6 . وبالتالى طبقا 
لنظرية بندكس النافيه لايكون لهذا م اا اسوك 
لايحتوى على دوائر نهاية وبالتالى لايحتوى على حلول دورية) 


65-+ معيار ديولك 216121029) 1011125 
إذا كانت للدالة (,<.,<)م قايلة للاشتقاق ياستمرار وان 


0 9 
لله لها بج 20:0 يح 


لها لشارة واحدة فى منطقة بسيطة الترابط (المنحنى مغلق ولايتقاطع مع نفسه 
وليس فيه فجوات) فإن النظام 


- 6756© 


)01( (ي ,)رت رد , (ي*. *) رع ري 
ليس له مسار دورى فى هذه المنطقة. 
ملحوظة :)١(‏ إذا كان 1-م- فنحصل على معيار يندكسون. 
مثال :)١(‏ اثبت أنه ليس للنظام 
ش (وعتوق - رد -1),ع > ,نغ 
(,عبة- ,ع -1), ع0 ع ,د 
حلا دوريا. 
الحل: نلاحظ أن. 
٠‏ ( تقلت - 20 -4) + (رجرق- ,01-2 - قي + حو 


[(و0 + © 2), + (رقه +2),ع] - (1+00) - 





لانحصل على إجابة شافية عن اشارة 242+ لك أى يفشل معيار يندكس 
2 1 
ولكن باستخدام معيار ديولك مع ,1/,2-م يكون لدينا 


+ ]درم +( 2 
الكميتان ,بده .ا موجبتان فى الريع الأول (ما مي م دالة 
تكون عندها شاذم) فإن اشارة (/0)- --+(,/م) 0 دلئما سالبة وبالتالى 
ل ا ل غير مستقرة. 

النظرية التالية تعطى الضمان لوجود مسار مغلق (حل دورى). 

نظرية بوانكريه ويندكسون: إذا كان كل من ,كرء ,كر فى (1) لها مشتقات 
جزئية متصلة فى 72 فى المستوى ,++ وليكن ,2 داخل نطاق 7 المحدود. 
ليكن 6 هى المنطقة للمكونة من ,2 وحوافها (/601120233) ونقترض ان 
النظام (1) ليس له نقطة اتزان فى 5 إذا كان [(6),ء,(2,»6) -]© هو المسار 
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للنظام ويقع فى / لبعض م: ويبقى فى 4 لجميع قيم ,:< :. فإن إما ) مسار 
مغلق أو يدور لولبيا فى اتجاه مسار مغلق عندما ٠ج‏ غ. فى كلتا الحالتين 
يكون للنظام حل دورى. 

تعريف :)١(‏ دائرة النهاية ع1علإء )دنآ 

يسمى أى مسار مغلق ") فى مستوى الطور بدائرة النهاية إذا كانت معزولة عن 
أى مسارات أخرى مغلقة وبعبارة أآخرى إذا كان يوجد جوار إنبوبى (126ناطن) 
فى جوار ') الذى لايحتوى على مسارات أخرى مغلقة. 


هذا التعريف يمكننا بمقارنة دائرة النهاية مع المركز كما فى الشكل ( أ ) 





شكل (ب) شكل (أ) 
ويكون من السهل تكوين امثلة عن دائرة للوحدة فى الاحداثيات القطنية. 
مثال (؟): اثيت أن النظام 


“ا عر+ شع) -1] ,+ رع ع وه 
[2“2 عر+ مع) - ]رع + عر د ره 
له دائرة النهاية 2-1يريةير 
الحل: باستخدام الاحداثيات القطنية نجد ان 


6-1 .,(-)ردس 


©7107 


من الواضح أن حل هذه النظام هو +-0 ,1-<-م يعطى مسارا مغلقا يتكون 
من الدائرة 2-1بر+2» تعبر فى عكس إتجاه عقارب الساعة بسرعه زاوية 
ثابتة 8-1. عندما تكون 0>7>1ء قإن ثم تكون موجبة وتدور المسارات 
فى هذه المنطقة لولبيا للخارج (0-1) فى اتجاه 1 -7. وعندما 1 <”7 يكون 
1 >2 وتدور المسارات لولبيا إلى الداخل مع زيادة 4. وتكون صورة الطور 
(0115231م عكقلام) مكاقفتئا كيفيا كما للتى مع دائرة النهاية 1-<23+2ع 


شكل (ب) 
منحوظة (7): لاتسلك دوائر الوحدة بنفس الطريقة كما فى المثال السابق. يوجد 
ثلانة انواع 


(أ) دائرة وحدة مستقرة (جانبة ع128اع23]2) حيث تدور المسارات لولبيا 
إلى مسار مغلق من الناحيتين عندما ٠ج‏ + كما فى شكل (ب) 
(ب) دائرة وحدة غير مستقرة (طاردة ع1 ( حيث دور المسارات 
لولبيا بعيدا عن المسار المغلق من الجهتين عندما هج 6. 
(ج) دائرة وحدة شبه مستقرة (5©101-53/2016) حيث تدور المسارات لولبيا 
للداخل فى إتجاه المسار المغلق من جانب وتدور لولبيا إلى الخارج من الجانب 
الآخر من المسار المغلق. 
مثال (5): أوجد دوائر النهاية للنظم التالية 

8-1 ,(2-ج)1- جمدم () 

8-1 ,“(1-حم)م دنم (1) 
الحل: (1) تعطى المسارات بالعلاقة 
#-0 ,2م وكذلك ‏ +#-0 ,1-(0”م 
وعلاوة على ذلك 
1[> >0 ., 0< 


2 >خ >1 ., 40>م4ج 
2< سج ., 0< 


اه 


ومن ذلك نرى أن لدينا دائرتا نهاية دائرية أحدهما مستقرة (1 ح- *) والآأخرى 
غير مستقرة (2 > 27). 
(11) النظام له دائرة نهاية دائرية واحدة نصف قطرها 1. وحيث أن 0< 
عندما يكون 0>7>1 » 1<+م فاإن دائرة الوحدة تكون شيه مستقرة. 
ملحوظة ("): دائرة النهاية ليست دائما (1135اعةتكت) ولا تكتشف دائما بالتحويل 
إلى الاحداثيات القطنية. ومثال ذلك معادلة فان دير بول 
0 جر +(* ع -1) رار 
ونأخذ صورة النظام 
وعد ع -1)رعاح رأ ,ا ودع ره 
وباستخدام الاحداثيات القطنية نجد أن 
(© وم * -0)1 تمتزوع عدم 
(0 *وم» 2+ -0)1 مزو0 وم +1- < 8 
وهذه المعادلات لاتبين طبيعة صورة الطور للذى يحتوى على دائرة وحدة 
جاذبة. وعموما مسألة إستبيلان دوائر النهاية فى النظم غير الخطية هي من 
المسائل العويصة ولذلك لجأ الباحتثون إلى نظرية بوانكاريه بندكسن كما بينا 
سابقا. 
ملحوظة (4): تسمى عائلة الحلول الدورية المتوازية (مثل ذات المراكز 
الخطية) بدائرة النهاية لأن المسارات المجاورة تبقى على مساقات ثابتة 
ولاتتقارب إليها. 
تعريف :)١(‏ ليكن لدينا النظام (2)” - را له المسار +» تسمى المجموعة 
الجزئية 72# بأنها موجبة لا تغيرية للنظام إذا كان لكل 20647 يبقى 
المسار (,ع)9 فى / لجميع قيم 5 الموجبة. 
ملحوظة (5): إذا كانت المنطقة 7 مغلقة» محدودة وهى فئة موجبة لا تغيرية 
للنظام ولاتوجد نقاط اتزان فى (7 فإنه يجب أن يوجد دائرة نهاية فى (1. 
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نظرية :)١(‏ نفترض أن المسار (,مع)+ للنظام (*) /- ند محتوى فى منطقة 
محدودة 1 من مستوى الطور (0< 6 فإنه عندما هج ,+ فالتقاط (مع) و4 


يجب لما 
(1) تؤول إلى نقطة الاتزان» أو 
(فة) تدور لولبيا فى اتجاه دائرة النهاية للنظام 
مثال (4): اثبت أن النظام 

0ح +( 2-2 3:2 -1) مر ير 
له دائرة نهاية 
للحل: النظام : للمناظر للمعائلة للتفاضلية هو 

(1-32-27), 2+ ارده 2 د رجه 2 وي 

وباستخدام الاحداثيات القطنية نحصل على 
(1) (0 خسنو 2-2 -0 مون 372 -0)1 ذمتوء دخ 
(ب) (© دزو 0-2-2 2ووع 2001-32 مم +1--ة 
(6 نلاحظ أن (أ) مع 1/2-<< تعطى 

0< (6 ممم 0-2 و - ع 
مع التساوى فقط عند +: أو 0-0. وبالتالى (52< 717) موجبه لا تغيرية 
(سمتمد كسا بزاع 05105م) 
(ة) من المعادلة (1أ) نجد أن 


0+])0 2مزو ع > نر 


وبالتالى عن م تكون 2>0 ويكون للتساوى فقط عندما 1 ,60-0 


1 1 3 5 
وعلى ذلك تكون لح > جاع موجبة لا تغيرية. 


من (6: (11) نرى أن المنطقة الحلقية (> >2 | ا تكون موجبة لا 
تغيره» وحيث أن نقطة الأصل نقطة لتزان فإنه يوجد دائرة نهاية فى المنطقة 
الحلقية. 


ملحوظة (4): إذا وجد مسار مغلق فى 2»: فإن هذا المسار المغلق يجب أن 
يحتوى على نقطة إتزان دليلها 1 وأن . نقطة الأتزان هذه لايمكن أن تكون فى 
. فيلى ذلك أن 1 ليست منطقة بسيطة الترابط أى أنها يجب أن تحتوى على 
قب 

والمثال للتالى يوضح ذلك. 

مثال (5): اثبت أن للنظام 


(2عد- جرح 1) + رع ونا ,(2 ع - شع - 1) ع + رعس ح رن 


حلا دوريا. 
الحل: نقطة الأصل هى نقطة الاتزان الوحيدة وباستخدام الاحداثيات القطنية فإن 
للنظام المعطى يؤول إلى 

0 0-1 ((2--1)دم 


اعتبر المنطقة 47 محاطة بالدائثرتين (1>)ع-م» (82)<1-خ. ولاتوجد 
نقاط اتزان داخل 8. إذا كان 1>+ فإننا نستنتج من (4) أن ” تزداد مع 
الزمن وأن أى مسار ييدأ بالقرب من +8-م يتحرك بعيدا عن الدائرة. إذا كان 
1< فإن ” تتناقض مع الزمن وأن أى مسار بجوار 5 - + يتحرك يعيدآ 
عنه. وبالتالى أى مسار الذى يبدأ فى 1 يبقى فى 4 ومن نظرية بوانكاريه 


بندكسء يوجد مسار مغلق للنظام فى *. 
ويكون حل النظام )4( 


#- ,8-0 , [ “ع -1) ل م] عتم 
27١‏ 


حيث ,,اء ,0 قيم لبتدائية للكميتين 7م ء © على الترتيب. ودائرة النهاية 
المسار المغلق هى الدائرة 7-1. إذا كان 1>م فإن المسار يدور لولبيا 
للخارج إلى 7-1 وإذا كان 1< م: فإن للمسار يدور لولبيا للداخل إلى 1-, 
التى تسمى بدائرة النهاية (27-1) وهى تحيط بنقطة الأصل التى هى مركز مع 
الدليل 1. 

نلاحظ أن 8 لاتحتوى نقطة الأصل. وإذا طيقآ معيار بندكسن نحصل على 


[2 + 21-22 - 22 داه 


1 2 


2 
لمكانية وجود مسار مغلق ولكن لا يضمن وجوده. ونظرية بواتكاريه بتندكس 
تؤكد وجود الحل الدورى. 


مثال (5): ناقش إمكانية وجود حل دورى للمعادلة 


وفى للمنطقة 2 ء للمقدار عق تتغير إشارته ونستنتج أنه يوجد 


0ح عر+ هزع - )لع 
حيث در ثابت موجب. ٠‏ 
الحل: يمكن كتابة المعادلة للمعطاه على للصورة 
220 -1)ا + وع ح ونه ,را ره , جرح ,ير 


نلاحظ أن نقطلة الأصل هى نقطة الإتزان الوحيدة ويجوار هذه النقطة يكون 


1 000 


2- تبر/ ا ب 


ويكون جذرا المعادلة المساعدة 


”679 مه 


وتكون نقطة الأصل غير مستقرة لولبيا إذا كان 1>2ر>0 وتكون عقدة غير 
مستقرة إذا كان 2 < ؛ر. نلاحظ أنه إذا كانت 4-0و فتكون نقطة الأصل مركز 
ويكون الحل دوريا ولتطبيق نظرية بندكس» نحسب 


3 2 
(- لات ند 1+ )سي + 0ع ريق 


وحيث أن (7+-1) يمكن أن تغير اشارتها فهذا يعنى أن وجود حل دورى 
ممكن. ولتأكيد هذا الوجود نطبق نظرية بوانكاريه -- بندكس. وبالتحويل إلى 
الاحداثيات القطبية نجد ان للتظام (4) يؤول إلى 

,ثم «(0 توم 22 -1)ر دم 


0 نو يم 2+ -1)ير +1- 0 


(9) 


ونعتير المنطقة 7 محصورة بالدوائر (1>)ع- م2 (1< )> دم ووالقر ف 
من الدأئرة ع-مء خم موجبة أو صفر (على المحور 8-0.,25) وأن الحل 
الذى يبدأ قريب من #- + يبتعد عن الدائرة بينما بالقرب من الدائرة كع مء م 


تكون سالبه ما عدا على المحور - ,0,2 -0. وعلى 0-0 تكون تم 


صفر ولكن على “,0-3 تكون + موجبة. وبالمسارات التى تبدأ بالقرب 
من 2 - م تتحرك إلى الداخل فى 8 ما عدا على -0 حيث أنها تبتعد 
عن 8. لهذا الاختيار للمنطقة 8 لايمكن تطبيق نظرية بوانكاريه - بندكس. 
وتوجد نظرية أخرى لاثيات وجود حل دورى لهذه المعادلة وهى. 

نظرية (*): يكون للمعادلة التفاضلية ' 

(معادلة ليتارد) 0>-(ج)ع + تدزع) 2+1 

حلا دوريا وحيد إذا كان 

(3) “رء مم متصلتان (1) 645 م [-(ع)م دالة قردية 


(لثذ) 0<(ع2)ت عند 0-جرء) هاع يع 
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(10) «مهج(حج)يم باطرالاد لكل 4< ير 
(0) (ع)م دللة فردية 2(<0)م لكل 0<ي 
6-ه نظرية فلوكيه 2رعجمعط1 110005 
ليكن لدينا النظام الخطى غير الذاتى 
)1( 46 - يي 


حيث ()4 مصقوفة كام وعناصرها دوال متصلة فى 7 سوف تحدد 
تحت أى شروط يكون للنظام حل دورى إذا كانت (460/ مصفوفة دورية (أى 
كل عناصرها دوال دورية) وقبل دراسة ذلك سوف ندرس معادلة خطية من 
الرتبة الأولى ونعتبر باختصار حل للنظم الخطية المعادلات التفاضلية. 


مثال :)١(‏ اوجد الحل الدورى للمعادلات التالية: 

><( *5م») - غ2 (11) ف *(+#هة)) - ع (1) 
الحل: 
(1) يمكن كتابة المعادلة (1) على الصورة 


13 
05+00 +« 
) مي 7 





ويكون حلها 
حيث ثابت 0 0ن 2 ء 1ع 5 ,»- ع <2ت ,ع- 0514© ع 
وهذا اللحل دورق 
(11) يمكن كتابتها على للصورة 
د أ 1 04 
+- 0ت م20 عر جد ع1 + و0 - ل 
4 2 :: 


حيث ,»© ثابت. نلاحظ أن الحل ليس دوريآ 


ملحوظة :)١(‏ ليس من لالضرورى أن يكون للمعادلة التفاضلية ذات المعاملات 
الدورية حلا دوريآ. 
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ليكن + حلا للنظام (1) وبالتالى فإن 
2( 9,44 
حيث المتجه 9٠‏ له , من العناصسر [.#.....درقى:4) ويوجد 7 من 


أ 


المتجهات إ ء 8-1.2.....8 التى تحقق المعادلة (2) فإذا كانت هذه 
المتجهات مستقلة خطيا فإن الحل العام بر للمعادلة (1) تعطى على الصورة 


9 رع 
حيث .© نولبت ٠‏ 
تسمى الحلول + بالحلول الأساسية وتسمى المصفوفة 
8.4 2 
شيف .مةا>[فة ه|-» 
...© ,م 
فل 
)3( © -ة 
ويكون الحل العام للنظام (1) هو 
٠ (4)‏ © - > 


حيث © متجه ثابت. بافتراض ان الشروط الابتدائية هىي م,+-(2)0 
ويكون لدينا من المعادلة (4) ْ 
| م “[(0)©] دع 
ويكون للحل العام 


- 6559© 


)05 وي “[(6)0][()© د ير 
والعلاقة بين (0) 6©(,19 1787 هى 


)6( [45(ى) 4 []معه(0) 19ح (») 77 
0 


المعادلة (6) هى صيغة ليوفيل (1101371116) السابيق شرحها 
ملحوظة ('): إذا كان ,وء ,ه حلين أساسين للنظام (1) فإنه 
ف » (رؤي»+ روره) يكون حلا ليضا للنظام (1) حيث ,0+ ,0 ثابتان. 
إذا كان ,©ء ,© مصفوفتين أساسيتين للنظام (1) فإن 
42 ظ ,2 -(مره 
حيث © مصفوفة ثابتة غير شاذة. 
العلاقة )7( تنتج من كون ,© هى تركيبة خطية من ,©. 
والآن يمكن أن ننص ونبرهن نظرية فلوكيه 
نظرية :)١(‏ نظرية فلوكيه 


إذا كانت (4064 فى (1) مصفوقة دورية لها للدورة 42 (أى 
(4)6-(46+7) فإنه يوجد على الأقل.حل ولحد (6) بحيث 


5( ْ (6 ةع (7+ 6 
حيث 2 ثابت 2 ٠‏ 1 
البرهان: ليكن (4©06 مصفوفة أنساسية للنظام (1). وحيثك أن 


(46>-<(46+7ء»ء (4264+7 تحقق (1) فلن (64+1© تكون مصفوقة 
غير شاذه ويذلك يكون ( :17+ )4 حل أساسى للنظام (1) وعلى ذلك 


)9 0( 12+ 2)6| ف 6 -(7+ 206 
ليكن 2ع دا هما للقيمة للذاتية والمتجه الذاتى المناظر للمصفوفة 6). فيكون 


2 251 


(010( جوع يان 
ليكن الحل (6)خ معطى بالعلاقة 


فعند الزمن 3++ يكون لدينا 
9000 ع بز 1+ )2 2( 1+ 6 
(6)عية -_ي( )38 -_بد2()© - 
وبهذا يتم البرهان. 
عموما المصفوفة © لها القيم الذاتية .3..2......3 . وهذه القيم الذاتية 
تكون هى المضاريب (1165ما1ناتم) الذاتية للنظام ويمكن كتابة 
11 12> كر( “2)7:7كت رن 
الأعدلد ‏ هى المضاريب الذاتية أو الأسس للذاتية (سعدممجمعء عتاكتمعاعمتقطء) 


للنظام (1) نلاحظ أن (20)28© يساوى واحد ويلى ذلك أن ,3 تعيين إلى 
11 2185 - 


ملحوظة (”): للنظام (1) مع (46 للتى لها الدورة 27 يكون له حل دوري 
إذا وفقط إذا كان ..3 يساوى واحد (أو أحد ‏ يساوى الصفر). إذا كان ,3 
يساوى 1- يكون لدينا حلا دوريا له الدورة 214. 


لتطبيق نظرية فلوكيه يجب معرفة 4 لكى تحدد 0 وهذا ليس ممكنا 
دائما. ومن النقاش للسابق يكون لدينا 
عل (0) 17> زع) ا 
كا( 5) 14 أو - ع0 
وحاصل ضرب .3,.3....,2 يعطى بالعلاقة 
7 
(12):- 2000 545) خط | معن عت نعل د ,3.....يئية 


/70ه6 ب 


وهذه المعادلة الأخيرة تكون مفيدة إذا كان أحد القيم الذاتية يساوى واحد. 
نظرية (؟): للنظام ع(2-4)»6د حيث (46-(46+1ء ليكن الأعداد 
المميزة 22,....ي2.بة فإن 

ك(ى) ك4 7 ])معه - يذ.....يقية 


آخذين فى الاعتبار الأعداد المميزة المكررة. 
البرهان: ليكن (24 المصفوفة الأساسية للنظام حيث 7-(8)0 وحيث أن 
من نظرية فلوكيه ع 5/)0(5-(18/6. ونعرف أن الأعداد المميزه .23 هى 
القيم الذاتية للمصفوفة 2/ء أى ظ 

جم ٠‏ ْ 0 21-0- جزامة 
وهى كثيرة حدود من درجة 2 ويكون حاصل ضرب للجذور يساوى الحد 
الثابت أى:يساوى القيمة الناتجه من وضع 3.0 فى المعادلة ()» أى أن 

(0 17# 07 عل ع ( 1)اعل - ,.3..... يقبا 


وعلى ذلك يكون لدينا 
| ' : 
.كه( ى) 4 * | ع (0) لاع (ع) 797 
0 
مثال :)١(‏ اوجد للمصفوقة الأساسية للنظام 
7 1 1 
)015 اشام 5" - لهم , لم د + 
051- 51231 +2 


ثم حدد للقيم الذاتية - الأسس للذاتية - وجود الحلول الدورية. 
الحل: تكون للمعادلة بالنسبة إلى ري شقى 


7 + 051© حل نه + 051 4 
ال ل ره 
+ - 24له ٠2+‏ ريع 1- 5111 +2 44 


 ©اآل8‎ 


ومنها جد أن 
( +05- مماو+ 2 ),ع- يعر 
حيكث 0 2بت ويكون معادلة ب هى 
(054- 831852 + 2),+ ,رعرع وعر+ وده 
1ه 
ويكون حلها هو 
'بمء+ (مسنو+ 2) 0 ح رع 
حيث .© ثابت. وتكون المصفوفة الأساسية 


0 (+2+51:2)- |-ه 


24+51234--605 0 


ومصفوفة المعاملات 4 لها الدورة 22 . نوجد قيم (9)270,4)0 وهما 


**ىم 2أ 1 2- 
0 | |-28)© 1 |-0)» 


فيكون المصفوفة للثابتة -) هى 


1 0 
© - ]8)0([ "40270 - 0 
0 - : 


:-2 0 
030 
١ 0 0 


وهى 1-/3 ع **م-,خ وتكون الأسس الذاتية هى 0 ,1 . وحيث أن أحد 
القيم الذاتية يساوئ واحد (مناظر للأس الذاتى صفر) فإنه يكون للنظام حل 
دورى. والحل الدورى طيقا لكون 0 ب©» 0- .© وهو على للصورة. 


(2+51842)- 8 
و - رزو +2 أ لت 


والقيم الذاتية لها تعطى بالعلاقة 


مثال :)١(‏ إدرس معادلة هيل ارة' !11:1) 
(14) لاع زردريء:, + ١‏ 
حيث م دالة دورية لها الدورة 7. نختار المصفوفة الأساسية ()©4 بحيث أن 


(15) / - (2)0 
حيث 4 مصفوفة الوحدة. ماهى الشروط على (2)© بحيث يكون للمعادلة 
(14) حلا دوريا.؟ 


ملحوظة (4): معادلة هيل (323) تحدث عادة فى الاهتزازات والدوائر 
الكهربية أما فى معادلة ماثيو (لات354210831) تكون فيها | 2وم٠نع+8-‏ ()م 
حيت 5 ع٠‏ ع نوايت 
الحل: يمكن كتاية (14) على صورة نظام 
(16) مع 1 7 
:05 م- | [ :| 
( 7+ )طرع) 235 - ع 
وعند 68-0 2» 7- 7 يكون 
(10)© - (2)10 1 2 © 


وعلى ذلك نحصل على القيم للذاتية للمصقوفة '0) من 


١ 0, خ-(222)‎ ©, )1( 

1 -+ 0 

1 2)7( ©22)1(-2 

(17) 0 > © نعل + ([(10) .9 + (216) , ,0] - .2 


ومن للمعادلتين (12). (17) مع ملاحظة أن 0- 4م نجد أن 
(18) ).© )0 ع يه 21.04 .ميم 


والشرط لكى بكون للمعادلة (14) حلا دوريا له الدورة © هو إما ,3 أو .82 
تساوى واحد إذا كان 1- ,3 فيلى ذلك أن 1- ,2. ومن (18) نستنتج أن 
الشرط على (4#)2 لوجود حل دورى له دورة 2 هو 2 -(74)5 ويكون 
للمعادلة (14) حلا دوريا له الدورة 2 إذا كان 


2-- )20 ,1ح ره ب2 
ويمكن التأكد من النتائج باختيار (6م ثابتا وهى دورية ذات دورة اختيارية. 
نعتير حالتين للدالة (6)م 
(أ) 42-1م يكون لدينا حلين أساسيين 


5111 60051 
(19) أ 0 إل 9 
وبالتالى 
00# 0 0510© 
+05 51+4- 


-0م» 
0 1-] 0 
1 | - 8ه . 1 -<(09)0 


ويكون 2--(720)52 ويذلك يكون الحل دوريا وله الدورة 27 كما هو معطى 
فى (19) 
(ب) 4-(6م يكون للحلين الاساسين هما 


1 
ماو - 605 
ِ .0 3 


0521© 
وتكون المصفقوفة الاساسية 
5112 1 ع2 05ح 
2 -()© 


عل وم 2511322 


25١ 


0 ع (0)10 7[ - (0)© 
1[ - 210 0 


وفى هذه للحالة يكون (:)245 يساوى 2 ويكون للحل دورى وله الدورة 7. 
نظرية ("): إذا كانت ©4 مصفوقة أساسية للنظام (1) فإنه تكون /آا كذلك 
حيث 


ص 


)20( مه > + > مه- ,1+ )© درت 
يوجد مصفوفة دورية غير شاذه (06 طبقا لكل (46© ذات دورة 7 ومصفوفة 
ثابتة 4 بحيث أن ْ 

)21 “ور )سر - (:)4 


للبرهان: حيثف © مصقوفة اساسية للنظام (10) يكون لدينا 
( 8( 4 - ( )© 

ومن (20 يكون لدينا 

( 17+ )5( 7+ )4 - ( 7+ )50 د ز)ت 

- 4 )+(90)+7:( 

وعليه قإن (27/6 هى مصفوفة الحل للنظام (1) وهى أيضاً مصفوفة أساسية 
للنظام (1) حيث 0+ ( 3+ 66)نعل - ((06103/6 لكل م > +> مه . وبالتالى 
يوجد مصفوفة غير شاذه "© بحيث أن 


)م22 )2 - ( 7+ ع) 
ويوجد مصفوفة ثابتة 4 بحيث أن 

)23 1 *آ ب م0 
ومن (22)؛ (23) نحصل على 

)24 “آو ,)< - ( 17+ )يق 


6595 


ليكن (2)0 مصفوفة معرفة بالعلاقة 
(25) ع( )© - () م2 
فيكون لدينا 
* ور 1+ )2 - ( 1ج )سر 
()طدع *- ج(2)4 ح 47د 7#ه(ع)9 - 


وحيث أن (6© »ع م غير شاذتين لكل -ه> +> مه وبالتالى تكون (١)م‏ 
كدذلك. 


ملحوظة: إذا كان (6,© مصفوفة أساسية أخرى للنظام (1) بحيث تتحقق 
()48-(1+ 406 فإن 84,©-()8©» حيث 84 مصفوفة ثابتة غير شاذه. 


ومن هذه الملاحظة ومن (24) يكون لدينا 
*"6(34) ,ل - 14( 1+ )ري 
أى أن 
(226) - رز "تآ ]رز (ع) © - ( 1+ )قي 


وهذا يعنى أن كل مصفقوفة أساسية ,© للنظام (1) تعين مصقوفة ١‏ 4ز ”847 
وهى مشابهه (201135ة5) إلى *"6. وعلى العكس إذا كانت 74 مصفوفة ثايتة 
غير شاذه فإن يوجد مصفوفة أساسية ,© للنظام (1) بحيث تتحقق العلاقة 
)١6(‏ . والمصفوفة غير الشاذه © المصاحبة مع المصفوفة الأساسية (2)0 
للنظام (10) من خلال (؟77) تسمى مصقوفة أحادية (إم2معك0همم) 


للنظام (1). 
5-5 تقريب الحلول الدورية (طريقة كريلوف و بوجوليوبوف) 


11 هطاتتتاعووظ سه 11ه1ا1 
فى هذا الجزء نريد أن نوجد حل دورى تقريبى للمعادلة غير الخطية 


682419 


/ 


1 . 43 
1 0-إب شاع | /ن + جع + جل 
01( 0 0 1 41 


حيث هر بارامتر صغيراً صغراً كافيا وبالتالى فإن الحد غير الخطى 
[نك.»] يد صغير نسبيا. وهذه الطريقة ما هى إلا طريقة تغير البارامترات. 


إذا كان 4-0 فى المعادلة (1) فإنها تأخذ الصورة 





)2( 0- عذه + 2 
ويكون حلها الدورى هو 
)03 ( + 2510004 - ع 
حيث مء + ثابتان. وتكون مشتقة الحل د هو 
4( (© + 605))04هاه ع 
0 


ذا كان 320سٍر وصغيرة صغرا! كافيآ (أى 1>>إم|) نفترض أن المعادلة 
غير الخطية (1) لها حل فى الصورة (3) مع مشتقة على للصورة (4) 
بشرط أن تكون ©» + دوال فى + وليست ثوابت لذلك نفترض أن حل (1) 


هو 

)3 (( 00+ 014) ذه( )2 -ح عر 
حيث مء» ه دوال يراد تعيينهما بحيث أن مشتقة الحل (5) يكون على 
الصورة 

)6( (( )0+ +0 )دم ( )026 ل 


ص4 
باشتقاق للحل (5) نحصل على 


2" 
لفان 


قفا 
آئ 


(( )0+ وي 28 )+[(غ+)0 + 05])004» ( 02)4) - جه 
7( :24 0 


+ 2 512) + 0) (( 


ولكى يكون 44/ علكه فى الصورة المطلوبة (6) فإننا نترى من (7) أنه يجب 
أن يكون 


09 0->(()0+ ا ((00+ 0 ”7 


والأن باشتقاق (6) تحصل على 
ش 
+(()0+ ادن( )مه -((46+ 0504م - > 2 





0( (غ0)2 + أهاوم م 


بتعويض الحل (5) والمشتقة الأولى (6) والمشتقة الثانية (9) فى المعادلة 
التفاضلية (1) نحصل على 


. +[(0)0+ ]من 1( مه -[(06 + 7040 
5 2 َّ 02 
[((غ)0 + 1]))014تة5( )2 © + [( 004 + ام-0 
0)([١-0‏ + 2ه] 5م ( )06 ,[( )0 + 01 ]صا غه) إبر+ 
أو 
. 429 002 
(10) ((0+ +02) يجب--[(0+ “نه ]مله د ر )هه -[( )ب + ]0 0ه 


ليكن (06© ترمز إلى (406+(06 فإن المعادلات (8)» (10) يمكن كتابتها 
على الصورة 


2000 282 
900 +2)(050)2( 1 0 


6556 


[()0 2205 )06 ,( 006 518( 2] #إنا- ع مه 1( )00 0 006050 





(11) 
بحل المعادلات (11) فى كل من 2 : 2 فإن نحصل المعادلات 
42 
,( )6 1605( 0)6 05( )06 ,( )0 صذذ( )2] ام 
_ 49 

120( (0)6 هنو[()0 5م ()06(,06 مه( )م م 14 0 


وهما المعادلتان للدالتين 64 9 فى الحل على الصورة (5) مع المشتقة (6) 
ونلاحظ أنهما معادلات غير خطية وغير ذاتية وبالتالى معقدة. وللتغلب على ذلك 
سنلجأ إلى طريقة التقريب الأول لطريقة كريلوف - بوجوليوبوف . 
من المعادلات (12) نرى أن 452 ء 2 يتناسبان مع البارامتر الصغير 
در. وبالرغم من مء» ٠‏ داللتين فى + فإنهما دوال تتغير بيطء خلال الدورة 
(065600) ه/22- 7 للمتغير 4. أى أن فى الفترة الزمنية التى طولها 
2/0 قإن (40(,2464 يكونا تقرييا ثابتان غاليا بينما (46+ +#ه-(06 
تزداد بقيمة :2 تقرييآ. وبالتالى فإن الطرف الأيمن فى (12) ننظر إلى 
(46(,6 كثابتين خلال فترة 27 فى 0. ونحل للدوال فى الطرف الأيمن من 
(12) بمتوسط (706212) قيمهما على فترة 6 . وهذا يؤدى إلى المعادلتين: 
0 000 1 | 7 0 
2 


29 


ل 
(13) 0 من (0 0605 ,0 هنذه) ر لظ 0 


وهاتان المعادلتان هما التقريب الأول الخاص لكريلوف- بوجوليوبوف للدالتين 
> + من الحل (5) وعليه فإن التقريب الأول لحل للمعادلة (1) يعطى 
بالعلاقة 


621 - 


(14) (()0+ عه )مدنو( )4 ع 
حيثك مء © يعينان من المعادلة (13) 

حالات خاصة: 

(1) الحالة الأولى: الحد - )/ مذ لون ب 


فى هذه الحالة تؤول المعادلة (1) إلى 





0150 
فإن (050ع5100,06») كر تصبح ببساطه (0هزة6)/ر وأن المعادلة (13) 
تختزل إلى 
012 
060 2 2 | لكت 
س_وه 
(16) 0 51 (0 دزو ») /ر لس 011 


نعتبر التكامل فى الطرف الأيمن فى المعادلة الأولى فى (16) يوضع 
0- مه فيكون لدينا 


0 ّ 
0- ملام عر |1 - 10قعمه زه متقه) / [ 
0 8 


وعلى ذلك نرى أن المعادلة الأولى فى (16) تؤول إلى 72-0 وبالتالى فإن 
السعة (ع11600[مصمة) (64ه تكون ثابتا م». 
المعادلة الثابتة فى (16) تخزل إلى 


كة 
(17( (©) 1 01 


3 
حنتكتا 


وه 


الى ف 5 


0 نيه 1 | حت (زىه) ك1 
01 


وعلى ذلك من (17) تكون .#++(00)-(#6ء. حيث ,م هى ثابت 
التكامل. وبالتالى التقريب الأول للحل (15) تعطى بالمعادلة 


)019 (مة+ ,[ه + (مه) 18)]7ة5 مه - ع 
حيث الثايت () يعطى بالعلاقة (18). 
وعلى ذلك فإن الحالة الخاصة (15) التى يعتمد فيها الحد غير الخطى (2) تر 
على + فقط (وليس على حَّ يكون للتقريب الأول للحل تذبذبيا دورياً ودورته 
كنقد على المعة: 

(11) للحالة الثانية: الحد 3 >]/ يعتمد فقط على ِ 


فى هذه الحالة نأخذ المعادلة (1) الصورة 





5 01 
(20) ْ 2-6 
وبالتالى (0,06050هزة2) كر تصبح ببساطه (060050)ثر وأن المعادلة 
(16) تؤول إلى 
تدسد__ عه 
0 90 )0 2 / 
ه24 
0 05 006) كر 1 0 


بوضع 04050 - عد فى التكامل للثاتى فى (21) نجد أن 


0 - مفره) كر [للك_-وهوةوهه هوم مه) رآ 
ون 00) 0 


628 


وعلى ذلك من المعادلة الثانية فى (21) ترى أن 72-0 والتالى فإن (46 
تكون ثابتا أى ,. وعلى ذلك فإن التقريب الأول للحل (20) يعطى بالعلاقة 
22 (مو+ )ذه( 26 - ع 
حيث (26 تعطى بالتقريب الأول للمعادلة (21) وبالتالى فإن الحالة الخاصة 
(20) الذى فيها الحد غير الخطى (,4/ ه) / يعتمد فقط على 2 (وليس 
على *)؛ فإن للتقريب الأول للحل تذبذبى غير دورى للمتغير (السعة) © التى 
لها نفس التردد | بك ) مثل التى لها للحل (3) للمسألة الخطية (2). 
مثال :)١(‏ اعتير للمعادلة التقاضلية 


2 


)23 7-0 جر + عذنن + 44 





حيث هر بارامتر صغير. هنا -(» /-[حيك.*] / وبالتالى تكون 
المعادلة (23) تكون حالة خاصة من (15). 

حيث أن الحد غير الخطى يعتمد على #« فقط والتالى فإن التقريب الأول لحل 
المعادلة (23) يعطى الصورة (19) حيثك ((,ه) تحدد بالمعادلة (18). 
وحيث أن 0:هنه يه- (0هنومه) / فإننا نرى من (18) أن 





2 27 2 21 
ع شط ويه “دن | كذ - ويوووزوو نوو يه | سللب- ررم 5 
21000١ 4‏ 21100 0 270001 
يعلة 
201 


وبالتالى فإن للتقريب الأول لحل المعادلة (23) يعطى بالعلاقة 
|4 زه 266 و4 - 2 


حيث ,ه (السعة)» (+ ثوابت إختيارية. نلاحظ ان للدورة (06:100) تساوى 
546 - 





[ه + ع بعد للتذبدب (24) هى دالة فى للسعة. 


مثال (؟): اعتبر المعادلة 





حيث بر بارامئر صعير. هنا 


6 0ن 
وبالتالى تكون المعادلة (25) لحالة خاصة من المعادلة (20) حيث الحد غير 
الخطى يعتمد على 42 فقط وبالتالى يكون التقريب الأول لحل المعادلة 
(25) يعطى بالصيغة (22) حيث السعة (44 تحدد من المعادلة الأولى من 
(21). وحيث أن 


© ثوى يتن +0 ذوون *عأه ع (050» 0©6) رو 





وتكون المعادلة هى 
213 
0 تون توتن +0 تومو ثوأون) | اعخم___ هه 
2110 421 
22 2 21 
640 “ممه | هه +0640 توم ١‏ اس 
0 0 21 41 
وحيث أن 
3 2 22 
1ح - 040 “ووه |.0-<5:040م» أ 
4 0 0 
فإن هذه الصيغة تختزل إلى 
)2 8 ذى ريلب ع 


03 


ةد ه 228 


بفصل المتغيرات فى (26) وبالتكامل نحصل على 





حيث © ثابت لختيارى. إذا كان مه-(4)0 فإن 1/24- »ع فيكون لدينا 





2 
22 8 2625 
وبالتالى 
2 
لمكم :2 -م 
آم هانزة + 4 


وبالتالى فإن التقريب الأول لحل المعادلة (25) يعطى بالعلاقة 


م4 
(م0)+ ع" 2-2 


بافتراض 0<.م فإن سعة هذا التدبذنب تؤول إلى الصفر عندما هج م 
مثال ("): ليكن لدينا المعادلة 

1 
0 
حيثف 1>>م>0. هذه للمعادلة ليست من الحالات الخاصة (15) أو (20) 


- 


حيث أنها فى الصورة العامة من (1) حيث 07-1 


غ4ى_د,_اعةه 
)056 :1 )1 2-6 َ 1 





(ه) 0 +22 (1- بير 


وعلى ذلك فإن للتقريب الأول لحل (8) يعطى بالعلاقة (5) حيث (#6»: 


(4 تحدد من المعادلات (13) حيثك 0-1 . وحيث أن 
0-060 :مزة *4) - (0 205 0,4 مزز 4) كر 
وتصبح المعادلات على الصورة 
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21 
0 :ون 0-10 :نزو 22) ادية 
216 01 


22 
060 5 05ت ه(1 - 0 زو *ه) ُ 7 - 7 
0 


2057 000 2 1 


ليإ سس تن 


11 2 
,ع 040 7ومء28منة | 
4 0 


2 2 
6406-0 منه6ومه ]| ,020-0ومء0 ”مزه [ 
0 0 


قإن هذه المعادلات تختزل إلى 


مسي سه 
00 يجح سس 


0 27 


من للمعادلة للثانية قى (27) ترى أن ,0600-4 تساوى ثايت. ويالتالى من 
(5) يكون للتقريب الأول للحل هو 


(م+ )512( )6 - (6) > 


حيثك (4ه نحصل عليها من للمعادلة الأولى فى (27). وبفصل المتغيرات 


نجد أن 
لا م 
8 (4- -ه)ه 
وبالتكامل 
4 2 2-4ن1 





- كن هد امم 





ويح 1 


إذا كان 0< مه-(64)0 فإن ه/(62-4) - © وبالتالى 
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2 
(1- 1 / يد ليشي 0 


لك ته 
2 


ويالتالى يكون التقريب الأول للمعادلة 8 يعطى بالعلاقة 


2 
(29( (مو+ ممه ع« كبن / 08 بير 


حيث يه هى القيمة الأيتدائتية للسعة. 
إذا كان 2- مهء فإن التقريب الأول للحل (29) يختزل إلى الحل الدورى 
المعرق بالعلاقة 

(30 (رو+ 6م28 - عر 
ذا سعة ثايتة 2. ش 


إذا كان 2>,->0 لو إذا كان 2< ,4ه ترى ألأن 


2/ تبر 
2- 0 سنا - رع سنا 
(3- 0 


ووالتالي لأى قيمة محدودة 0 ماعدا 2 - ,ه فإن التذبذب غير الدورى 
عنما ميت و 


ويجب أن نتذكر أن لالعلاقة (29) هى فقط تقر يب أول للحل المضيوط 
(ع2ء) للمعادلة (18). لط مشت ني عرس تقرييآ أول للحل. 
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يكون مستقرا تقاربياً. 
؟- أثيت أن الحل الصفرى للنظام 
مستافر . 
9- لدرس استقرار النظم 
(2 ته ة ر) وح عر ع بر ىر( مزه 2 2ر) ع - برح اع (0) 
(© + * 2) ير مح كير ا (؟تر+*ج)ج- برح اج (3) 
7 *هقة) بر - ع ح ير , (بر سلة)ع- برحاع (1) 
4 - اثبت أن النظم التالية ليس لها حلولا دورية 
+ يم إعدع رنر ث دع + + رخ () 
2 يعد + ,»2 رت .(1-رءج)رع*ء ,م (1) 
3 +(2 + 1)رع- و و و - , (كتل) 
0ح عن ترر1 + تع)ؤ+ خخ (17) 
5- حول للنظام للتالى إلى الإحدلثيات القطنية 
(2عد+ مع) ع- جنك + رعنه د ب 
(2+ )رع - ري ع4 + ع4 - رخ 


واثبت أن للنظام حلا دوريا. ثم أوجد هذا الحل. 
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5- اثبت أم معادلة ماثيو (ناعتطغ131]2) 


0- ع( 2 ومعءع +5) + “غر 


عة 


ثم استنتج أن المضاريب (الأسس) الذاتية ,3 » 2ي2 هما جذرا 
1-0+(ع,22-4)8 


يمكن كتابتها على الصورة 


حيث (40)8,8 ليست معرفة صرلحة. اثبت أنه إذا كان 
(3) 0<2ء إما ,2 أو .3 اكير من الواحد وأحد الحلول غير محدود 
(15) 4-2| فإنه يوجد حل دورى 
(نتا) 2>4+8>2-ء ب2ء ,2 عددان مركيان مترافقان. ماذا تستنتج من ذلك ؟ 
(01 2->4» ,3 ,3 عددان حقيقيان وسالبان. وهل الحلول محدودة. 
-- اثيت أن النظام 

(2 بر ةع -]) بر رح تر , (2ر- 1-2 ع + برح تر 
له دائرة نهاية. 
4- ادرس وجود دائرة نهاية (16ع[© 316ددق1) للنظام 

(1-22-922) برج مرح نر , (2 بو شع -]) جع برع غر 
4- اثبت ان النظام 

3 برج بر- 3ع نرا, 3 يرج بو- ع2 ح نر 

ليس له حل دورى. 
-٠‏ ليكن لدينا النظام 


(2 برج ة ي) بر بر4 + ير4 2 نوا ,(2 برج ة بر) عر بو4- ير4 - بر 
أ حول هذا للنظام إلى الاحداثيات القطنية 
ب) استخدم نظرية بوانكاريه - بندكس لاثبات وجود دائرة النهايه بين الدائرتين 
56- 2بر+ 2,2 /1- 2 بربشاعر 
ج) لوجد الحل صراحة (© “ر-(6(.26ع - بر للنظام الأصلى. 
وعلى وجه الخصوص أوجد الحل الدورى طبقا لدائرة النهاية. 
د ) ارسم دائرة النهاية وأيضا على الأقل واحد من المسارات غير المغلقة. 
-0١‏ لوجد أء ب» جه د فى السايق للنظام 


ٍ. ف 

[22+5)-1] + لد 
بج ةيعر 4 

[(2 بر + 1-2 سل ير الله 
م 0 


ثم استخدم بعض النظريات لاثبات وجود حل دورى أو عدم وجوده 
5 - قى المسائل التالية استخدم احدة ا إذا كان يوجد حل 





دورى لم لا 
3 2 
0ح عجر+ [ عل )ب عك. كك )5 5 ع 0 0ه 2 ره 
ها عه 2يك 7 41 
2 
0<(ع_+ةع)+ 2 2 6 
24 وه , مدن ب كزين وى ب كك بن 
0 4 0 
-١7‏ ليكن لدينا النظام 


ذير- بو2 - يل/ برق 29يعر- 2 
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أ) عين وقع قسم (نوع) وبين الدليل لكل نقاط حرجة. 

ب) اوجد معادلة المسارات للنظام فى المستوى 7 ثم ارسم اكثر من مسار 
ج) عين الدليل لكل من المنحنيات البسيطة المغلقة التالية بالنسبة بالنظام 
المعطى. وفى كل حالة وضح كيفية الحصول على الدليل. 


4 - (2 بر+ 2 ج100 (فن) كر به 
1-0 +( :2 + )8 - (2 برج ة )4 (0) 22-9 + 2ع (تنة) 


- لوجد حل الدوائر النهائية وناقش استقرارها للنظم الاتية 
(1- 2+ )يعد رع ع 7 برا, (1- 2+ رع) رع- رعرع ع (0) 
,(3- 2 جرس 2 ج) 2( 2 ير + 2 عر) ع + رع ح ع (11) 
(2-3 ع + 2ع 2 جع »)رع + ع حدر 
(25- 2 بج )(16- 2 برج 2 )2072 يرس 2 ير) عدج رع )ع (قنة) 
(2-25عر+ ع)(16- 2ع ع 201ل عر ع + رع د رع 
2-17 عر+ 2 عز) + رعدء وعد , (1- 2+ 7ع) جرع رع ع بع )097 
(2 + ع -1) + راع وه ,ررح أ (9) 
(2-1 عدج >) عد + ودح وعدا ,رع 2 بعد (9,1) 
6- ليكن لدينا النظام 


(2ع+ مع«-4),عءد : 
2-2 2 2ح عر 
(2+ رع) 


(2ج- عر 4) يرع 


+ جرح رار 
(2ع+ مع) ٍ 2 


اثبت أن للنظام حل دورى 25184 - رعر, 2054 - رعرا له الدورة 27 ثم أوجد 
دائرة النهاية. ثم إدرس إستقرارها. 


/ا©6© 


75- ادرس استقرار دائرة النهاية للانظمة التالية 
(1- ع + )ع + ي ع ح برع (10) 
(22-1+ +« ) ,+ ,جرع وععر 
(3-2ع+ )1 - 7ع + ع ع) رع - رح رع (01 
(2- 2ع + مع)(1- عر م ع)ي ع + يرح وعد 
*(9- 2ع + ع ) ,ع - يعر ح بع (كقة) 
+(2-9ج + 2 )رع - دع رع 
(2- ع + )عد ح وعد,(2 - رع + مع )رع - ع (17) 
-١‏ اثبت أن النظم التالية لها نقاط اتزان 
تي + رح و1 اكوك روزا 
1+ رع + *- وع ,2 + ,رخ + + بع 011 
3ع +1- وعد ,27+ رع ,ع (111) 
4- بين الاختلاف بين صورتى الطور للنظامين 
(بع- وُع)رع- - ود ,( ع - رّع) ع - ع (1) 
مدو الوزن 
6- اوجد المسارات للمغلقة لكل من 
0- ع1 - *ج + ةخ28)+ ‏ (11) 2 ,0- 7ج + 1 - *ج + ة خ28)+ رخ (1) 
0ح ع(4- *ج + )+ غ2 (نتذ) 
-"٠‏ بين النظم التالية أن المنطقة المشار اليها فى 1 موجبة لا تغيرية 
(2<0 | (يدىرع))- # رع د روخ .ع2 - ,خ (1) 
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نوابت 0.8 .,ع(6-2)- ره ,رع + رجه د ,ع (11) 
( 2+ أ )ب ندع يعاس ع حت ند 1 عد )جرح عدج عل ح رن (ققة) 
رعق د يع |(يعى,ع»)- م 
(2*< ,| (يعىع))2 ,(,ع- )ع د رن ,(«- 2ع)رع - رع (ع) 
-"١‏ اثيت ان الصورة القطنية للنظام غير الخطى 
(وعد> شو 1) + رعدة ين ,(2عد- 2ع - 1), دم ,مرح نر 
6-1 ,(1-2)م-()” 
حل هذا النظام تحت الشرط الابتدائى ,60-(7,0)0-(7<)0 عند 0 + 
للحصول على 
“ل 3 ورتير - 1) + نم] / جح ()م 
ارسم ”7 مقابل #4 لكل من 
1[<دى (تن) ب ادم (ن) 1>ض>0 (0) 


للحصول على صورة الطور لهذا النظام. وهل يمكن رسم صورة الطور 
يسهولة من معادلات الاحداثيات القطنية. 


*71- اثيت أنه يوجد منطقة ‏ (7<2> 2+ 7+ |(,ع,,»))- © بحيث أن جميع 
مسارات النظام. 


“27-1 عر عر - 1) رع + ,هه ح ين , (7ع- عد 1) + ري 2ه)- ح ,نه 
حيث ”7 ,0 ثابتان تدخل *7. اثيت أن النظام له دائرة نهاية عندما ‏ 0 > /. 
4 7- اثيت أن النظام 
ودح رد ا . و ع -1- ريع 
ليس له دائرة نهاية. 


26942 


65- استخدم طريقة كريلوف- بوجوليبوف2 لايجاد التقريب الأول لحل 
المعادلات التفاضلية المعطاه. وفى كل حالة نفترض أن 1>> هر>0 وأن القيمة 
الابتداثية للسعة (4)© للحل تعطى بالعلاقة 0< ,4ء © ثايت 

2 
0ح : جرر+ رثن + 2 3 





جح رط 


2 5 
0ع مها ده (ع) أبب +4 60 


2 


0--1(52+ دج ع + 2 (03 





2 





حك عد ك4 
مكب ةم سه عن + 0 زع 





5- افحص وجود دائترة النهاية للنظام 
221+ ]ع0 + ري 2ه - دز > بغر 
 ++7[‏ عارع0 + رحرر + رحه ع وخ 
حيثف ٠0‏ »© بارامتران ظ 
7- اثبت أن 0- 7+ م(1- 2ج)ع+ 2 لها حل دورى وحيد وكذلك للمعادلة 
0> ع طمما+ «(1- 2 )ع دخ عندما 0< 2/ 


- أوجد دليل نقاط الاتزان للنظم التالية 
و الإأعاع تر , * ع ةبرع م (03 لو بر-ة>*3- تر , ب2- د (01) 


ير - جرح تر , بر- جرح تر (31) 


السادس عشر 


نظرية الاستقرار 
1160157 512111097 
١-753‏ مقدمة: لننظر الآن لمسألة كوشى التى تعتمد على للقيمة الابتدائية 
)10( ا كد 
)2( .ع ( )ع 


فإذا كانت الدالة (+*,6 كم متصلة ولها مشتقه محدودة فى للنطاق 72 
1 

الذى يحتوى (,2,,) فانه يوجد حل وحيد لمسألة كوشى (1) - (2). فإذا 
غيرنا قيمة كل من ,+4 و م2 فإن الحل سوف يتغير. والسؤال المطروح 
الآن فى التطبيقات وهو كيف يؤثر تغيير ,+ و .4 على الحل ؟ وهذا السؤال 
يطرح نفسه فى المسائل الفيزيائية التى تؤول إلى مسألة كوشى حيث تؤخذ القيم 
الايتدائية من التجارب فاإذا كان التغير الصغير الاختيارى فى القيمة الايتدائية 
و لق 

وإعتماد الحل المستمر على القيم الابتداتية يعطى بالنظرية التالية ‏ (التى قد 
برهناها فى باب نظرية الوجود والوحدوية). 

نظرية :)١(‏ إذا كان الطرف الأيمن من للمعادلة للتفاضلية (1) متصلاً فى 
النطاق 2 وله مشتقه ل محدودة فى نطاق © للمتغيرين ةبه معي 

3 


فإن للحل (,<*,.,خ: ©)«-(©6)ء واللذى يحقق الشرط الابتدائى ,«- (,6 *« حيتث 
6 ع6 يعتمد باستمرار على الشرط الابتدائى. 

ويعبارة أخرىء نفترض أنه النقطة (,6,.2 يمر بها الحل (06+ للمعادلة (1) 
المعرف على الفترة ‏ 86>+>» , (0,86) 06+ . فإنه لأى 0<ع يوجد 85<0 
بحيث أن 5>|.:- مثإ , 8>| ,- ,| فإن الحل (206 للمعادلة (1) الذى يمر 
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بالنقطة (6.*0 يكون موجودا فى [0,8] ويختلقف عن الحل (06) بقيمة أقل 
من © أى 
.[8به]اع ٠‏ . عا|(»+*-ر(ر»مءعا| 
ونت تتحقق نظرية مماثلة لنظام للمعادلات للتفاضلية 
1 وسو ور و 6 كر 2 :6 
فإذا تحققت شروط النظرية (1) فإنه يوجد حل وحيد لمسألة كوشى للذى يعتمد 
باستمرار على الشروط الابتدائية. 
وعلى ذلك يقال أن مسألة كوشى قد صيغت بطريقة صحيحة. ويكون من 
المعلوم أن الفترة [6,©] للمتغير # تكون محدودة. 
في كثير من المسائل قد يكون من للمهم دراسة اعتماد الحل على القيم 
الابتداتية فى للفترة غير المنتهية م+ > +> .+. والانتقال من فترة منتهية الذى 
يكون الحل يعتمد باستمرار على الشروط الابتدائية إلى فترة غير منتهية قد 
يؤدى إلى تغير فى طبيعة المسألة وطرق المعالجة لها. وهذا يؤدى إلى دراسة 
نظرية الاستقرار الذى بدأها لييانوف (32100307ل8.آ أو 1332101207مآ). 
والآن نعطى فكرة عن امتداد (62:6801511467) الحلول. نفترض أنه لدينا 
النظام 
)03 ان2 1ك 1 (٠١‏ دعوو عن عي ع 
4 
حيث + متغير مستقل (للزمن مثلا)ء والدوال (,*.....رع.,+,6:/ معرفة لكل 
(0>+,4) © 2ك .و 21و فى التطاق “جرح (2. ذا كانتت 1" متصلة فى 
نطاقها ولها مشتقات جزئية محدودة ومتصلةء فاإن للنظام (3) تتحقق له نظرية 
الوجود: لمجموعة القيم (معد,وّعد,”«,,6ء (صدى,ه) عم 2ع( ...وعم ع). 
يوجد حل وحيد (0 .*.....(2,6(,2<,6-< للنظام (3) معرف على الفترة 
(,4©) ب (70+ وقد[ - وة) وتحت الشروط الابتدائية 


)4( ...1,2 - ةع ,“ع - (ى 6ع 
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ونقدم المفاهيم للتالية: 
ليكن (6(.8+26(.....,)6,* حلا لمسألة كوشى (3): (4) معرفا على الفترة 
(.*,.» - + وهذا للحل يمكن امتداده لفترة أكبر. 
يسمى الحل (2,64(.724(.....7,)6ز يامتدلد الحل (© ,د.....(6,ع,(6 ,جه إذا 
كان معرفا على فترة أكبر 8,27 وينطبق عليه عندما تكون 7 6+ ويسمى 
للحل بانه ممتد إلى غير نهاية (2)6:201516:© '12131110179ة). من اليمين او من 
اليسار. ويمكن لمتداده على طول المحور © > غ+#> مم (أو إلى نصف المحور 
صد> ,كم | لو ,17> +>سهسه). 
ولاحقآ فى هذا الياب نحتاج لمعرفة ما اذا كان يوجد حل 0 عندما 
-ه > +#>0: (نظرية الوجود الشمولى 810531). والخاصية متأصلة 
(1226524) فى النظام الخطى 

قاع 0 الاو روس مده 

2 4ك 


حيث الدوال ,», كر متصلة على (م+,,م] وكل من حلولها (6,دء تكون 
موجودة فى الفترة (+.,6] وأيضا تكون وحيدة. ولكن ليس كل النظم لها هذه 
الخاصية. ومثال ذلك المعادلة التفاضلية: 


)03 0< ,6 -(0) وا لكات 
الدالة *#-(»,6 '/ر متصلة ولها مشتقات من جميع الرتب ويكون حلها هو 
على 


(0/1-0 - ععر. وهذا الحل يكون موجودا فقط (1/0,) والذى يعتمد 
الشروط الابتدائية ولايمكن امتداده للى الفثرة [1/02.مه). 


3-5 الاستقرار: (تعريفات ومفاهيم) 
ليكن لدينا المعادلة التفاضلية من الرتبة الأولى 


2 2, 6 ,>( 010 
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حيث الدالة “مر متصلة لكل (6,©) 046 2 © ولها مشتقة جزئية 2ك 
1 


متصلة. ليكن (0ت© - + حلا للمعادلة (1) الذى يحقق (,06 - (,) دء »< ,:. 
ليكن (6)ع- يي حلا أيضاً لنقس المعادلة والذى يحقق ‏ (,6+ < (,)ع. 
وافترضنا أيضا أن الحلين (06© و (60+ معرفين لجميع قيم. ,:< + أى أنه 
يمكن لمتدلدهما بدون حدود إلى اليمين. 
تعريف )1: يسمى الحل (00- ع للمعادلة (1) بأنه مستقر فى مفهوم 
ليبانوف» عندما هجعء إذا كان لأى 0<ع يوجد 85)(<0-<5 بحيث أن 
لأى حل (6+ - بر للمعادلة يكون 
)62( 0-5 د 
)0( ع >|(6(0-60)| جه 
ولجميع ,+< + (يمكن دائما أن نفترض أن 5>2). 
وهذا يعنى أن جميع الحلول التى تكون قيمها الابتدائية قريية من القيمة الابتدائية 
للحل (04- عر تبقى قريبة أيضا لجميع .؛< +. 
وهذا يعنى هندسيا التالى: الحل (00-+ع للمعادلة (1) يكون مستقراء إذا 
كان الشريط (53920 - ع) الضيق يحتوئ المنحنى (06©- «ء فإن كل 
المنحنيات التكاملية (الحلول) (6)+- + للمعادلة (1) تكون قريبة قربا كافيا له 
عند اللحظة الابتدائية 0+ والتى تكون محتواه فى الشريط ع لجميع 
<+ كما فى الشكل ( )[1-١‏ 








///// 
( )معد 
1 ”7 
/0/| | 1|111 يه / ا 6 
2( |( [ 111[ 
0 َ 37 0 


شكل (١حب)‏ شكل (١-1أ)‏ 


5ه 


أما إذا كان عندما 5<0 (الاختيارية الصغيرة) يوجد على الأقل حل واحد 
(© *- د للمعادلة (1) لاتتحقق له المتباينة (7) فإنه يقال أن الحل 
(00 - ع« غير مستقر. 

تعريف (؟): يقال أن للحل (4©- رد للمعادلة (1) مستقر تقاربيا 
(لإللهعناه؛ مسرركة) إذا كان 

(1) تقارييا 


(11) يوجد 0< ,5 بحيث أن أى حل (©,ر- + للمعادلة (1) يحقق الشرط 
5 >|(600-(60 | يكون لديتا 


0ح( )ب - ( 6 ع | سنا 
وهذا يعتى أن جميع الحلول التى شروطها الابتدائية قريبة للحل المستقر تقاربيا 
(© - + لاتبقى فقط بالقرب منه عندما ,+<+# ولكن تقترب منه بدون حدود 
عندما مه جع . 
لنعتبر نموذجا فيزيائيا بسيطا: نضع كرة صغيرة عند أسقل نصف كرة (فى 
مواضيع إتزان). فإذا أحدثنا إضطرابا صغيرا للكرة الصغيرة من نقطة إتزانها 
فإنها تتأرجح (5128) حولها بدون احتكاك فتكون نقطة الاتزان مستقرة 
وتذبذب الكرة يقل تدريجيا مع الزمن عند وجود احتكاك فتكون نقطة الاتزان 
مستقرة تقارييا. 
مثال :)١(‏ إدرس استقرار الحل الصفرى 20 + للمعادلة 

0/6 


د نمسم 
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الحل: الحل 0+ يحقق الشرط الابتداتى 0-(,6+ وأى حل للمعادلة (*) 
الذى يحقق الشرط ,+«-(,6+ له للصورة ,* + ويكون واضحا من الشكل 
(١-ب)‏ لالسابقء» الشريط ع حول المنحنى 0 -<عدء بوجد 8<0؛: (ع8-<6)» 
بحيث أن المنحنى التكاملى (©51015© 12168121)- ,+ع عر الذى له 0|>8- ,| 
يقع تماما دتخل الشريط ع لجميع ,+#< 4. 

وبالتالى يكون الحل 2-0 مستقرا. لايوجد استقرار تقاربى حيث أن 
م - ء لاا يؤول إلى الخط 2-0 عندما -هجغ. 


- 616 


مثال (؟): ادرس استقرار الحل 0 + للمعادلة 


حك 
26 2ه جج سس 


4 
الحل: حل المعادلة (**) للذى يحقق الشرط ,+ - (2)60 هو 
0-460 بي عرد 2 
وبأخذ 0<ع نوجد اللفرق بين للحل (6+اء 0-(06© 
دا 6 ج(0 سح ج) س 0 6400 جى جرح ( 004 - ( 6 عر 
وحيث أن 6©50>1*ه الجميع ,4< + فانه يتضح من (***) وجود 2»8<0 
(©-5)ء بحيث أن ع0|>5-8- ,| فيكون لدينا 
<١‏ ابع> 0ك |0 ررراح )م -()) | 


ومن التعريف». فهذا يؤدى إلى أن الحلك 06©(<20 للمعادلة ‏ (***) يكون 
مستقرآ. وأيضا حيث أن 


0- دام | مد | مهنا ح| (ع)م - ( 6 ع | صدنا 


فإن للحل 6(<>0© يكون مستقرا تقاربيا. أنظر الشكل (؟١-‏ أ) 









1 // 
5 1 َ 
|. 4 /7 
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مثال ("): اثبت أن الحل 6(>0© للمعادلة 2 غيل سين 
الحل: لقيم |.*| الصغيرة اختياريا يكون حل المعادلة المعطاه هو 
6-60 كي جرح (4) عر والذى لايحقق الشرط هو ع > 40 66م | معراع| 62-0 ع | 1 


لقيم ,+#<+ للكبيرة. وعلاوة على ذلك لأى 20 ,+ يكون لدينا -هج|(6ع| 
عندما -ه ++ انظر الشكل (7-ب). وبالتالى يكون الحل غير مستقر 


مثال (4): افحص استقرار التظم للتالية 

امم 0( 2 )م 2 0( 
اللحل: ( © ) يكون حل على الصورة 

)0 (42/2)معع ,ع - (6) ع 


- 


وليكن الحل الآخر هو 
)01 (42/2)وعه نع - ()27 


حيث ىء هى قيمة ا عند 0 +2 أى م*«-(0)ع 


. حيث (0)* جرح نع 
نفترضص 8>]م+<-م,عا| ومن (6)» (3ة) نجد أن 
(قتة) (2/ غم)وعوة > (2 / تنامى إوّع- مع[ - إ()* دمع 
وهذه المتباينة تؤدى إلى للنظام (المعادلة) تكون مسنقرا (حيث تتحقق المتباينة 
(3) مع ع-5). وعلاوة على ذلك |(6*-(6)ع تؤول إلى الصفر عندما 
مه ج ء وعلى ذلك فان الحل يكون مستقر تقارييا. 
الحلان الممكنان للمعادلة (6) هما 
6-3 ش (7)2/2ته . - ()عر 
6-6 (42/2م6 وع - ( )"ع 
بافتراض أن 5 بحيث أن 8>|ن- ,ا 


- 61197 


قإن 

(062/2م»»ه|(6)م- مع[ - |( *-(م) عا 
نرى فى هذه للمعادلة أن مهما اخترنا ع كبيرة جدا فاننا يمكن ان نختار +2 
بحيث أن |()*«--(6 | اكبر من ع وعلى ذلك يكون للنظام غير مستقر. 
7-7 استقرار نظم المعادلات التفاضلية: 
نعتبر نظام المعادلات التفاضلية 


)01( 2 ,1 > م ولع نوو 1 الكت 


حيث 0 معرفة ممه > #2> 4 6 7ك( ...و ةررع) ويحفق شروط نظرية 
وجود ووحدوية حل مسألة كوشى. ونفترض أن جميع حلول (1) قد امتدت إلى 
اليمين ©2<.+< 4. 

تعريف :)١(‏ يقال أن الحل - (©) ,0 للنظام (1) مستقرا عندما -ه ++ إذا كان 
لأى 0< يوجد 0<(ع)8-<5 بحيث أن لأى حل (2,6<ء 1,2,...,2- غم 
للنظام الذى قيمه الابتدائية تحقق 


...1,2 ع م .ى, 8ح |(ى6,-(600,ع| 

2 ْ ع >| (» ,ب (6 ,| 
تتحقق لجميع ,#<+ أى أن الحلول ذات القيم الابتدائية القريبة تبقى قريبة 
لجميع قيم ,1< 4 
وإذا لم تتحقق المتباينة (2) لأى 5<0 الصغيرة الاختيارية على الاقل لواحد 
من (6,ء  -1.2.....#‏ فإنه يقال أن الحل (06 غير مستقر. 
تعريف (5): يقال أن الحل () ,ب للنظام (1) مستقر تقاربيا إذا كان 
(3) مستقرا 


(13) يوجد 0< ,8 بحيث أن أى حل (©) ,عدء ».....1,2- : - للنظام حيث 


 هكمد‎ 


8 >ا(,») ,© -(60) ,| 


يحقق الشرط 
...12 > م , 0 |( )ىج - ( 6 رع | صخا 
مثال :)١(‏ استخدم تعريف الاستقرار فى مقهوم ليبانوف لاثبات أن حل النظام 
* بود لك 
0 ال 
تحت الشروط الايتدائية 
(**) 0-(0) ., 0-(0)ع 


يكون مستقراً. 
الحل. حل للنظام (*) والتى يحقق الشروط (**) هو 6(20جء 6(>20بر. 
وحل للنظام الذى يحقق الشرط ,«د-(0)«ء ,/ر-(0)ر يكون على الصورة 


054 ىنز + 51824 وع- > ( 4 7 , 51824 1+ 6051م - ( )2 
وبأخذ 0< نثبت وجود 85)6(<0 بحيث أن 
0|>8-,| . 8ع |0-مءعا| 
يكون لدينا 
ع >| #ستى + ؛ؤمع ىع ع 62-0 | 
ع >| 051ك و«ر+ #منو ,مح ع 60-0 ( | 


لجميع 0<+. وهذا يعنى من للتعريف أن الحل 0- +ء 20 بر للنظام (*) 
يكون مستقرا. ومن الواضح أن 

|أمنرز+اوع4كا| سنس :| | +5مء,ع كا #متوىبر+ زومء ,| 

أمرا+اوع4]| :دمع برا | #صنزىع كز :ؤمءىر+ عمستو مع | 


وإذا أخذنا 2/ع-5)62 فإنه لكل 5>|,+«اء 5>|,رر| يكون لدينا 


©5694 


ع > 051ع.ى7ز + فلللكىغ -| , ع>]| اسملوىر+ #ؤومء وعر| 


لجميع 0<+ أى أن الحل الصفرى يكون مستقراً فى مفهوم لييانوف» هدا 
بالرغم من كون الاستقرالر ليس تقارييا . 

وفى الحقيقة أن الحل غير الصفرى المستقر للمعادلة التفاضلية لا يقترح أن 
الحل يكون محدودا. فلتوضيح ذلك نعتبر المعادلة 1- ه/ عله. والحل تحت 
الشرط 0-(0) هو الدالة +<(6©. والحل مع الشرط الابتدائى ,«د-(0) 
له الصورة ,+«++-<(6)+. وهندسيا يكون واضحا من الشكل (7- أ) أنه لأى 
0<ع يوجد 5<0ء: (ع-5)ء بحيث أن أى حل (06+ للمعادلة التى تحقق 
المتباينة 0|>5-,+| يحقق الشرط ع>[+#-(6)+«|ء 0<+8 77 وهذا يعنى أن 
الحل +-(+© مستقر ولكنه غير محدود عندما -ه جب غ. 





(شكل *- ب ) (شكل *- ) 


وأيضا فالحقيقة أن الحل المحدود لايعنى أن يكون الحل مستقرا. ومثال ذلك 
ليكن لدينا 

)03 كد 
ومن المواضح أن حلولها هى 

)4( ....0,21,22- م ., 27ح ير 
وبتكامل (3) نجد أن 

46 00" 27 ع وى [4-(ى#خمه)]' ام - (6)عر 


جميع الحلول (4)» (5) تكون محدودة فى (-ه,ك) وللحل 0-<(6© يكون 
غير مستقر عندما هج + لأن لأى (0,5) © يكون لدينا 


وت ا 
كما فى الشكل (؟- ب) 
وعلى هذا يكون محدودية الحل واستقرار الحل لهما مفهومين مستقلين. 
ملحوظة: للحل (0.4© للنظام (1) يمكن تحويله إلى الحل الصفرى 


(ل12ها) 0- ,جر لنظام آخر بالتحويل (6,و-(6,+- ,:ر. نفترض للتبسيط 
أن لدينا معادلة تفاضلية واحدة 


لي 1 2-0 


واتنا نريد فحص استقرار الحل (06 للمعادلة. تنضع  6(-+)6(-004(‏ 
(تسمى (6©-(26 بالاضطراب) فان- (90+(©6 ر-(0)+ وبالتعويض فى 
المعادلة (*) تحصل على 


4 26 _ ©4 2 
5 ( )+60 ,6 /ر 0 


ولكن (6© هى حل للمعادلة (*) وبالتالى يوم م 2 ومن (**) 
يكون لدينا ْ 
(ز. »)7 - ((ك)ب, 6 - (( هج + (6 بر,ع) د 
أى 
ادي . (2, 6م - 
وهذه المعادلة لها الحل 20 بر لأن 0- بر تحقق الطرفين أى ‏ - 

0 >21 تر( )0., ) ع (0, )2 


 هالا‎ 


ولتلخيص سؤال استقرار الحل (06© للنظام (*) يؤدى إلى سؤال استقرار 
الحل البديهى 0- ب للمعادلة (***) التى اختزلت من (*). وبالتالى فيما 
يلى سوف نفترض أن الحل البديهى هو الذى نفحصه فى دراسة الاستقرار. 
4-57 استقرلر النظم الذاتية 5[56623 21110820120115 01 إاتلتطها5 
يقال أن المعادلة التفاضلية ذاتية إذا كان الطرف الأيمن منها ,/ر لايحتوى على 
| صراحة ويكون على الصورة 
0 ...وج 1ن  )‏ رد 6 
وهذا يعنى أن قانون تغير الدوال المجهولة الذى توصف بالنظام للذاتى لاتعتمد 
على الزمن كما فى كثير من القوانين الفيزيائية. 
لنعتبر للنظام الذلتى 
)1( تا كلد 
وليكن أيضاً 
7 ومءء و 2 - 1 9 0 > (,4.....ي )4,.2‏ أ 
وتكون قئّة للدوال 24 ( )رع حلا للنظام (1). نسمى النقطة ( م6.....ي4,,4) 
فى القضاء الطورى (,2*.....رع.,«) ينقطة سكون [51302239- إتزان 
سصتدتوطتاناوهء - حرجة لمعناتت] للنظام. لنأخذ للنظام (1) الذى فيه 
0-(0,0,...,0) بم وبالتالى 0-(© ,عدء »....,1,2- + هى نقطة إتزان للنظام. 
لنعرف (5)5 على انها الكرة 2>82 الآ نفترض أن النظام فى 
(8) 5 يحقق شروط نظرية وجود ووحدوية حل مسألة كوشى. 


تعريف :)١(‏ يقال أن نقطة الاتزان ‏ #.....1.2- هء 0- ,2« للنظام (1) 
مستقرة: إذا كان لأى 0)<م# (88>ع0>2) يوجد 5-8)8(<0 بحيث أن أى 
مسار (0208) للنظام يبدأ عند اللحظة الابتداتية 40-0 عند النقطة 
((0) .(0) >) يبقى دائمآ داخل للكرة (ع) 5 كما فى الشكل (4) 
كما تكون نقطة الاتزان مستقرة تقاربيا إذا كانت 

ل 6975 


(1) مستقرة 

(قة) يوجد 0< 5 بحيث أن أى مسار للنظام يبدأ عند نقطة ((0)ز,(0) <) فى 
(,5) 3 يؤول إلى نثطة الأصل عندما هج + كما فى الشكل (5) 

ويقال أنها غير مستقرة إذا لم تكن مستقرة كما فى الشكل (4) 

1 ا 


2000 


1 


- 
غ2 





)مر ل )ء) 0:01 
غير مستفرة مستقرة تقاربيا مسدقرة 
شكل (5) 
585 41 _ عد 
6 000 0 زع 01 


الحل: للمسار هنا دوائر متحدة المركز 82 -2نر+ 2ع مركزها نقطة الأصل 
وهى نقطة الاتزان للنظام. فإذا أخذنا ع5-8 فإن أى مسار يبدأ داخل الدائرة 
(5)8 يبقى دائما داخل (5)5 وبالتالى يكون الحل مستقرا. ولكن المسارات. 
لاتقترب من نقطة الأصل فهى ليست مستقرة تقاربياً. 


الحل: يكون حل النظام هو 


 تالال‎ 


وبالتالى يكون ‏ - 4/ 8 - +/ بر ثابتا وبالتالى تكون المسارات أشعة (223/5) 
تنهى عند نقطة الأصل (كما فى شكل (5)) 
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شكل (ه5) 
ويمكن أن نختار 5-8. وأى نقطة على المسار التى تقع فى اللحظة الابتدائية 
داخل (5)8 تبقى دائمآ داخل الدائرة (©)5 وأيضا 7 تقترب إلى نقطة الأصل 
عندما -ه ج ع وبذلك تكون نقطة الاتزان مستقرة تقاربيا. 
مثال (؟): اعتبر النظام 


الحل: حل هذا النظام هو “86 ع را '46 - د » (ثابت ت 4ت والمسارات 


عبارة عن أشعة تنبعث من نقطة الأصل ولكن عكس المثال السابق تكون 
الحركة على الاشعة تيتعد عن المركز وبذلك تكون نقطة الاتزان غير مستقرة 
كما فى شكل (5). 


ملحوظة: دراسة المسارات فى جوار نقطة الاتزان 0 - *اء 0 -[ز_ لمعادلة 
تفاضلية متجانسة فى المستوى معطاه فى باب النظرية الكيفية لحلول المعادلات 
التفاضلية. 
2-5 بعض نظريات الاستقرار: 
نظرية :)١(‏ جميع حلول النظام 
01( ع( 46 -' ب 
حيث (46 مصفوقة متصلة من الرتية “ام على (م,0] » "2 عيعء 
نكون مستقرة إذا وققط لذا كانت محدودة. 
للبرهان: إذا كانت جميع حلول للنظام الخطى (1) محدودة فإنه يوجد ثابت 
موجب 74 بحيث أن 34 >|إ|(06)©||إء ,:< +» حيث (04)© مصفوفة أساسية 
للنظام 1( ويحقق 7 -()©4ء حيث مصقوفة للوحدة. لذا كان 0)<ع فاإن 
«ع)5- قاع >|| مع - م اا 
>|| مء:- م|| 4 > || (مع:- مع)( 26 |!-||(مع<.ى:, © ع - (مك.مة, 6 ع || 
وبالتالى جميع حلول النظام (1) تكون مستقرة. لاثبات العكسء ليكن جميع حلول 
(1) مستقرةء» وعلى ذلك يكون حلها الصفرى 206,42,0(>0 مستنقرا ليضا. 
وبالتالى لأى 0)<ع يوجد 5-8)6(<0 بحيث أن 


4< + . 8>||دع.ىم», »ع الحدة >)| ميا 
ونعرف أن | 
(مع( )2 - (وع .و1 6< 
وبالتالى 
ع >|| مغ( )2 || (م.مء, )عد || 
والآن ليكن ,+ مع 5/2 فى المركبة *#: وأصفقار؟ فى كل مكان آخر. 
ع > 5/2 6١|‏ ره إكذا| معرعه || 


هلاه 


حيث ,هم هو العمود رقم 1 فى المصفوفة (8)0©. وعلى ذلك 
#,...,2 1ع م , #0<+ , 85/ع2 >||(» ,|| 


وهذا يؤدى إلى 
لجميع (/<+ ء بد - عد كر رمث | 
وبالتالى لأى حل يكون لدينا 
ألم |ا 4 >ا| وغر)© كز رىع.ىء, مع || 
وبالتالى جميع حلول النظام (1) تكون محدودة. 
)2( حم - دع 


حيث 4 مصفوقة ثابتة يكون مستقرا تقاربياً. 
البرهان: حيث أن القيم الذاتية للمصفوفة 4 لها أجزاء حقيقية سالبة فإنه يوجد 
ثابتان », 84 بحيث أن 

7< + . [(1- عامج 34 كز| (ع)ط || 
حيث © هى المصفوفة الأساسية للنظام (2) وتحقق 7/-(,26 ليكن 


(مء<..ة.6)<ء (م0..2ك6,4ع حلين للنظام (2) مع القيميتين الابتدائيين 
م عندما ,4ح 4. 


م2 . 


وحيث أن [(+- 6)»-]مءه 34 دالة تناقصية ولكل 0< فإن العلاقة 
د 0<هية- “ لاح >||,مع- مدا 
المع - مع !| ||()© |4كعا| (م..:. 6 - (مء ..ى/, »ع |إجح 


ع >1([1- 4)-]م»ه 14 > 


كلاه 2 


أى أن عندما مه ج + فإن 
5 0 جه ( ىو ة, #) عر - لا كارة )عد 
وبالتالى جميع حلول النظام (2) تكون مستقرة تقاربيا. 


ملحوظة: استقرار الحل غير الثابت للنظام الخطى غير المتجانس يمكن اختزاله 
إلى السؤال عن استقرار الحل الصفرى للنظام المتجانس المناظر كما يلى 


ليكن لدينا النظام الخطى 

)03( "ع6 غم ., (6/+46(2-<- يد 
ونريد دراسة استقرار الحلول (6*+*. ليكن (26 هو أى حل آخر ونعرف 
()5 بالعلاقة 

)4( (6 "ع -(6)ع - )5 
ويكون للشرط الايتدائى 

)50( (6 + -(6)ع - 56,0 
وأيضاً تحقق 5 للمعادلة المتجانسة المناظرة إلى (3) 

6( 5 4 دع 


ومن المقارنه (4): (5): (6) مع الشرط 
ع>!|(©» ع-60ع||ا + قع)||(,»"ع- ,مع )| 


نرى أن استقرار الحل (2*6 يكون مكافتا لاستقرار الحل الصفرى (البديهى) 
للنظام (6). ويسمى (5)0 باضطراب الحل (6* . 

وحيث أن التكوين الجديد للمسألة لا يعتمد على حل للنظام (3) فإنه يمكن أن 
تصوع النظرية التلية. 

نظرية (”): جميع حلول النظام الخطى (3) لها نفس خاصية الاستقرار التى 
للحل الصفرى (أو أى حل أخر) للمعادلة المتجانسة (6). 
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مثال :)١(‏ جميع حلول النظام (6 + ,+« - , ,يبرح ,ا تكون مستقرة 
ولكن ليست مسدفكرة تقاربياء وتصبح المعادلة )03 *0- > ات 8 
ويكون الحل الصفرى (نقطة الاتزان) مركزا وله الخواص المعروقة. 


مثال :)١1(‏ جميع حلول النظام (6 + ,ع«ده- ,»غ- - ,*.,ع - ,ا مستقرة 
تقاربيا وتكون المعادلة (5) على الصورة 


وم - ري “هه- ح يوري - ب 
ويكو الحل الصفرى طيقا لنقطة السكون 0- ,5ّ- ,م وهى عقدة مستقرة (أو 
لولبية) مستقرة تقاربيا. 
نظرية (4): إذا كان 
(3) 4 مصفوفة ثابتة وقيمها الذاتية لها اجزاء حقيقة سالبة 
(ف) )© مصفوفة متصلة لكل ,؛< + وأن التكامل 

امم [ 


محدود على ,#< + فإن جميع حلول النظام ((6 0+ 4)- م تكون مسنقرة 


تقاربيا. 
البرهان: نكتب النظام على الصورة 

0( ع(» 4+0 -< 2 
وإذا كان (6 حلا فإن (6)+06(2© دالة فى + فيكون لدينا حل المعادلة غير 
المتجانسة على الصورة 

)08 5 ى)عي(ى) ©(,6) “108+ - )هه ] + رعي(ى6) '-40( )5 - )ع 


حيث © هى المصفوفة الاساسية للنظام 4 - 2 ء م-(60* وعلى ذلك 
يكون لديتا 


خم 


+|امعدا|ا |ادم»' || ©)6١(||‏ إكعز| رمع || 
45||(١ى)ع‏ || لادى)ه|| الم + ء- )»|| ,"© ]+ 


1 


(9) 


وحيث أن 4 لها قيمة ذاتية ذات أجزاء حقيقية سالبة فإنه يوجد ثابتان © 14 
بحيث أن 


4210 , “عق | ( )2 || 


وبوضع 8ح||(,6' ]1 نجد أن 


(10) ' عدر 380 ||(رى) ©|)( "+||(ى)|!) [+اامعااةئة> “؟ ١|‏ ي|| 


بإستخدام متبايتة جرونويل نجد أن 
5539 أ مدع إجده المع اام مة > ”|| (6ع | 
أى 
)011 [مه-عدادمء] ا *> مما أمنت املا كز| () || 
وعلى ذلك يكون كل حل محدودا لكل ,#< + و بالتالى يكون مستقرا. وايضا 
كل حل يؤول إلى الصفر عندما -٠ج‏ + وعلى ذلك مستقر تقاربياً. 
نتيجة: إذا كانت (6© تحقق شروط النظرية و للنظام 4- م يكون تقريبا 
خطيا فان جميع حلول للنظام (0)06+ 4) - م تكون محدودة وبالتالى مستقرة. 
يمكن دراسة إستقرار المعادلة التفاضلية من للرتبة # فاذا استيدلنا بالمعادلة 
(6© كرح عع م عم بلع 
بالنظام المكافىء 


(12) (4 و 4 تت ا و6 2 ووو 2 ون 
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وتكون فئة القيم الابتدائية ((60 , ..(2,40(,20) للمناظرة للقيم الابتدائية 
للمعادلة المعطاه 


((60” خزع..(1(6) ,60 ع 
وبالتالى لمناقشة استقرار حلول المعادلات بدلالة تعريف للنظام نستخدم التمثيل 
(12). ويمكن إثبات أن النظام الذى حصلنا عليه بتحويل المتغيرات يضمن 
مثال ("): اثبت أن عندما 0<هء 0< 3 تكون جميع حلول المعادلة 

0- ع(2وم» * مع + 5) + نين + عر 
مستقرة تقاربيا لجميع ,/< +»: لأى ,2. 
الحل: يكون النظام المكاقىء بوضصع ع را هو 


لاله سسا (نا[م )"زم 


0 0 ) 1[ 0 
-() ), ح- للى 
0 وم * ممه هه هيه 


وتكون القيم الذاتية للمصفوفة 4 سالبة إذا كان 2<0: 0< 5 وأيضا 
د > له عدهة| * > || 1646| [ 


ونرى أن جميع شروط النظرية مستوفاة وجميع حلول النظام (المعادلة) تكون 
مستقرة تقاربيا. 
مثال (4): لثبت أن جميع حلول المعادلة 

(6 عد عرز( رجملم)ع+ وبع 


تكون مسنقرة إذا كان 0< ©6. 


الحل: يوضع رح تا تؤول المعادلة إلى النظام 


زدوعا*لجازه عتمم“( )-(0) 

5- + 4 

60 رازه “د جلع) زازه م) (نر 

جميع حلول للنظام لها خاصية الاستقرار كحل صفرى (او أى حل آخر) للنظام 
المتجاذ المناها إلى 

5 )4 +0 5 


0 0 وت 1 9)دم 
60 *(2عبمم) << [0 ها)| ‏ 


وتكون حلول النظام 4م -غ محدودة عندما 0< (الحل الصفرى يكون 
مركز فى مستوى الطور). أيضآ 





- [اءك م16 ] 


وعلى ذلك من النتيجة السابقة جميع حلول النظام 015+ م َع محدودة 
وبالتالى اي ع 0 يمكن ان تعتمد على (42)ل 
قد يكون لها حدود غير محدودة ولكنها حلول مستقرة). 

ملحوظة: فى باب سابق. 0 معرفة إستقرار المعادلات والنظم التفاضلية 
لاحق. 


امه 


تمارين 


-١‏ حل النظام (2بر+ كعجو ,(2*3ر+2ج)ر- ديع 
واثبت أن الحل الصفرى يكون مستقر؟ا والحلول الأخرى تكون غير مستقرة. 
[ استخدم التعويض -- .,(0+ )005+ دعر (+6+)صنوم - بر ] 


واستنتج أن ١‏ 0- , 0-خم واثبت أنه فى هذه الاحداثيات تكون حلول 
للنظام مستقرة. 
؟- لدرس استقرار حلو للنظام للتالى 


0ح ع+ تر” مج يع (11) 1 “و ا*( الي 0 )0( 


- اثبت أن كل حل للنظام 


5 - المعادلة 
001 >- 3 يرع + ينين + ير 
يكون لها حل تحت توافى (©72023عقططتاد) 
اموت "لابه -21 
عندما [ #تو مه أه- ةم لثبت أن هذا الحل مستقر. 


,2ت د 


1- ادرس استقرار النظام الخطى 


“6+ و2 - رعد* 6+ ,22 ح رئ (6 67+ وعر- رو ير4 + إعرة +ع ريد (2 
1+ وج + يرع م+ رح رع + و عر عر + ,عر دوعر 
“6+ و4 - ,رع - ,ع( * 6+ 4) ح وند 1+ ,4 - , عه - بعر + - وير 


-١/‏ ادرس استقرار الحل الصفرى للنظام 


ا ا ا 0 000 
0 + خ[(| | ع+1)/(| دإجا- ع +ل)] جب (ت) 


4- اثبت أن الحل الصفرى للمعادلة 


8 - اثيت أن إذا كان 0ع 2 2 >1 قإن النظام 

ي 2( 21+ )2 ومع - اصن +2) - “ 76 د رند ى ا رعغة- جح ريع 
ليس مستقرا فى (0,5] ولكن يكون مستقرا تقاربيا إذا كان 0- 22,2 >1 
-٠‏ للمعادلة التفاضلية (-1).»- '#اء اثيت أن 
(أ) الحل الصفرى 0-(©): غير مستقر (ب) للحل 1-: مستقر تقاربيا 
-١‏ ادرس استقرار الحلول 0- يدء 1 ,: للمعادلة (42-1)زع 'ي 
واثبت أن حلها الصفرى 2-20 يكون مستقر تقاربيا 
-١‏ ادرس استقرار النقاط الحرجة للنظام ,+ ,0 - يم.يرع+ ,32ج 
-١7‏ استخدم تعريف الاستقرار لدراسة استقرار النظم التالية 


امت 


1-- (1,0)0- لاقت 3 1-(0) عاك ب 0 


46 الأه .... 
1 - (0) ,2 2 , 0 (0) ,2 حت سرون )11 


45 - اعتبر النظام 2-0 , باج تبر 

)0( أثيت أن للمسارات خطوط نف مستقيمة وأن نقطة الأصل غير مستقر 
65- اعتبر للنظام (:ر+1)+-3 , (++1):,ر-- تر. | لثبت 0 
مستقرة ولكن ليست مستقرة نقاربياً. 
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الباب السابع عشر 
طريقة ليبانوف 


0 18221111075 
١-١7‏ مقدمة: سنتعرض فى هذا الباب لدراسة طريقة ليبانوف للمعادلات 
التفاضلية الذاتية وغير الذاتية وغير الخطية وكذلك إمكانية إيجادها. وتستخدم 
طريقة ليبانوف لدراسة استقرار حلول المعادلات التفاضلية 
7-7 الانظمة الذاتية: تعرضنا فى باب سابق لدراسة الاستقرار للنظم الخطية 
وغير الخطية يمقارنتها مع النظم الخطية. وفى أحيان كثيرة تفشل هذه الطريقة 
الروسى 18271207 أو (1.313210207) على .هذه العقبات. لتفترض أنه لديتا 
نظام معادلات تفاضلية التى ينتج من وصف نظم فيزيائية. إذا كانت النقطة 
الحرجة تناظر نقطة أقل طاقة (لدتامعه) للنظام وإذا كانت طاقة النظام 
ثابتة أو تتناقص فأنه يكون من المعقول أن نخمن بأن النقطة الحرجة تكون 
مستقرة. ومن الناحية الأخرى فإن النقطة الحرجة طبقا لاقصى طاقة جهد فإن 
النقطة تكون غير مستقرة. 
ليكن لدينا النظام الذاتى 
01( (9, 0ع-7 .ارح داع 


حيث نفترض ان نقطة الأصل نقطة حرجة. ليكن (17)2,2 دالة متغير 
حقيقى متصلة فى المستوى بهد مع مشتقات جزئية متصلة من الرتبة الآولى. 
ليكن 87 منطقة تحتوى نقطة الأصل وأن 0-(0,0) ا ء 2(<0,ع) 7 
لجميع («ر.,ع) الأخرى فى 85 2 فانه يقال أن (7,.ع)18 موجبة حتما 
(عأاتسقاعك 17زومم) فى 2. إذا كان 0-(0,0) 17ا»ء 12(>0,ع) 7 لجميع 
(«ررع) الأخرى فى 272 فانه يقال أن («ر,ع) 17 سالبة حتما ع24397هع568) 
(عانهقعق فى 2. إذا كان 0<(بر,ع) 7 (أو 0>(ر,ع) 7) فانه يقال أن 
(:ر,ع) 1 شبه موجبه حتما (أو شبه سالبة حتما) ‏ 5620102166 7205111176 
(عانسقأعلنصعه عانندعوعم) فى 2. إذا كان («ر,ع) 7 لاتحقق أى من هذه 
الشروط فانه يقال أنها غير محددة. 
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طش َ - 2 1 - 5 5 
مثال: (1) الدالة (#«ر+*2) 2 -(ر,») 0٠7‏ موجبة حتما لجميع قيم لا ,د 
حيث 2بر+ 2ع هى مربع المسافة من النقطة («ر,+) إلى نقطة الاصل. 
(ب) الدالة (* بر+*ع)- سالبة حتما. 
(ح) الدللة 2 - ( بر,ع) /1 شبه موجبه حتما لآن 0 -(0,0) 7 لأى قيمة للعدد 
الحقيقى 0 . 
(د) الدللة 2 ب ح (بررع) 7 شيه سالبة حتما. 
(ه) الدالة نم ع (ز,ع) 17 غير محددةء لأن 0< 2» - (ي,ه) لآ 
0> *- - (-به) 7 لجميع الاعدلد 0<© . 
عادة الطاقة للكلية للنظام تتناسب مع 7 ,3 فى الحالة التى تكون فيها النظرية 
التالية كه 
نظرية ): تكون الدالة 
* روج + رومع + ” ع - (ز,ع) 17 
(أ) موجبة حتما إذا وفقط إذا كان 2<0م-452 
(ب) شبه موجية حتما إذا وفقط إذا كان 0< 452-2472 
البرهان: إذا كان 0< 2- 45 وباكمال المربع نجد أن 
و ته ل 
2( بإ(م-- 6+ 0ج <) - 2 برط + بوم + عر 


إذا كان 0 بر فإن مدهرا -ك- من الافتراض وتكون (2ر,>) 17 موجبة 


0 


حتما. ومن للناحية الأخرى نفترض أن 36 وباختيار أى بر غير 


صفرية وكا نجد أن التعبير (2) يكون أقل من أو يساوى الصفر 
والذى يتعارض مع الافتراضء حيث ”17 موجبة حتما. وبالتالى 0< 42- 45 
وهذا يثبت الجزء (أ) من النظرية. وبالمثل يمكن اثبات الجزء (ب). 


كله 


ملحوظة: نلاحظ أن («ر.») 1 سالبة حتما إذا وفقط لإذا كان - (بز.ع) /إد 
موجبة جتما وعلى ذلك تكون النظرية السابقة صالحة فى حالة سالية حتما وشبه 
حدما. 
مثال :)١(‏ 
(أ) للدالة 2 :2+ برمر- 2 تكون موجبة حتما لأن ‏ 2-7<0»-452. 
(ب) الدالة 2ر4 بص3+4ع--(بر,ع) 17 شبه سصالبه حتماء لأن 
بر4 + بورهة- * ع -(ر,ع) 7ه ٠0‏ 452-42-0 ء. / - اكون شبه موجبة 
حتماً 
(ج) الدالة 2 بو4- 4+ عر غير محددة حيث لا لآ ولا /1- تنتمى إلى أى 
نوع من الانواع الأربعة. 

ليكن («.+) 7 دالة موجبة حتما متصلة وقابلة للاشتقاق فإننا نعرف 
اشتقاق /1 على مسار النظام (1) بالعلاقة 


01 37 , الاق , لآق 7 
)0( دع ددر كه ع - 0( 17 


عندما تتحقق هذه العلاقة والنظام (1) فإن (رز.+) 17 تسمى بدالة ليبانوف 
للنظام. وتؤكد أنه لكى تكون دالة ليبانوف للنظام (1) فإنه يجب ان تحقق 
بالعلاقة (3). ويجب أن توكد أن (بر,») 7 تكون دالة لييانوف للنظام (1) فقط 
عندما تكون (2ر.,ع) /1 معرفة بالنسية إلى (1) طيقا إلى (3). يوجد اختيارات 
ثيرة لدالة ليبانوفء ولكن أغلبها غير مقيد. 

والأهمية العظمى لتعريق مشتقة / على مسارات (1) يعطى بالنظرية التالية: 
نظرية (؟): ليكن («ر,) 7 دالة ليبانوف للنظام (1) فإن 

(1) إذا كان (رز.ع)18/7 شبه سالبة حتما فإن نقطة الأصل تكون مستقرة. 

(11) إذا كان (رز.,ع«)7 8 سالية حتما فإن نقطة الأصل تكون مستقرة تقاربياً. 
(دد1) إذا كان (<ز.ع»)» ا موجبة حتما فإن نقطة الأصل تكون غير مستقرة. 


 هملال‎ 


للبرهان: 


(3) ليكن 0<ع. يجب أن نثبت أنه / 
يوجد 85<0 بحيث أنه إذا كان 


2ءع(ورروج) وأن 8> 2 برج جل 


فإن للحل ((. .6 [.(ى<, 6 ح 


1 ! : 1 
#> ت[(مر,» بر]+ 1م » الي ْ ١‏ 
0 0/7 كر ماس رماس ١‏ 
لجميع قيم 0<+. نعرف | 


00 
ع) 7 صصر - م 


مح 2 برح ع 
وهذه للقيمة الأدنى تكون موجودة لأن (2ز,خ)/1) متصلة- على الدائرة 
2ع - 2 بر+ة ع وعلاوة على ذلك من اتصال 177 وأن 0-(0,0) 17 فإنه يوجد 
0< بحيث أن + >(2.ع) 77 طالما 8 > برج عله (كما فى الشكل). 
نفترض أنه يوجد عدد 0< بحيث 2ع-(,رر,* 26 بر+ز,ج, ”226 وبما أن 





0در, جم بابك يكون لدينا 


0< م .(ىزوح<*) 97> ((4.,7) 7 .(<, 6 2) 1 
وبالتالى 
«((0 37 4 7( عد ”4 2) 17> 71>( 7 روعت) 7ك (( 6,2 بإ ,(و عد ”6 ع) 17 
حيث أن 72 تكون أقل مايمكن على للدائرة 2-82 بر+2م وهذا التناقض يثيت 
(1)» حيث أنه يبين أن 2ع > 7(,م,» بر+ (,«,6 + لجميع قيم 0<غ+ . 
(3ة) من للمعطيات أن /آ تتناقص عند تزايد 4. وحيث أن 1 تكون موجبة 
لجميع قيم « ء بر وتتناقص على المسار فإنه يوجد 
0 - (( 64 نر( ») ع) لأصرنا 


ذا مه 


وعلينا اثبات أن 22-0 وحيث بالتالى (0 ,0) هى النقطة الوحيدة التى تكون 
عندها 0- ٠7‏ وبالضرورة يكون لدينا 


0-(6) رصنا - (6) عسنا 


نفترضص 2<0ء فإنه كما سبق يوجد 1<0 بحيث أن 3>(,<ا,..*) 7 طالما 
> 6 + اه الذى يعنى أن المسار ((© بر.(» +) لايدخل أبدا المنطقة الحلقية 
المعطاه “13> بر+ * . ليكن 0<ع كما فى (1) وليكن أيضاً 

17> آس هلو -م 
وحيث أن 1<0»ء “78 سالية حتماء يكون لدينا 0< ,م . وبالتالى حيث 
(«.ع»” 7نف > ,م يكون لدينا ,*->((6 6(,7خ) 17 لجميع قيم ‏ 4<0. 

كم - |[ > 45((ى) ,(ى) ح) 7 [ 

0 0 

أى 

7 >( اجو ) 02-17 6) ا( 6 ع) 17 
أى 

7 - 0 17و ) 17> ((2) ,( 6 ع) 17 
ولكن الطرف الأيمن من هذه المتياينة يصبح سالبا عندما هج + وهذا 
يتعارض مع كون لآ موجبة حتما إلا إذا كان 0- ,:. ولكن 0- ,7 إذا فقط 
وإذا كان 73-0 والتى تتحقق إذا وفقط إذا كان 2-0 وهذا يثبت (13) ويمكن 
إثبات (نذة) بنفس الطريقة. 
مثال (؟): ليكن لدينا النظام 


برع - برح بر, برع تع 


وأن دالة ليبانوف هى 2+2 2 - ٠7‏ وعلى ذلك 


4ه 


برو - زبرع- عب) برج بردت ”برك + سك - زر ع نا 


01 :0 
وهى شبه سالبة حتما وبالتالى تكون نقطة الأصل مستقرة. 
مثال (”): اعتير للنظام 


جرع تر , بومر + براح تر 


النقطة الحرجة هى نقطة الأصل. ليكن دالة ليبانوف هى (بر+ 2 د 17 


فإن 
3 وو 17 ص8 ع0 و 
0 >-(- ع) +( + رارع كن دح («روع) 7 
0 ع0 
وحيث أن لآ موجبة حتما وان 0- 17 فإن دالة ليبانوف تكون موجودة 
وبالتالى تكون نقطة الأصل مستقرة. 


ملحوظة: نلاحظ أن نظرية (؟) لاتعطينا أحسن نتيجة ممكنة لأننا نعرف أن 
نقطة الأصل لهذا للنظام مستقرة تقاربيا. 

أن قوة الاستعادة (525101188) تتناسب مع بعد للكتلة عن نقطة الأصل. وعادة 
نفترض أن قوة الاستعادة دالة غير خطية (+) م- للمسافة من نقطة الأصل. 


وتكون معادلة الحركة هى 

)01( 0<( + جع 
ولتحليل هذه المعادلة نفترض أن 

22( 0ع ,0<(ع)يد ,2000-0 


أى أن *ء (2+)ثم لهما نفس الاشارة. تسمى المعادلتان (1)ء (2) بمعادلة 
الزنبرك غير الخطية. نكتب المعادلة (1) على الصورة 
)0 (0) دير ,براي 


ومن الواضح أن نقطة الأصل نقطة حرجة للنظام (3) وطاقة الحركة لهذا 
النظام تتناسب مع مربع السرعة («-* بينما طاقة الوضع عند النقطة عر 
تعطى بالعلاقة 


4ع / | - 20م 
0 
وتكون الطقة الكلية للنظام هى 


0 


وخجرع) 8 - ررح 7 





وحيث أن +دء (2)ثم لهما نفس الاشارةء 0<مء (,خ+)7 تكون موجبه 
حتما. وعلاوة على ذلك (ر,ع”/ 787 تكون سالبه حتما لأن 


00>«( ع) #) برج بو(ع) رج “بور +“( ع) 7 - زر ع) 17 


ويتطبيق نظرية (؟) تكون نقطة الأصل مستقر ة. وفى هذه الحالة كما فى الحالة 
الخطية 0- عر+”عر بع 0 د م 


مثال (5): اعنير النظام 
)1( لك بإ عبر ,بزسته د موس ع ”بر 
الحل: نلاخظ أن نقطة الأصل نقطة حرجة (سكون). نعرف داللة ليبانوقف 
كالتالى (2بر+ 2م ش- ررم ١‏ 
فإن 
نر 1 #3 1 
ع0 بر +[ لهاع عرسا عرد »دع (2,2) 7 


4 4 
2 2 ا 1ك 
و 2-2 2 بو لس مراك 
3 3 


وحيث أن |3 عاك | رمه ةع وبالتالى 0< دمو ةع وعلى ذلك 
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4 4 4 4 
.0 .اه و غ1 د و8 8 
سب 2 يوت ساك ( برقو ” ع 2 ي) سب ة بر د( بر بيع 17 


ومن ذلك نرى أن 7“ سالبة حتما وتكون نقطة الأصل مسدقرة تقاربيا. 
3 ير ة بو ح نر , 2 جر + يو ع + ة برور ماع 


ليكن 2برم+ بج + 2ه لا 42< 45 ومن نظرية (1) تكون الآ موجبة 
حتما وأن 


(3ج - : بر) مج + (3 عر + بوة ير + ة بومر) ج22 - ” 17 
(3 جد - > بر) بو + 20 عر بوث عر * بور) برم+ 

إذا أخذنا 0-م46ء» 5-1 قإن 

(* برج *ج + ة بره )2 ع عرة بر2 - 4 بر2 + 4 2 + بوث 2 + 2 بو 2 > * 17 
وهى موجبة حتما ومن نظرية (2) تكون نقطة الأصل غير مستقرة. 
7-” الأنظمة غير الذاتية: 2ناء]5لا5 31160101020115 7101 
النظريات المنصوص عليها للنظم الذاتية يمكن امتدادها للنظم غير الذاتية. وفى 
هذه للحالة يمكن أن تكون 77 دالة فى عن +. 
تعريف: يمكن تعريف دالة ليبانوف (/,+) 17 كما يلى 
(أ) تكون دالة ليبانوف 2 ,7702 موجبة حتما إذا كان 


(1) لجميع قيم + ٠‏ 0<م# و 0<ع) 797< (#,ع) 1/7 حيث (ج) 717 دالة 
مطردة للتزايد فى عا ء 0-(7/)0 


(011) 0-(غ,0) 87 

(31ة) (غ.») 17 تكون متصلة ولها مشتقات جزئية من الرتبة الأولى متصلة. 
(ب) تكون (2,*) 17 سالبة حتما إذا كان /1آ- موجبة حتما 

(ج) تكون (2.4) 1٠7‏ شبه موجبة حتما إذا كان 


شر - 5 


(7) 0<(غ.ع) ما لجميع قيمى 0<غ. 
(10) 0-(غ,0) لا . 
(113) (4.ع) 1 دالة متصلة ولها مشتقات جزئية متصلة. 
مثال :)١(‏ الدالة الموجية حتما هى الدالة (2++2()1ع+ء) - (مررعى,ع) 7 
فى هذه الحالة نختار 177 على الصورة (7:«+2») -(+) 1# ومنها ترى تحقق 
الشروط (1) » (11)» (311). 
مثال (>): الدالة * 206+ ع ع ,رع ع) 7 
هى الدالة الوحيدة شبه موجية حتما لآن 0ج ثلا عندما -هج + لقيم ,ده رع 
المحدودة. 

واشتقاق لا يعطى بالعلاقة. 


)06 ا 


ملحوظة: تتحقق النظريات »)١(‏ (؟)» (") فى البند ؟ لكل من النظم الذاتية 
وغير الذاتية. ونلاحظ أنه فى (11) من النظرية يتطلب أن 7 يجب ان تكون 
سالية حتما وهذا يعنى أن 1#7)2(<0< 7 كما فى الشرط (). الشرط 
00> 7 غير كاف كما فى للمثال التالى 

مثال (7): ادرس استقرار للنظام التالى مستخدما دالة لبيانوف المعتمدة على 4. 
(1-أم) 0 يخ ,0< (0) 


(١حب)‏ وخا ح رغ وزع »ه - رغد (001) 


حل النظام -١(‏ 0( يكون 


مر > وخ .00 وح 30 


حيث ,,ءاء ,رء ثابتان. ونلاحظ أن الحل مستقر وليس مستقر تقاربيا. 


2349# 2 


وكذلك يكون حل النظام -١(‏ ب) هو 


3ه 8 3ه 0 
6و - يج به 6 ل ركد 


حيث ورد و هى القيم الابتدائية للحلين دء ولاء هذان الحلان مستقران 
نختار دالة ليبانوف المعرفة بالمعادلة 


)2( ((+1-4)+20)1 عر + مع) - 7 
وبالاشتقاق نحصل على 

)03( (2 ع + 2 )2 (1+2)-[1+2(7) +1]( رع + رن ع2 - 7 
وبإستخدام النظام المعطى ١(‏ -أ) نجد أن 

)4( (2ع + 2 ع)2(++1) ع يق 


من المعادلة  )4(‏ نستتنتج أن لآ ليست سالية حتمآا لأن 

0 ج(2+ + 2ع)2(++1) عندما -هج+ + وبالتالى الشرط (<) 17< 7 غير 

ولكن من المعادلتين ١(‏ - ب)ء (3) ينتج أن 

+[-(1+2) +2)22]1 عر + (2 (++1) +[ (1+2)+2)2+21 عع هك 
2ع + ةع < (* (++1) 

ومن ذلك نستنتج أن 177 سالية حتما وعليه يكون الحل مستقر تقاربيا. 

5-7 طرق إيجاد دالة ليبانوف: 

لاتوجد طريقة عامة لإيجاد دالة ليبانوف وإختبارها يتوقف على الخيرة 

والتجربة ولكن توجد عدة طرق منها 

أ) طريقة الميل المتغير: 500اع22 أدء تكدمع 17112616 

تعرف أنه لإثبات أن الحل مستقر تقاربيا فإننا نتطلب أن تكون 1 موجبة 

حتما وأن 7 سالبة حتما. ليكن 177 2ع (ميل 1) على الصورة 


03) 


5ه 


81 ىلا0 1 عر 


)1( د5 3 بدا ...+ بن روا +1 ر ارول كت اله 
58 3 بير 00 أ 1ج عنجرر 0 + و عدر ,)0 
حيث .» دوال فى ,+ وتختار بحيث تكون ”17 فى المعادلة 
2( . 37 سبع - ]. ٠‏ - -- 


سالبة حتما وتمثل المعادلة (2) معدل تغير 177 على مسار الحل حيث 
(7وع)ع دلي ع 9 (<:.ع) رح ,2 
ويمكن اختزال الحسابات بملاحظة ان 0- /ا#مبع #مم أى أن 


_ ر98_ ,ع9 
)03( ْ 0- 3 
وبتكامل المعادلة (1) نحصل على 
4( تفرع | ++ وعفرع ] + رعرع ]| - زا 
وتتضح الطريقة من المثال التالى: 
مثال :)١(‏ استخدم طريقة الميل المتغير للحصول على دالة ليبانوف للنظام 
)05 2 ارجح ون ع3 جد ديع 


واستخدم (2): (1): (5) نجد أن 
)ع2 - ”)0ب عتيي/0 + عتر]©) +( د -- أو )0ج عنيب0 + عر ,00) 17 
[( - ي)0) عد ,20 - 30 ]أي عر عد + .( ]0 -- 0 ) "ر جرس حت 
)6( ( ج20 + يب301) 2 عر 
ولتأكيد أن تكون /1 سالية حتما نختار .ره بحيث أن معامل ,جرع تكون 
صفرا. والاختيار للوحيد الممكن لهذا هو: 
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00( 0ح عل + 300- ١‏ , 20 ريا0 > وريه 
بالتعويض فى (6) نجد أن 
)5( م20 "إعرييه 3 - 7 


وتكون 17 سالبة حتما إذا كان ,ره موجبا وعلى ذلك من (1): (7) تستنتج 


أن 
الس اما 


ونلاحظ أن المعادلة (2) قد تحققت أى أن 


م :9851_9268 
|0 بيع0 
إذا كانت ,ره نايتا. 
وتعطى الدالة 7 من (4): أى 
| يفيه | + عم | إمه- 7 
0 3 
8 حم + )ير - 


ومن هذا نجد أن 7 موجبة حتما و 18 سالبه حتما ومنها نرى أن نقطة 
الأصل مستقرة تقارييا. 
(ب) طريقة زوبوف: 1300اع72 2050775 
فى هذه الطريقة نفترض وجود دالة (49)2 بحيث أن 

)9 (ع)4-  -‏ 7 دبع - 17 
وبتكامل (9) نحصل هلى ل/ا. والمعادلة (9) وهى معادلة تفاضلية جزئية من 
الصعب حلها. ونحتاج لتخمين (0)2 وهى أصعب من تخمين 7/7 والمثال التالى 
يوضح الطريقة. - 
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مثال: أوجد دالة ليبانوف للنظام 
ع2 رع ا .ى 22+23 ريع 
الحل: نختار + على الصورة 
(2++ 24)»2- - ( )ةن 
وهى دالة سالبه حتما » وعلى ذلك تصبح المعادلة (9) 
017 لآق 


(10)( (2+2+)24- - ست ,عر - 24 + 2-) 
01 03 

ويمكن حل المعادلة (©) بطريقة المميزات (ج35ا5و3معاء2مقطء) وتكون 

المعادلة المميزة هى 

(11) ا م اليد 


ومنها نحصل على 
0 > ر حك( 2 2 - , ع23) + , حار عر 
ويكون عامل المكاملة (2+/1) ويكون الحل 
012 (2 - ح) عع رعر 
حيث © ثابت 
ومن (11)ء (12) ينتج أن 


444 
24 + 3 دمة4 - وعر* 24 + , 247 000 


2 
بالتكامل نجد أن 
5 + ؤجرمة - إبرةع6 + 127 - 17 
7ج + ,ع2) + 2 ج12 + 2 22 - 


2 69:97 


وهذه الدالة موجبة حتماء 1 سالية حتصا وعليه فإن نقطة الاصل مستقرة 
تقارييا": 


(ج) طريقة كراسوفسكى: 72215200 5 نك[1]4250115 

ليكن لدينا النظام 

)013 20-0 ., جاح عي 
#0رع)يٌ فى جوار 0+ ع. تسمى المصقوفة الحقيقية المتمائلة 2< , 


8 بأنها موجبة حتما إذا كانت فقط الصورة التربيعية 8'ع موجبة حتما 
وتسمى سالبة حتما إذا كان 8 - موجية حتما أى أن 0< ,88 *(1-)ء 


...1,2 ح آرء 
نختار 17 بحيث أن 

(14) عاد ع '- 7 
وهى موجبة حتما وبالاشتقاق نجد أن 

(15) ع تربع “د 7 
وياستخدام قاعدة السلسلة يمكن ان نتكتب 

(16) #4نهمع) - ل 
ويأخذ مدور (056م2885) الطرفين نجد أن 

17( اللفمع) ]1< 1 


ع كلة "ع - عا( ر فصع ) + "'( ]تمع )] ”ع - 17 
ويك آن. أن :هو اللجاكوين ع ٠»‏ فيكون لدينا 
30+ “ل اعد عل "ع ي 1[ *ع- 7 
عا 34) * و - 


 248- 


إذا كانت محددات (84) سالبة حتما فيكون 7 سالبة حتما وتكون نقطة الاتزان 
مستقرة تقاربيا. وعلاوة على ذلك إذا كان هج (+) 17 عندما + إعا| فإن 
نقطة الاتزان تكون مستقرة تقاربيا شموليا. 
وهذا يقودنا إلى النظرية التالية. 
نظرية :)١(‏ إذا كانت /1 موجبه حتما »ع هج ما عندما ٠ه‏ عل وكان 
17 ساله حتما فى المنطقة 7 ء فإن 0-+ يكون مستقرا تقاربيا شموليا. 
مثال :)١(‏ استخدم طريقة كراسوفسكى لتحديد نوع استقرار الحل الصقرى 
للنظا 

م 


3 5 5 1 3 - ع اك ٠.‏ 


الحل: لدينا 


وواضح أن كل محيددات للمحدد 384 سالبة فإن 
1 الة * ر- 7 

وحيث. أن 384 سالبة حتما فتكون الحل للصفرى للنظام مستقرا تقاربيا. 

(د ) مقارنة بين طريقتى زوبوف وكراسوقسكى: 

مثال: ناقش استقرار النظام 


9ه 


58 4 5 
و #- ح رع الى و22 + 22ح 8 


للحل: فى هذه الحالة نستخدم اولا طريقة كراسوفسكى فيكون 


27 + ,ع2- 
0 | ع غدل - |-ء 


ويكون لدينا من المعادلات (14).: (185) 
2 + 24 + ,+2 ) - م *عم- 7 


وبالتالى فإن /1 موجبة حتما. وباشتقاق .م/م تحصل على 


2 0 2] 21 28 
ات 1 و81 5 إن كرورد نهد 
2 2ج8| [1- عة8| [1- 0 
العنصر الأول فى 84 هو 4-. 4 يكون سالب حتما إذا كان | 34| موجبا أى أن 


0< 8-645 
وتتحقق هذه المتباينة إذا كان 8+5>1 أى بالقرب من نقطة الأصل. . 
زويوف. وتكون 7 سالبة حتما لجميع قيم د وتكون نقطة الاصل مستقرة 
تقاربيا شموليا. وفى هذا المثال أمكننا استنتاج منطقة محددة للاستقرار التقاربى 
>“لاعاا- وبالتالى طريقة كراسوفسكى أسهل فى تطبيقها ولكن تعطى نتائج 
أضعف. 


ملحوظة: من المغروف من معيار سلفستر (53/1765662) أن المصفوفة 
الحقيقية 8»ء «عام» (6)- 8 تكون موجبة حتما إذا وفقط إذا كان 


زرط ١‏ ن 
0<إرية ... ررطاعل ع ر8 أعل 
لايم و 
حيث #بر.,1,2- ارء ,8غعل محيدد رئيسى للمصفوقة . 


5 0 


)١(‏ اثبت أن حل النظام 


يكون مستقرا تقاربيا ( تنويه: خذ . * ,7+5 مح /1). 
(؟) اعتبر النظام 
اميه + ك4 > "17 ى الإي,4 + ع4 ع ير 
وأفترض أن الحل الصفرى مستقر تقاربيا (أى الأجزاء الحقيقية لجذرى المعادلة 
المميزة سالبة. ليكن ((26(.726*) » ( (2,4(.2,6 ) حلين للنظام ويحققان 
الشروط التالية 
(1,0) > ((2)0(,720)0>) . (1,0) > ((0(,2,)0)+) 
وعرف دالة ليبانوف بالتالى ظ 
6([44), 1( +6 يعر6رع] [ صد+ عه[رع) + رمع |2 ززع 7 
0 0 


1( 2 برج )2م ]2 برج 
0 


اثبت أن: (1أ) 17 تكون موجبة حتما / 
(ب) “7 تكون سالبة حتما حول مسار النظام المعطى 


(') استخدم نتائج التمرين 2 لايجاد دالة ليبانوف التى يمكن استخدامها 
لاثيات الاستقرار التقاربى للنظم للتالية. 


و2 - يرع ير .,ى بر ع4 - 2ج (1) 
2+ 42ح نر , 7ر3- <5- 7ع (01 
(4) بين نوع داللة لييانوف فيما يلى 


1 1[ دي هه : 
ول نس و رتاس اوعد + و عدت 7غ )0 


علو 42 - ب عزو ع4 + ر عن ع2 س ث2 جرح عر رع /1 (11) 
عل 226 حر عل ع4 سه شي مرج عر ل عر م1 (نقة) 
(6) ناقش استقرار النظام 
( 2 2+ ع ) > رع ح راد ,(2 2+ رجام ح رع 
ون ع + و عرطف ح وأ 
حيث و م» 85 ثوليت مستخدما لحدى الدالتين 
[202- رج + وعم + نم2 - 7 (11) ,(2ع+ش2ع)م +ع - از (0) 
(1) باختيار دالة ليبانوف المناسبة ادرس استقرار نقاط الاتزان 
3ع - رعرع ح وى 222 - ,+ - رع (1) 
0- ع عرهزو رج (قذ) 
(1) استخدم طريقة الميل المتغير للحصول على دالة ليبانوف للاتظمة التالية 
(6-,ع )يع - و* ,(00- رع)رع - رع (0) 
حيث ©»ء 6 ثوايت 


(ي + 7+«)- ح رونت ,رجح رن« (01) 


(4) فى كل نظامء كون دالة لييانوف على الصورة * بره+*-4- 17 حيث 
4 8 ثوابت لتحديد ما إذا كانت النقطة للحرجة (0 ,0) لكل نظام مستقرة 
تقاربيا أو على الأقل مستقرة. 


و2 + بص ح أوا, 7 ير + 2 ع2 + بح تير )0( 
3 بر بوة جر بو براح نوا, 2 بور ةير بورج عر ع تر (3ة) 
2 ير بر جرح نوا,. *عر- بر اعرد م (نت) 
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ركه و2-- نو , *بج2 ب ثيح ج35 بح عر (17) 
(9) اختار دالة ليبانوف المناسبة لاثبات أن النقطة الحرجة (0 ,0) للنظام 
عد > ,22 - ع4 ع رودا ,2+ رجرو+ ,22 ح ,نر 
تكون مستقرة تقارييا فى جوار نقطة الأصل 
(تنويه: استخدم 5 + ع4 - 7 ) 
)٠١(‏ اختار دالة ليبانوف المناسبة لاثيات أن الحل الصفرى للنظام 
(1- عرط+ 2 جم)(* + »)ع + رع - رن 
(1- ج عرظ+ م جم)(2 ع + :2 ع)رع + عر د رن 
حيث 4. 5 ثوايت موجبة يكون مستقر تقاربيا فى المنطقة 1> 2+8+2عه 
)١١(‏ اختبر استقرار نقطة الاتزان (0 ,0 ,0) للنظام 
2 عر - عر عر ,عر ,عر 
22 + يعم جر- و2 - ,22 + ,جرح رع 
وم 2 + و2 282 - وجح رع 
(تنويه: استخدم 2ع 2ج + نمع 17) 
)١١(‏ كون دالة ليبانوف للنظام 2 «4- ”7 حيث 


0م 1 0 0م 1 0 ْ 
1 0 4-0 (1) . |1 0 4-0 (1) 
6ه 4 6 7- 14- 8 


080( فى المسائل التالية أوجد دالة لييانوف على الصورة. *بزه+*جلمع 7 
ب3- +2 ع “رو ,:2- +32- - عر (1) 


له عدج بو4- ,ع 2 بر , 2-.22 7ع (011) 
د" .5 


2- :2- - “بر ,2 + 2- ح ير (111) 
عد - بو(2 + م ع)- حاير ,برع اع (17) 

)١4(‏ فى المسائل التالية إستخدم دالة ليبانوف لدراسة استقرار نقطة الأصل 
2ب + 17-32 ,*بر3-,32- حبر ,بر2 -7ع (0) 
2 ير + خ ير4 - 387 ,3 بر بوث ير ع4 د نر ,برد اع (11) 
2 بر + ع - 37 ,2 - ,ع ح ير ,ب6 + ,ع - 2 (111) 
* ير + *ير نع ,7 بر يو عر ع ةير ,برع اع (17) 

)١15(‏ للمعادلة 0- بر+“بر+”ر يمكن كتايتها على الصورة 

ولا > ولا > ولا ,ولا ولا 


فإذا اعطينا #بر+ ربزبر+8يهقم- 17 ماهى الشروط على 4 لكى تكون آ 
موجبة حتما ؟», 7 تكون ساليبة حدما. 

)14( للنظام ع - 2-2 ربح 2ع. اوجد دالة لييانوف على الصسورة 
* رم + د25 + عم - 1 بحيث أن 1/7 تكون سالبة حتما. 


الخا ٠.‏ حي 
التفرع 

121110 
١-4‏ مقدمة: يفترض غالباء أن أى تغير بسيط فى المدخلات تؤدى إلى تغيير 
بسيط فى المخرجات. أى أن المخرجات دالة متصلة فى للمدخلاتء وهذا ليس 
دائم صحيحاً. نعتير عملية التسخين فى غلاية للماءء فإنه بالقرب من نقطة 
الغليان» أى زيادة بسيطة فى درجة الحرارة توّدى إلى تغير الحالة من سائله إلى 
بخارء وهذا تغير كيفى. ونظرية التفرع هى دراسة النقطة التى عندها يتغير 
السلوك للكيفى للنظام. وهذه الظاهرة موجودة فى النظم الحيوية والدوائر 
الكهربية وللتى تصاغ فى صورة معادلات تفاضلية. 
وعادة تحتوى المعادلات الديناميكية بارامترات أو ثوابت بجانب للمتغيرات 


الديناميكية ومثال ذلك 
( 1 ) معدل التمو للفرد 100 2» فى معادلة كثافة السكان 
(12600ناممم) 

1( ء' © - ند 


(ب) التردد الطبيعى » ,*هء وثايت الاخماد 2 في المتذبدب التواققى 
0 - عر سب غ28 ج' عر 
0 د مرج :(1- 2 ع)ير + غ 
حيثت © ,دا © مر بارامئرات. 
7 التفرع 
بتغير البارامتر (أو بارامترات). فمثلا المعادلة (1) لها حل جاذب عند 0 - + 
إذا كان 0 > © ء وطارد إذا كان 0 < ©. وبزيادة 041 من سالب إلى موجب 
ومرورها بنقطة الأصل فإن الحل يتغير كدللة تناقصية إلى دالة تزادية قى /. 
5.6 


وقى هذه الحالة يقال أن للمعادلة التفاضلية لها نقطة تفرع عند 0 <- ه. 
وبالمئل النظام 

2( يخ ح ري الى اخلؤح ع 
حيث علر يحدث لها تفرع عندما 0-/]. وهنا يحدث تغير كيفى فى شكل 
الطور (701155236 012356) عندما تتغيرير من 0>بر إلى 0<هر وإلى 0< نرم 





ْ 04 - 
لك الح ا 
0< م 0< 00> 
عندما تكون 0>/ر يكون شكل الطور عقدة مستقرةء وعندما 0-هم. يكون 
شكل الطور لنقطة لتزان ليست بسيطة وعندما تكون 0</م يكون شكل الطور 
نقطة سرج كما فى الشكل 
مثال :)١(‏ اوجد انواع الاختلاف الكيقى فى شكل الطور للنظام ذا البارامتر 
للواحد 
)3( (22+22*)ي *- جردا + يدح يه , (22+ )> - رج خلرح رع 
عندما تزداد غم من صم للى . 
الحل: يمكن تبسيط النظام (3) باستخدام الاخداثيات القطبية إلى 
04( 0-1 , (ت2 يمدي 
إذا كانت 0> برء قفإان 0 ”7 عندما 0خ والا 00> + . وبالتالى لجميع 
قيم بر للسالبه يكون شكل الطور لولبيات جاذبة. عندما 0-/ر قإن ‏ م دم 
ويكون شكل الطور أيضا لولبيا جاذيً ويكون المسارات اللولبية ضعيفة (حيث 
فى للنظام الحظى المناظر تكون نقطة الاتزان مركز عندما 0-/ر). إذا كانت 


 ةعكس‎ 


0< تكون نقطة الاتزان غير مستقرة لأن 0< عندما يكون بأل > 0>7. 
والدالتان إل -مء +-© هى حلول النظام (4) وبالتالى تكون الدائرة 
در - + مسار مغلق. وعندما تكون يرل < م»ء 0> يكون المسار المغلق 
دائرة نهاية مستقرة والمسارات تدور لولبيا إلى هذه الداترة من الجهتين. 
وأنواع الاختلاف الكيفى لشكل الطور كما فى الشكل 





0< م 0 <ن 0م 


ع( )م )2( 
ومن ذلك نرى أن النظام (3) يحدث له تفرع عندما 0 هر. 
نلاخظ أن القيم الذاتية للنظام الخطى المناظر (13063512244098) للنظام (3) 
عند (0 ,0) هى :2#هر ونكون تخيلية صرفا (أو بحته) (1056م) عند نقطة 
التفرع 0-/رم. عند 0<ير توجد دورة نهاية (9616© 34دفا) التى تنمو 
تدريجيا فى الحجم بعيدا من نقطة الاتزان (النقطة الثابتة) بزيادة در. وهذا 
مثال لتفرع هوبف (611501521408 1م110) والأن سنعطى الشروط اللازمه 
لظهور دائرة النهاية بهذه الطريقة. 
5-1 تفرع هويف: (20002ع2تاخاط ام10) 
تنشأ رياضيا المسارات الدورية من ظاهرة تفرع هوبف. ويحدث هذا التفرع 
عندما تكون زوج القيم الذاتية المركبة يعبران المحور التخيلى عندما يتغير 
(يتحرك) البارامتر.مم. 


65٠7” ا‎ 


نظرية :)١(‏ (تفرع هوبف) 
ليكن لدينا النظام ذو للبارامتر 

)01( (لإءى تر »)> ود . (لماررعابرع) رح رع 
للذى له نقطة ثابتة (نقطة اتزان) عند نقطة الأصل لجميع القيم الحقيقية للبارامتر 
دم. نفترض أيضا أن القيم الذاتية للنظام الخطى المناظر للنظام (1) هى: 
()ب2» )3 وتكون تخيلية صرفه عندما مب -هر. إذا كان الجزء للحقيقى 


لقيم الذئتية ([() 600 -)[(:) ,26]0 تحقق الشرط 0< يب.[(180:00ي 
وتكون نقطة الأصل مستقرة تقاربيا عندما. ,دم هر فإن 

(أ) تكون مدر-هم. نقطة تفرع للنظام 

(ب) لبعض (,#,رلا) عهزء ملز> ,دم تكون نقطة الأصل بؤرة مستقرة 

(ج) لبعض (للا.,) عهمزء ملز< يدر تكون نقطة الأصل بوّرة غير مستقرة 
محاطة بدورة نهاية مستقرة يزداد حجمها بزيادة ب 


ويتميز تفرع هويف بتغير الاستقرار للنقطة الثابتة مصاحبة بتكوين دورة نهاية. 
وتعطى النظرية. السابقة شروط صريحة لحدوث مثل هذا التفرع عندما ملإداز. 


مثال :)١(‏ أثبت أن للنظام ذا للبارامتر 
*(2 + )2 - ,22 - ملو و 
1( 27+ 2 *)ي عد ير حل - ,22 ح رن 
يحدث له تفرع هويف عند نقطة الأصل عندما 0 مر 


الحل: نقطة الأصل هى للنقطة الحرجة لجميع قيم هر. ويكون النظام الخطى 
المناظر للنظام (1) هو 


2( رعلا + رعة - ير ورجة- جرح رع 


1.8 


والذى له الفيم الذاتية ‏ 27+هم (3,)4(.2.)4 وبالتالى عند 0<هر يكون 
2+ - 2270002200 وأيضا 1<0- ,]| 0 . وباستخدام 


النظرية السابقة يكون للنظام تفرع هوبف عند 0- بر. النظام (2) مع 0-هر 


له دالة ليبانوف 
)03( 2ع + عت (رررع) 7 
وكذلك 


<(2 + 2 )20 مرح 2 )2 حت (رعد,,ع) 77 


وعلى ذلك تكون نقطة الأصل مستقرة تقاربيا. وبالتالى من النظرية السابقة فإن 
النظام يتفرع ليعطى دائرة النهاية م مستقرة والتى تحيط بنقطة الأصل لفترة لقيم 
در الموجبة. 

إذا تعذر إيجاد دالة ليبانوف للتأكد من أن نقطة الأصل مستقرة تقاربيا 
عندما تكون قيمة درا عند نقطة التفرع مدر فإن للنظام الخطى المناظر لايمكن 
أن يحدد طبيعة النقطة الحرجة غير الخطية لأن النظام الخطى يكون دائما 
مركزا. ويكون الدليل م والذى يمكن به تحديد الاستقرار عند ميرح نرء ويكون 


حسابه كما يلى: 
(أ) نوجد النظام الخطى المناظر للنظام (1) وهو 4 - م عند نقطة الأصل 
عندما مل - لز. 
(ب) توجد المصفوفة غير للشاذة 84 بحيث أن 
0 | 
6 إمه|- 


حيث القيم الذاتية للمصفوفة 4 هى ,0 2. 

(ج) تحول النظام (ا,يعى,ع),/ء- ا » (للإريعءى*) ريع 
باستبدال المتغيرات ‏ 847 -< إلى (7,.72) 0.8172 .)رظح ولا 
(د) يحسب الدليل 7 كاتلتالى: 


5698 


+70 + ات 06 +(ي + و + + 6أوس| - 1 


(يد لي 1 لود ل1- جر للد 07+ 





)0,0( 3 ع 1 _-02 (0)0,0 ا #2 
إذا كان الدليل # سالبا فتكون نقطة الأصل مستقرة تقاربياً. 
مثال (؟): أثبت أن المعادلة 
)01 0 - 3+ م2 + تر زر ةع) ج ير 


لها نقطة تفرع عند 0-/إ وتكون تذبذبية لبعض قيم 0< مر. 
الحل: يمكن كتابة (1) على الصورة 

2( عد ,26 حي (ه| - 7 2 جح ورا ,رعرع تر 
والذى تكون نقطة الأصل نقطة حرجة. والقيم الذاتية للنظام الخطى هى 
2- تدأ +س] -2ء وعند 4-0 تكون تخيلية صرفه (بحته) وأن 
010 0 | 52600 . والنظام الخطى المناظر للنظام (6) هو 


]1 1)_|0 ىع 
9 1 ا 8 1 1 م 
ومنه نرى أن مصفوفة المعاملات ليست فى للصورة المطلوية لحساب الدليل /. 


ا م 0 
لمصفوفة | | )- 16 لها الخاصية 


كما هو مطلوب فى (2). باستبدال المتغيرات < 84 > ءاد تحول النظام (6) 
مع 0<ثر إلى 


)4( 4/2 - نر بو ,بوهيم ع ون ,2 - رن 
والأن يمكن حساب الدليل ويكون 20/2-. 


وبالتالى عندما تزداد هر خلال نقطة الأصل فالنظام يتفرع إلى داترة (دورة) 
نهاية مستقرة تحيط نقطة حرجة غير مستقرة عند نقطة الأصل. والنظام (6) 
فى مستوى الطور ممثلة المعادلة (5)» ووجود مسار مغلق يؤدى إلى أن (2) < 
تتذيذب لبعض 0 - بلم. 


مثال (7): (تفرع هويف) 
ادرس حلول للنظام 

)01 ا 2 

(2 - ,ع )رع + رع ح رأ 

حيث هر بارامتر. 
الحل: نكون نقطة الأصل نقطة إتزان وباستخدام الاحداثيات القطنية يؤول 
النظام (1) إلى 

2( 1--ث , (2ج- سمدم 
ويكون حل هذا النظام هو 

)3( بع+ هي ع0 , “و +1)/ ردخ 


حيث ,ع» ,ع نوابت 


من المعادلة (2) نستتتج أنه إذا كان 0>/مم فإن 2+0 عندما -ه. جم 
وتدور المسارات لولبيا فى اتجاه نقطة الاتزان. وإذا كان 1<0م فإن المسارات 
تدور لولبيا فى اتجاه الدائرة التى نصف قطرها +إ/.ء أى أن نقطة الاتزان غير 
مستقرة (7 لا تؤول إلى الصفر) ولكن |ي| لا يؤول إلى © ولكنه يؤول إلى 
الإ . وبالتالى تؤول الحلول غير المستقرة إلى الحل الدورى وتكون المسارات 
كما فى الشكل ( أ ) 


11١١ 


شكل (١أ)‏ 
وتكون نقطة التفرع 0-/| وأنه إذا شاركنا صاحبنا (]355012) الحل 
الدورى مع السعه 2» يكون شكل التفرغ كما فى الشكل (ب) وهذا هو تفرع 
هويفا 





شكل (ب) 


بينا فى هذين المثالين تركيبة: واختلاف ظاهرة التفرغ فى بعدين تكون اكثر 
يؤول إلى حل دورى. ويكون تفرغ هوبف مفيدا فى كثير من التطبيقات 
الوا 


وسنسرد نظرية عن ذلك. 
النظرية التالية تربط بين التفرع والحلول الدورية 
نظرية (7): ليكن لدينا النظام 
)5 (1.ي تر ) كرح ند ,اهار ع) رح بتر 
حيث (,دإ,0,0) نقطة إتزان. لتكن مصفوفة للجاكوبي 


1 ب 0 
7 
وريم 82 
000 1 02 
لها للقيمتان الذاتيان (ل)8:+(ه)ه حيث 20(و,د)8 ,0<(رمدنه ء 
0 غتيي| +0 001 
فإن فى جوار (مدر,0.,0) يوجد حل دورى غير صفرى. 
ونوضح هذه للنظرية بالمثال التالى. ْ 
)01 مط +1) 1 21 
43 
و حل 
ل لون 
ع 
له حل دورى 
الحل: لدينا 
2( 2 + الهم +101 461 
01 
اا نتم 
ا ير 


65١12 


حيث نقطة الاتزان (1.1/6). وبنقل نقطة الأصل إلى (4/4إ.!) مستخدمآ 
التحويل 

(0/لل)- رع رع , 1 ,عد رع 
وتصيح المعادلتان (2) على الصورة 


(4| + و عته) + وعد ج20 + وه + (1-[) ,عدت عر 


8 فى > © - ٠‏ __ 
( 22 + 1ل + - و ع3 لظ - , 0 - ر 1ل1- حت رع 


1[ 
ا 
والقيمتان الذاتيتان هما 


)3 إمد- *زر- معلل صر مجن | - قنخه 
وتكون للقيمتان للذاتيتان تخيليتين صرفا إذا كان 
)04( ©+1- ملزعديرا جد 0-0 


وتكون مصفوفة الجاكويى 


ومن (3) نستنتج أن 


ونجد أن كل شروط النظرية محققة وبذلك يكون فى جوار 
©+1علعخ ., ©/لاع در« . 21 ني 
يوجد حل دورى. 
نلاحظ أن نقطة التفرع مد( معطاه بالمعادلة (4). 
مثال (0): اثبت أن معادلة فان ديربول 
)1( ع( )ل + عد رار 


د 15 


لها حل دورى. 
الحل: نقطة الأتزان للنظام (1) هى (,در,0,0) ويكون الجاكوبى 


0 
22 
لإ 1[ 
وتكون للقيم الذاتية للجاكوبى ل هى 
)2( [4- تسل خس]ء - ذه 
وتكون القيم الذاتية تخيلية صرف إذا كان 


0ح ملا ع لم 
وتكون نقطة التفرع هى (0 ,0 ,0) ومن المعادلة (2) نجد أن 
8 
ا 4 
وجميع شروط نظرية (2) متحققة وان للنظام (1) له حل دورى كما بينا 
ذلك فى حل نفس المثال فى باب الحلول الدورية. 
2-1 تطبيقات 
مثال (5): (نظام كيميانى) 
نتعرض لدراسة نموذج ظاهرة التذبذب للنظم الكيميائية ليكن لدينا فئة التفاعلات 
ل ج قم 
)01( + لاج خ[ + تي 
31 جه 37+ 26 
مج ك2 


حيث نمهل التفاعلات العكسية والتركيز الايتدائى والنهائى لتركيز المنتجات 4> 
8 7, م تكون ثايتة. ومعادلات للحركة الكيمياية الناتجة هى 
)2( 3 جز - يزه - لا , 37خ + غ11 + 6)-4ه- خآ 


- 196 


حيث 4» 5 بارامتران موجبان. يوجد نقطة ثابتة وحيدة (حرجة) 5 عند 
(©/ 4,5») - والنظام الخطى للنظام (2) عند 2م يكون له مصفوفة المعاملات 


" 2-1 2ج 8-1 21273 
)0 2 35 2 
2- 8- 2 67- ةق 
رعءازه 
ومحدة هذه المصفوفة هى 642 وبالتالى يكون إستقرار 8 يحدد بأثر (20) 
وتكون النقطة الحرجة مستقرة ذا كان 1<5+:ن وغير مستقرة عند 
42+1>8. 


ولاستخدم نظرية تفرع هويف تستخدم الاحداثيات 
ش ش 2- ",ع ,22ح ري 
لنحصل على 
2 2 2 2 . 
1 +4 27+ رن عل 200 + ري ع« 6+ رع(1 - 5) > رد 
4 00 
ل 2 سس ل عرس سا بر عل 26406 - بي 4226 سر رط حت رن 
: 4 4 
والآأن نفسر (4) كنظام ذا برامتر 5 مع ثبات ©. الجزء الحقيقى للقيم الذاتية 
هى (2-1ه- و عندما 26+1(2)> 53> 6-1(2) وبالتالى 


4<0-|0-:ه- 2 
2 2 ا طل 


عند قيمة التفرع 2+1ه- مق. 
والان نناقش استقرار النظام (4) عتدما 2+1ه- ق. 


ييه [0 2ه _ 
المصفوفة . (- 84 تحفق 


0 هب 


19١5 


١ -‏ 0 - ب 6 6 
0 1 ن- 8 

والآن التحويل 7 84 -2 يحول (4) إلى 
)62( ا برثم+ وه رن رتم2 + 3 بهو( 2ه -1) + , ب - زا 
> 1 
ويمكن حساب الدليل بالعلاقة السابقة وحيث أن ,7 ,7 .,,7 فقط غير صفرية 
فإن :285-44 - 4 . ويلى ذلك أن النظام (2) يتفرع إلى دائرة نهاية جاذبة 


تحيط بالنقطة 2/ وبازدياد 6 من خلال للقيمة الحرجة 1+47. وكمثال لصورة 
الطور المناسبة معطاه بالشكل المبين. 





1 
5-4 التفرغ فى "8: 
والآن وقبل أن نسرد أمثلة أخرىء ندرس التفرع فى ”2.857 ليكن لدينا 
النظامء . 
م 


4 
)1( بجع كك 


حيث "عع 2 “رعلا وهما متجهات أعمدة ذات مركبات ,+*ء ,ير على 
الترتيب و 1.2.....4- 
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هدفنا هنا تعيين نقاط الاتزان واستقرارها عندما تتغير قيم 14م . إذا كان عند بعضص 
قيم هلاح ره) يوجدا تغير كيفى فى الحل فإن ,هر نكون هى نقاط التفرع. 
ونقول أن نقاط الاتزان قد حددت وذلك بحل للنظام 

)2( 0- لرمع) ع 
وفى بعض الأحيان قد يعبر عن ث/ كانحدار (22201680) لكمية قياسية وعلى 
ذلك يمكن كتابة للنظام (1) على الصورة (نظام إنحدارى) )غ5:203602) 
(ددع]5ا5 للتالية ٠‏ 


حل 
)3( (لإدع)9 فنارع- ح سيل 
 - 0 (4)‏ هتمع 
تنص العلاقة (4) على أن نقاط الاتزان طبقا لقيم 4 الثابتة (/5]2]10231) وأن 
حل النظام (4) يصف سطح فى الفضاء (دإوع). وإذا كان هذا السطح أملس 
إذا كان السطح ذا طيات (01464) فإن أى تغير صغير فى هم فى الطية 
(010؟) ينيح عنه قفزة (830نا) فى قيمة عر وأن هذا بالضبط هى نقطة التفرح. 
والآن نعتبر + كدالة فى متغير واحدء وتعطى النقاط الثابتة بالعلاقة 


490 
25 2-0 
)0 17 
وتكون نقطة للنهاية نقطة نهاية عظمى أو صغرى طبقا لإشارة المشنقة الثانية. 
وبالمثل إذا كان (ربر,ع)و دالة فى متغيرات عدة فإن النقاط الثابتة تعطى 
بالعلاقة (9). ولتحديد نقطة الاتزان بأنها نقطة نهاية عظمى أو صغرى فاإننا 
نفحص شارة المحددات الذى أعمدته المشنقه الثانيه للدالة #. إذا تلاشت كل 
المحددات فلا نحصل على أى نتيجة وتسمى هذه النقطة بنقطة الشدوذ 
(12517ناع 12ى) وتعرف دراسة هذه النقاط (نقاط الشذوذ) بنظرية الكوارث 
(عم21250©) وهذه النظرية خار جُ نطاق هذا الكتاب. 


5 


8 - مسائل ذات بعد ولحد ' 1 

مثال :)١(‏ تفرع الشوكه (61635-21052 ع1614011م عين نقاط الاتزان للنظام 
)6( “عم عزمم- سن - >> 

حيث 6©ء هرء مدر نوابت موجبه. ولدرس استقرارها. 

الحل: اللنظام ثلاث نقط فتزان . #التت لت روعدي0- ,م 

نلاحظ أنه إذا كان مدم>در فإنه يوجد حل حقيقى واحدء وحلان 2 ,2*» و 





تخيليان ويمكن تجاهلهما. 
الأن نفحص استقرار نقطة الاتزان 0- +*- ,»م يكون النظام الخطى المناظر 
للنظام (6) هو 

07 رمم ب - >4 
ويكون حل هذه المعادلة 

8( : [ لاملا -1])]م:6 ,4 - ع 


حيث ,4 ثايت. نستنتج من المعادلة (8) أنه إذا كان مدر<هر قإن -هجا | 
عندما -هج + وتكون نقطة الاتزان غير مستقرة. ولذا كان ملز > اا فتكون. 
نقطة الاتزان مستقرة. 

والآن نفحص نقطة الاتزان 2 ا ا له 
الاصل يكتابة #- جرع بر 
فيؤول النظام (6) إلى 5 
٠‏ عن جم + 7 م3 + ”جرم 22 


(9) 





خ(مد-21- - | ولد |مه - 


04 
وتكون نقطة الاتزان ,د موجودة فقط إذا كان مدر< در وبذلك نستنتج من (9) 
أن * تكون مستقرة. وبالمثل يمكن اثبات أن,د تكون مستقرة. 
وبتلخيص هذه النتائج كما يلى: إذا كان مدر> هر فإنه يوجد حل وحيد (0 > #). 
وإذا كان مهر<هر يكون لدينا ثلاثة حلول محتملة: الحلى 0 - 2« وهو غير 


-5١98- 


مستقر والحلان الأخران غير الصفرين .*ء ,و يكونا مستقرين كما فى الشكل 
حيث رسمنا + كدالة فى ها 





عندما تكون ير>هم يكون 2-0 هو للحل الوحيد. عندما ‏ ام<هم يوجد 
ثلاث حلول مختلفة. عندماً ,لر- هر يوجد تغير فى الاستقرارء الحل 0 ح عر 
يتغير من حل مسنفر إلى حل غير مستقر. النقطة مدم-يمر هى نقطة تفرع 
وتسمى تفرح الشوكه (1400ع122 1401ء11م) كما فى الشكل وكذلك تسمى 
تفرع متماثل. وفى هذا المثال نقطتى الاتزان المتفرعه تكون مستقرة ويسمى هذا 


التفرع بالتفرع فوق الحرج (51106101101021). 
مثال (؟): (دمنندءسقاط لمعناتعمدى) 
ناقش استقرار نقاط إتزان النظام 
(10) 5586 2 
الحل: تكون المعادلة (10) فى صورة المعادلة اللوجيستيه ونقاط إتزانها هى 
(11)؟ ‏ . مدع ., 20-ي 


إذا كان 0-/ر فإن الحلين يتحدان.والآن نفحص النقاط الحرجة. 
0 - » تكون مستقرة إذا كان 0>/م وغير مستقرة إذا كان 0</ر. ولفحص 
استقرار الحل .مح + نضع لم- «ح- 2 وتؤول للمعادلة (10) إلى 
2 
4 
ومن هذه للمعادلة نستنتج أن الحل همع د يكون مستقرا إذا كان 0</م وغير 
مستقر إذا كان 0>لإم 
ونستخلص أنه إذا كان 0>/رم فان الحل 0 2 يكون مستقرا والحل .مح ج« 


يكون غير مستقر إذا كان 0<( فإن الحل 0 2 يكون غير مستقر بينما 
الحل يرع ع يكون مستقر! ‏ كما فى للشكل. 





تكون النقطة ‏ 0-آىر نقطة تفرع (عابر الحرج) وتكون تخالفية 
لدع تعدههعا (ععاعسسكؤكة) 

مثال("): نقطة تفرع سرجية عقدية (202عكداكةط ع00مع53001) 

ادرس استقرار نفاط الاتزان للنظام 


7 0 012) 


حيث هرا بارامتر. 
الحل: ليس للمعادلة (12) نقطة إتزان إذا كان 14<0- وللسهولة سنكتب 
المعادلة (12) على الصورة 

د 5 دي 
ويكون نقطتا الاتزان هما 2-4 ريع . مجح 2*. وبنقل نقطة الأصل بكتابة 


ل2- ردير 


فإن المعادلة (12) تؤول إلى 


من هذه للمعادلة نستنتج أن .3- ,+ تكون غير مستقرة وبالمثل يمكن اثبات أن 

- - رع تكون مستقرة. المعادلة (12) ليس لها نقطة اتزان إذا كان 0< مر. 
ولها حلين إذا كان 0>هر. والحل الموجب يكون غير مستقر بينما الحل السالب 
يكون مستقرا. كما هو مبين فى الشكل. تكون النقطة 0-/م نقطة تشتت سرجيه 
عقديه 5110115203082 ©06قدمء52001. 


4 


1 
| ص -- 
1 
١‏ 
ا 
ا 


١ 000000 





ل 5595 


والآن نختتم دراسة مسائل البعد الواحد فى الصورة العامة والتى تحتوى على 
بارامتر واحد والتى يمكن كتابة المعادلة (6) على الصورة 

















)013 رج م 2 
نقترض أن (منارى<) هى نقطة الاتزان بحيث 
(14) 0>(رلاءو») و 
ولفحص استقرار نقطة الاتزان نفك (مر,ع) ر حول (ملل.,<) فتنحصل على 
+ 2 2 عد (مل- -سن + ع ح (لز, <) و 
3 2 2 8 
(15) .+ جد أ(مل سك 2و (مل -1)(,<- م« 
0 *(, ع - ع) + (ن) 8 - )+ (ر)ع - 
5 (مل- -ا)- ++ دم -ي) - (ن)ه (3) 
27 02 
(16) 68 + 0 (ملا -ي) - (د)5 (31) 
0# ا 10 5 
دوزملا 1 كد - (يز)ء (لقة) 


وجميع المشتقات الأخرى محسوية عند (ولزءى) - 

ذا لم تتلاشى عند نقطة الاتزان فإن النظام يكون زائديا (ع015طجعمتط) 
والا يكون غير زائدى. ويكون للتفرح عادةء مصاحبا لنقاط الاتزان غير الزائدية 
وإننا فى المعادلة (31-16) اقترضنا ان للنظام غير زائدى. ودراسة التفرع هى 
أساسا تحديد أصفار 


17( 0- (ر)ء “0ع - ع) + (لر) ط(مء - ع) + (در)ت 
نظرية (؟): وتكون نقطة للتفرع: 
(3) تفرع الشوكة ©011كء21) إذا كان 
2 2 
800 0 م 021 9212 م92 





فيج  '‏ هج ' 2ه ' هرق 
(ف) عابرة الحرج (لمعنافكدههت) إذا كان 


1572 








أ عة للاق) ,و لأة ب ل 
0 02:2 «مني9 أ 022 ضرق 
(نن) عقدة سرج 53004165006 إذا كان 
+4 مي 92 
ل - 
مثال (4): تمثل المعادلة 
(ه) جنة- 2 يط عزن - 2 


حيث دراء # , 5 ثوليت موجبة» التعداد للذى ينمو طبقا للمعادلة اللوجستية 


4 رلالك 
١‏ اعضك 0 0" 
0 1 -0 0 عق 
حيث 47 هو كثافة | للسكان» 4 ثابت موجب» ويحصدابمعدل يتتاسب مع 
كثافة للسكان. 
تكون نقطتا الاتزان للمعادلة (4) هما 
6- نإ - رع ,20 يع 
وحيث أن التعدلد يكون موجبا وبالتالى يوجد ,ع إذا كان 2<لر 
وياستخدام نظرية (؟) يكون لدينا 
*ط- ع(ط- سي - / 
وبالاشتقاق وحساب المشتقات عند ,« نحصل على 


القت 5 [ ).مع هله 











0ك 
كا 


وح 
ييل 02 017 هرإل 
وعلى ذلك ذ نستنتج أن نقطة التفرع تكون نقطة عابرة الحرج 556 
0 >( فإن التعداد يتقرض ( 0 هى الحل 
الوحيد المستقر) وإذا كان الخ فإن للتعداد يؤول إلى 1-7(/5) وهو للحل 
لالمستقر وهذه للنتيجة متوقعة. إذا كان معدل الحصاد اكبر من معدل النمو فإن 
التعدك بمحلسل أ (اشر طق السكان)» ويمثئل هذا المثال الحصاد المتناسب 
(ع تنتتاوء22 010021م120م) 


555 


ب - مسائل ذات بعدين 
فى هذا للنوع تقدم مثال على التفرع يحتوى متغيرين تابعين أو معادلة تفاضلية 


من الرتبة للثانية. 
مثال (0): افحص سلوك الحل للكيفى للنظام (المتنيذب التواققى المضطرب) 
(18) 0 سا كد 


الحل: إذا كان 2>0هر تكون (18) معادلة متذيذب مخمد. 
بوضع ,د + يمكن كتابة النظام (18) على الصورة 
09 لماه كالما 
و <أايه- [1- # 
وتكون نقطة الاتزان هى (0 ,0). وهى بؤرة مستقرة إذا كان 0>ار وغير 
تقرة إذا كان 0<هرء ومركز مستقر إذا كان 0م وبذلك تكون نقطة التفرع 
هى 0-,ر. ولرسم تخطيط (بيان) التفرعء فإننا نصاحب الحل الدورى 0 لإ 
مع السعه غير الصفرية ©. وفى حالة البؤرة المستقرة (4>0) تكون السعة > 
تساوى الصفر وعندما يكون 4/<0م يكون الحل الصفرى غير مستقر. وشكل 
التفرع التخطيطى (012855332 611115020102) كما هو مبين فى الشكل التالى 


ويكون نوع للتفرع هو تفرع رأسى («متنهعتتكة لدعتاكء) 


ل ه16" 


تمارين 
)١(‏ لوجد نقاط الاتزان وأفحص استقرارها وناقش خواص التفرع للنظم للتالية 
و (2ع- ع« ي)ءع- ع (6 ,2ع )ع - نير (2 
1-*عرط- جبرع غر (ح 
(؟) عين نقاط الاتزان وحدد نوع للتفرع للنظم التالية ' 
ظ + عير +2)-2ج+ 7ج ح غر (2 
(1- 2-2-2 )عد ع 6 


(5) استنتجء إذا كانت .0ع ا ان نقطة الاصل هى نقطة الاتزان الوخيدة 
للمعادات- 


1 : 
(7 + ,)عد عدوا خلرح أ 
2 2 000 
(2+ ,*)رع - ر علا + عربلات رخ 


ناقش هل للنظام تفرع هوبف عند (0 ,0 ,0) وأعد كتابة النظام فى الصورة 
القطنية واستنتج دورة للنهاية. 


(؛) اثبت أن النظام 

000 
له تفرع هوبف عند (0 ,0) 
(5) اثبت أن معادلة فان ديريول لها حل دورى مستخدما نظرية تفرع هويف 


(5) اثبت أن النظم للتالية ذات لليارامتر الواحد يحدث لها تفرع هوبف عند 
4-0 بحيث أن دائرة للنهاية المستقرة تحيط بنقطة الأصل عندما 0< لإ 


١: : 2‏ 3 1 
و ع - رعلا + ,2 - رخ , #7 يح رع (2 
جل + ع ح ور عزوم 7+ - + عدر ,نا (5 
2 1 2 «- 1 1 2 1 1 
2ج جع جح وى جن جرس جر خلا + ي 2 + ,ررح رغ (© 
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(0) اثبت أن معادلة ريلى (طعاءالزة8) 
0ح مج جيم - ة ترج اير 
يحدث لها تفرح هوبف عند 1/20 والوصف شكل الطور بالقرب من 0<مر 
(6) اثبت أن النقطة الثابتة عند نقطة الاصل للنظام 
“(ر- ,22 - ع2 + 5) + ,غ(3-إ) > عر 
“(ر- ,ع - وعزمم+3)+ ,2 ع وخر 
لها جدرين تخيلين صرفا عندما 0- بم 
(9) اثبت أن النظام 
7+ وح وأ ,ا وع - عله - رن 


بحيث لها تفرع هوبف عند 0 مرا لدواثر النهاية غير المستقرة تحيط ببؤرة 
مستقرة عندما 0< بإ 


| لدرس تفرع هوبف للنظام‎ )٠١( 
0-3 )ع0 + رع رعر-‎ +2( 
36 (2عد + 2ع)ر ع0 + يعنلا + بعرهو-‎ 


فى الحالتين 60-1.» 1--<60 


7د 


الباب التاسع عشر 


المعادلات التامة 
5 ا لالع 10111 أ ]1 
١1-8484‏ مقدمة : تسمى المعادلة التفاضلية التى على الصورة 
ا 2ه 47 
)1( )9 زد ا 2 


بأنها تامة إذا لمكن استنتاجها بالاشتقاق فقط وبدون أى عملية أخرى ٠‏ من 
معادلة تفاضلية رتبتها (5-1) على الصورة 

02 »+ جاع [ اك 1 
وتسمى للمعادلة (2) بانها التكامل الأول للمعادلة (1) - إذا كانت المعادلة 
(2) تامة فانه يمكن الحصول عليها من معادلة على الصورة 


)3( + :(ع4)رع)ة | | -[ د 4 1 





كما سبق . وتسمى المعادلة (3) بالتكامل للثانى للمعادلة (1) . 

وعموما » يوجد 2 تكاملات للمعادلة التفاضلية النونية . 

7-4 شرط للتمام (2©413655:©) لمعادلة تفاضلية خطية من الرتبة النونية : 
لتكن المعادلة التفاضلية الخطية من الرتبة النونية على الصورة 


)1( (2)ن - برطب ...+ 5 كارع ب "١‏ رط 
حيث 5,,5.....2,,4 دوال متصلة فى د فقط . لتكن (1) تامة » أى يمكن 


الحصول عليها من معادلة ذات رتبة (1- *) بالاشتقاق . 


73ت 


وحيثك أن (”"عه/ ”84 يمكن الحصول عليها من اشتقاق 
(””عك/ ب* ”2)4 . سنفترض أننا حصلنا عليها بالاشتقاق من المعادلة 


)2( + 12( )9 | - بر 0+. ا ذاه ) ل 


حيث _,0,,22,.....0 دوال فى فقط وباشتقاق (2) بالنسبة إلى + نحصل 
على 00 
ا 0+ (1-م) بر +(ه »م برص + 60 بررط) 
( )0 - ,0+ )_,0+ 


أو 


)3( .اج #2 برق 0 + )2) + #0 برز0 + بط) + 3 بررط 


+0: +020 +0, - 0) ( 

وحيث أن (2) . (3) هما نفس المعادلة ويمساواة معاملات للمشتقات 
رت نز,...2 *ابر,” ار تحصل على 

| 0+ 0< ,2 ,0/10 ,2 22+01 5م 

1 2-0 4 ,0+ ,2-0 2 
وللحصول على الشرط المطلوب 0 من حذف كل .0 ٠2‏ 1,2,8-1-<غ 
ل او 202 01 . ولذلك سوف تحسب ,0 
العلاقات 4 كل 


(4 


ب ص ع 0 
22 - ,7 د زر - 8)- ,2 - /00- و ع 0 
2-7 + و - وظر عد " 2-8 - ي7) - 2 ع 0- ب ع و00 


ير ).تو + يي - بات ب ص0 


5 


تقرط“ *(1-)... باط جر مط ا راط د ر ي0- بم 
أى 
)3( 0ح ثرل "(1-) ++ كما كصب مبابم 
وهو شرط التمام للمعادلة (1) . 
وبتعويض قيم _,0,.2:...0 قى (2) نحصل على 
لقن روط جام مص + م6 برريص- ص)دظم 2 
(6) + حم ]- بر( 8 علط" *(1-)+...- يوط + مط رط)+ 
وهو التكامل الأول . 
ملحوظة )١(‏ : والشرط (5) هو شرط تمام المعادلة (1) . وحين تحقق هذا 
الشرط يكون (6) هو التكامل الاول ٠‏ 
ملحوظة (؟) : لحل المعادلات التامة نتبع الآتى : 
-١‏ نكتب المعادلة كاملة (أى بوضع صفر بدلا من المعامل الغائب) 
-١‏ نكتب قيم ....2,,2 > بمقارنة للمعادلة المعطاه مع المعادلة (1) 


7- نكتب 2 ا 1 ميتدأ من الأعلى وضع إشارة )0( 6 0 6 
... قبل كل منهم 


4:- وضع لا شرطه » شرطه (03558) » شرطتين ... عليهم 
5- وتوجد قيمة هذا للتعيير . إذا كان يساوى الصفر تكون المعادلة تامة 
ويكون تكاملها الأول هو (6) 


1- بعد الحصول على التكامل الأول نكرر الخطوات 1 - 5 لاثبات أنه تام 
بطريقة مماثلة وبتكرار هذه العمليات حتى نصل إلى ب- برط+”ر 
وتحل بالطرق القياسية إذا لم تكن تامة . 

ولتوضيح الفكرة تعطى الأمثلة التالية : 


15١ 


مثال )١(‏ : حل المعادلة 


0 - ” :و6 + ”رر(ع6 + 3) + ” بر( عر + ير +]) 


للحل لدينا 
1( 0ع“ بر6 +” بر( 6 +3) + ” رزة ع + ع +1) 
بمقارنة (1) مع 
:9 ح و1 + بررط + + 1 
فيكون 
)2( 0 ,2,20 ,6ح ير ,23+62 2 ,ةيرم جر +1ع ام 


وتكون للمعادلة تامة إذا كان 
)00( 20 1-1 
بالتعويض عن قيمة ”اا “ظماء /ضاء 2# نجد أن : 
0 > 0-0+0-0 
ويذلك تكون المعادلة المعطاة تامة ويكون تكاملها الأول 
4( بع برقع جام - يط) + * برلام ا ط) + 3 ررم 
وباستخدام.(2) فان (4) تختزل إلى 
)5( ب>- ««(6-6+2) +7 :ر(( 2 +1)- :6 + 3] + ” بز( + عر +1) 
الآن نفحص (5) من حيث أنها تامة . سوف ذكرر الخطوات السابقة كما عملنا 
مع المعادلة (1) . بالنسبة إلى المعادلة (5) التى نقارنها مع 
( - بريط+ 8+ ,2 
فنجد أن 


6( © > (4)02 ,2 ع ير , ع4 +2 - هر ,”يرم عر +[ح بم 
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وعلى ذلك 
0 -2-4+2 2ط جاع بسر 
والذى يبين أن (5) تامة ويكون تكاملها الأول 
يع + عمء | - ريط - 5) ررم 
7( و + جره ت بر[( 2 +1) - ير + 2] + بر(ة عر + عر +1) 
نفحص (7) لمعرفة ما إذا كانت تامة . ونقارنها مع المعادلة . 
(92ح و2 + ,2 
ويكون 
© + عترح 2 26,4 +21 لظ 2 ع + ع +1 ح رم 
مع ذلك 
0-(1+22)- 22 +1 عبط اط 
وعلى ذلك تكون (7) معادلة تامة ويكون تكاملها الأول هو 
+ علارء + عره) | - زر 


أى أن 
6+ توح + ا بر( ع + ع +1) 
وهو الحل المطلوب . 
مثال )"١(‏ : حل المعادلة 
0 ب2 +“ بو(2 + ير4) + ” بر(3 + ع + 2 عر) + ”بور 
الحل : بالمقارنة مع المعادلة 
( 90 - بررط + ريط + + 200 


وال 


)10( 9-0 ,2,22 ,2+ 42 - بم ,3+ ع + ة برع طرع ع بم 


0--2-4+2- ”ص صرب بطرم 
وبالتالى المعادلة تامة ويكون تكاملها الأول هو 


2 بو( رط + بط - ي) + بر( رط - ب2) + ” بررط 


أى 

)2( ْ بع و1 + 22 ) +“ بز(2 + عر + ة ,ر) + ” بور 
حيث من (2) يكون 

)3( 1 + ع2 - بسر ,2+ جر + ة جح بير ,جرع بر 


0 -10+0+ ع2)-1+ 2 ع ارط اط رص 
وبذلك تكون (2) معادلة تامة ويكون تكاملها الأول 
ي>+ عه | - بر(رظ- 5)+ رط 
© + عر - ((1+ ع + 2 ) + بور 
وهى ليست تامة (تأكد من ذلك) ويمكن كتابتها فى صورة المعادلة الخطية . 
ش 12+ يمد بررط 1+ عجر 
. + 
ويكون عامل التكامل هو 
ا د 2/2عقمى عطى د بسك أي - ,1 


ويكون الحل هو 


18 


و 3 
(4+2»)- د6 (2+)- 
و>+ عله 2* م غك غ6 | - ناوه 


وهذا الحل المطلوب حيث التكامل يصعب حسايه . 
مثال (") : هل المعادلة 
“لتقا - وروم 3 + > بور مزعو 2 + ” وروم 
تامة ؟ 
الحل : بالمقارنة مع المعادلة 
(:9 - رط ب بوط + رم 
26051 تح ,2 ,25121 > 2 , 2-052 
وتكون تامة إذا كان 
0>-(051-) + جروو20 - جرووع 3 - أرط + طارص 


ويدذلك تكون المعادلة تامة وتحل كما سيق . 
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تماريسن 
حل المعادلات التفاضلية لالتالية 

*م- برب تررع-1)+ “رص -1 
0- «و6+ “ بروعمرة1 + ” بر(12- * عر9) + “ بر( ع4 + 1 ع) -2 
2*9 -1/)1 ع ب +“ بورة + ”ررة عر -3 
56 انها - بو3+ > بر ويه 2 + ”بر -4 
0 ع بو2 +“ بومر4 + ” بر(3- 2ع) +” بور -5 
*1(6+ 2< ) - :و2 + نر(3+ ع6) + ” بر( :22-3) -6 
و2 ع ”نر بر ثمزو -7 
051 - 6+ ” ربمق 1 +” بر برو + ” بورذع لق 
32 + ]-ح بر +“ رور3 +” رز( ع +1) -9 


2 +1 - بو ++ برمر3 + ” بر( ع +1) -10 


اوضر ب 5 


المعادلات التفاضلية الكلية 
5 10111212123 (مطاتداط 0) لمأه1" 

١-7٠‏ مقدمة: 
فى هذا الباب سنتعرض لدراسة معادلات تفاضلية آنيه من الرتبة الأولى 
والدرجة الأولى. والمعادلة تحتوى على ثلاث متغيرات فقط. ويلاحظ أن 
الطريقة التى سوف نشرحها هنا يمكن تعميمها إلى 7 من المتغيرات. ثم 
سنتعرض بالدراسة أيضاً إلى معادلات تفاضلية ذات متغير مستقل وأكثر من 

متغير تابع. 
3-٠٠١‏ المعادلات الآنية: 
الصورة العامة لمجموعة المعادلات الآنية من الرتبة الأولى ولها ثلاثة متغيرات 


هى 

)010 0 - جه 1 + 4 00+ عل سم 
0 - جاتر 1 + ور ر) + 81 
حيث المعاملات دوال فى دع وى 2. ويحل هذه المعادلات أنيا نحصل على 
0 ل 2 اللا .1030 3 ...9990106 
20- ج10 ل 1- كد 6 0- 01 

أى على الصورة 
2( 8 عل - ١0‏ جل - | عق 


حيث طاء 0. # دوال فى راء بر ء ج . وبالتالى فإن المعادلات الآنية 
(1) يمكن دائما وضعها فى الصورة (2). 
ويقال أن المعادلات المعطاه حلت تماما عندما نحصل على حل على الصورة 


ب (2. 7 ع)ره ع >> (7.,2, )ره 


-1772 هه 


حيث ,»هه ء ,مه حلان (تكامليان) مستقلان للمعادلات (1). كما يقال أن ,عاء 
ر»ة مستقلان إذا كان © ,4/ ,يه حيث 02 ثايت 

ويمكن اعطاء للمعادلات (2) تفسير هندسى وهو أنه فى الهندسة الفراغية نعرف 
أن جيوب تمام اتجاه المماس لمنحنى يتناسب مع جك ,لإ ك. وبالتالى فإن 
المعادلات التفاضلية المعطاه ء تعبر عن الحقيقة أن جيوب تمام إتجاه المماس 
لمنحني عند نقطة يتناسب مع ء © » ث . نفترض حل المعادلات المعطاه هى 
-(17.2, )رما اع 0 ي©-(2.10.2ة)رك»ة 

نلاحظ أن الحل يمثل منحنيات تقاطع للسطوح ,ع ,هدء ,©»- يه. حيث ,> » 
ر» يمكن ان تأخذ أى قيم بطريقة لا نهاتية. 

لحل المعادلات الأنية (2) توجد عدة قواعد. 

القاعدة الأولى: بمساواة كسرين من الثلاثة كسور للمعادلة (2) يمكن أن نحصل 
على معادلة فى متغيرين فقط. وفى بعض الأحيان مثل هذه الحالة نحصل عليها من 
حذف عامل ما من الكسرين المختارين. وبمكاملة المعادلة فى متغيرين بالطرق 
المعروفة» سنحصل على أحد العلاقات فى الحل العام للمعادلة (2). يمكن تكرار 


مثال :)١(‏ حل 


مر يت اي ل امه 


الحل: بأخذ الكسرين الأول والثانى نحصل على 


)01( إع- 5ردثعر اج ولةر- عهلةع 
أما إذا أخذنا الكسرين الأول والثالث نحصل على 

2( رح 2ج2-2ع جح علح ع عل 
وحيث أن 3ير_ةبراء. 2-22 مستقلين فإن الحل العام يعطى بالعلاقتين 
(1)» (2). 
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مثال (؟): حل المعادلات 


الحل: من الكسر الثانى 0 -20 وبالتالى 2 ,ع- بر 
من الكسرين الأول والثالث 2 رم-2+272عم ج 0- جلاع + جاع 
ويكون الحل معطى بالعلاقتين رع *ج+ تعر الء. لبعد رر 
القاعدة الثانية: ليكن واحد فقط من العلاقة ,©-<(2,ز,+) ثم يمكن إيجادها من 
القاعدة الأولى. فانه فى بعض الأحيان نحاول إستخدام هذه العلاقة للتعبير عن 
متغير واحد بدلالة الأخرين وهذا يساعدنا للحصول على معادلة فى متغيرين 
ؤحل هذه المعادلة يعطى علاقة ثانية للحل العام للنظام (1). يلاحظ ان العلاقة 
الثانية تحتوى على ثابت اختيارى ب©. والايجاد الصورة النهائية للعلاقة للثانية فانه 
يمكن حذف ,2 بمساعدة العلاقة الأولى > (37,2, 2) /. 
مثال :)١(‏ حل 
5 ل 9116-2 
“عر (بود+ةعج)جر- (ت«وصر+ )2ج 


الحل: بحذف العامل («ور+ 2)22 من الكسرين الأول والثاتى فنحصل على 
و كبك و 2-2 وبالتكامل نحصل على 
) : 
)1( 2 نور أو مما ع مصاع عدصا 
بإستخدام الكسرين الأول والثالث نحصل على 
جل + 2خ) جء - عل * ع 


0- جاجع + 23)- علا 
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أى 
يت 3 يرع2 - 4ج خع 
وباستخدام (1) لحذف ,© نحصل على 
22( رمح 2 و2 - 2 برج ةير 
الخل العام يعطى بالعلاقتين (1) ٠‏ (2) 
القاعدة الثالثة: ليكن ,85,0,.,82 دوال فى 2 ,نإ ,د فإنه من مبادىء الجير 


فان كل كسر على الصورة 
ظ الى ع 
5 م 0 م 
يكون مساويآً 
02 عم 1 + «وم 0 + تلوط 
1 + 00+ طم[ 


إذا كان 557+0,0+8,8-0 فى (2)ء فإن للبسط فى (2) يكون 
صفراً. وهذا يعطئن 0- جم + ,0+ 2م والذى يمكن تكامله لتنحصل 
على ,©-(2.2,*)رية . ويمكن تكرار ذلك للحصول على تكامل آخر 
ي©>(2.,<)ر»ه يسمى ,2,0,2 بالمضاريب (116155م2211101). فى بعض 
الاحيان يكون تكامل واحد هو الممكن باستخدام المضاريب وفى هذه الحالة يمكن 
الحصول على التكامل الثانى باستخدام للقاعدة الأولى والثانية. 

مثال :)١(‏ حل المعادلات 

ج01 لط حلت 


ااا ااا ابا ال يبدل 


ج«(ط-ه) عو(م-ع) جرر(ع- 6) 
20 


الحل باختبار + ,ا ,د كمضاريب على الترتيب فإن كل كسر يساوى 


27 + برلورزق + 41 _ عوج + نر + جاه 5 
0 [(- »)+ (ه-ع) +(ع- 65)]ججع 
فيكون 
0 - جلجء+ جلرط+ حلحنه 
وبالتكامل نحصل على 
)010( بع 2 يمس ة برق+ ذم 
وباجتياز © ,(5 هته كمضاريب» كل كسر يساوى - 
جل © + 4ط + جه _ جل + بر2ط+ جاتيه 8 
ا 0 [(8-هع)ء+(ه- عاط + نء- 6)ه] جر 
وبالتالى يكون 
0 - جوج لع + هنر *ط+ عجلرثن 
وبالتكامل تنحصل على 
)2( بعح #عثعب+ ة برخؤب+ ةيرثن 


ويكون الحل التام معطى بالعلاقتين (1)» (2). 
مثال (؟): حل للمعادلات 


الحل: بأخذ 1 و 7 ,© كمضاريب فإن كل كسر يساوى 
0 - جه + روط + نه ح 0 | ( جل + رهط + حله) - 
وبالتكامل نحصل على 
)01 بع ج+ برط+ جه 
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من الكسرين الاول والثانى نحصل على 0- بومعر+ عله 
وبالتكامل نحصل على 
22( رع برجذيعر 
ويكون الحل المطلوب يعطى بالعلاقتين (1)» (2) 
القاعدة الرابعة: ان كان لدينا 


و 
0 4 
ليكن ,28.0,,8 دوال قى +اء <راء 2 فإنه من مبادىء الجبر كل كسر فى 
(1) يساوى 
020 عم ؟1 + 0+ ]1 
+ 00 00+ ضر 


حيث يكون البسط فى (2) تفاضل تمام للمقام فى (2). فإنه يمكن ربط (2) مع 

كسر مناسب فى (1) للحصول على تكامل. وقد يمكن فى بعض المسائل ان 

نختار مصضاريب الخرى ره لي بحيث 

جر 1 + جار + حابظ8 
“ارا + 020+ 2 


بحيث يكون بسطه تفاضل تام للمقام. ويمكن ربط الكسرين فى (2) ٠‏ (3) مع 
بعضهما يعطى تكامل للمسألة. وهذه الطريقة يمكن تكرارها فى بعض المسائل 


(03) 


مثال: حل المعادلات 
8 عشب سكن 


(2بر+ 222 (لبرع)2 ع (بردع) در 
الحل: من الكسرين الأول والثانى نحصل على 


2 0ع برج ةير 
كا ا" 


باختيار 1,0-,1 كمضاريب فيكون كل كسر يساوى 
)3( سه اس ا م ا ا 
(5 + 2( - ع (بردع)ة جر عدر 

باختيار الكسر الثالث فى (1) مع (3) نحصل على 
«-#© 46 0 «-# ار ا عةها 
وعجر لج (*بر+ ج)(سر-ج) «(2*برج+ةج)ج 





بالتكامل نحصل على 

)4( ي©>- 3(/2< - ع ) هج ح ماع عصا- ر م - ماما 
ويكون الحل المطلوب هو (2). (4). 
”-٠‏ المعادلات التفاضلية الكلية: 

15م 1011121131 (متاتداط) لماه 1 

تعريف: صورة معادلة بافيان: ليكن #,....1,2- #,,لاء 8# من الدوال لبعض 
او كل 7 من المتغيرات المستقلة ,2*.....ر<,,< يسمى للتعبير ةر 
صورة معادلة بافيان فى 7 من المتغيرات كما تسمى 0- ,2ك (ذّْ معادلة 
بافيان التقاضلية فى :7 من المتغيرات ,....,دعى:<. . 
وتسمى أى معادلة على الصورة 

)1( 0 - جه 8 + 009+ بلاط 
حيث 2 ,0 ,7 دوال فى *ء بزء 2 بمعادلة تفاضلية كلية فى ثلاث متغيرات. 


والمعادلة (1) يمكن تكاملها مباشرة إذا وجدت دالة (2 ,لا ,72): يكون تفاضلها 
الكلى 4# يساوى الطرف الأيسر من (1). وفى بعض الأحيان الأخرى قد 
تكون (1) غير قابلة للتكامل. ونريد إيجاد الشرط الذى يجب أن تحققه 7 ,0 ,2 
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وبالتالى تكون (1) قابلة للتكامل. وهذا يسمى بشرط أو معيار القابلية للتكامل 
للمعادلة التفاضلية (1). 


0 - ج802 + 04 + عم للتكامل هو 


3_2)ى ١اصة_+ة),‏ ١اعة_‏ نوه 
: / 3 ا 0-5 10 


البرهان: الشرط ضرورى 
تعتبر معادلة تفاضلية 
)1( 0 - عل غ1 + وق( + 5 
حيث ث2 0»: 8 دوال فى + لزه ج. 
لتكن (1) قابلة للتكامل بحيث 
)2( ©>- (7,2,ع) ها 


فإن للتفاضل الكلى هك يجب أن يساوى 842+ 04+ عط أو يساويها 
مضروبه يعامل. ولكن تعرف أن 


1 35 03# ل 9# 
)03( ابره 4ه ديه 
وحيث أن (2) هى تكامل (1) فإن 7# ,20 ,27 يجب أن تتناسب إلى 
لسن شان نت 54 
2 * و ' حك وبالتالى 
5 ري بريد #قاعةي لمق عقزعة 


0 ص 
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04 _ 0# ر_ 0# _ 
)4 جد ة ,سج - 320 د م 
من المعادلة الأولى والثانية فى (4) نحصل على 
_اسسرة ا« عا_روم ق 
0( - > ا 
أو 
0م 992 02م 92 
2-2-0 000 
أى 
9262_9921 
99 2 و 8 
وبالمثل 
خ02_02م_١1‏ غ2 900 
9 0 3 06 
0 ةع 
بضرب (5)» (6)» (7) قى 2 ,2 ,0 على الترتيب والجمع تحصل على 
م م .رمج 


وهذا هو الشرط الضرورى لقابلية المعادلة (1) للتكامل. 


د 156" ه 


الشرط كافى: 

نفقترض أن المعاملات 8# ,0 ,2 فى (1) تحقق العلاقة (8). وسوف نثبا أن 
هذه العلاقة تعطى ان الشرط للكافى لوجود حل (تكامل) للمعادلة (1). سوف 
نثيت أن تكامل (1) يمكن إيجاده عندما تتحقق (2)8 

سوف نثبت أولا أننا إذا أخذنا #للات ,0ن - 0,صرر- م حيث بر أى دالة 
فى «* ,نز ,جء وتفس الشرط يتحقق للدوال ,,,25,0 كما للدوال 7 ,0 ,2. 


فيكون لدينا 

عق #قى) عور 3ن 38 ,وة 

تع كم 00 
أى 

05م _لله م | 25_ 992 /)._ثك9_ ,00 
١ 9‏ 0 2 2 322 
وبالمئل 

ع0 م_ ناك مرا 92_92 إن _ 95_ ,01 
(10) 5 5 16 0 3 

غ2 م_ ل م | 92_92 إن _ 992_ 9211 


بصرب (0).ء (10): (11) بالدوال ,858,0,.82 على الترتيب والجمع 
ويوضح #ندر,0/ر,صدر بدلا من ,25.0,,8 على الترتيب فى الطرف الأيمن 


تمصيل على 
©2863 ) جرلكة_ كة) ورلكة_ ,30م 
| 0 0 16 


-|١0ة_عق)ج١ة_‏ عقي 38١,‏ 32)مأى - 
هه ٠ع‏ )»2 2 مم 
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وذلك باستخدام (8). والأن يمكن اعتبار أن 04 + 2« كتفاضل تام. وإذا 
لم تكن كذلك نضرب المعادلة (1) بعامل المكاملة (2,ز,+)درء وبذلك بدون فقد 
العموم فى إعتبار «00) + :ده كنفاضل تام ولهذا الشرط يكون 


(13) (0<2/ 00) - ( :0 / 08) 
ليكن 

(14) و04 + 0 | - 7 
فيلى ذلك أن 

(15) وه 0-97 . لدم 
من (15) نجد أن 





ياستخدام هذه العلاقات (13)ء (14) قإنه من (5) نحصل على 


0 64 _غاة 0 03_03 
020 8 01 ه08 0 02 








ج02 أع02 بر بره ابه ع3 
أو 
اك 07 
8 02 أله عل 
م 0 لآل 
شف هذ 
0102 9 
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وهذا يبين أن للعلاقة التى لا تعتمد على عز, ا موجودة بين لآء 
ومع . وبالتالى فإنه يمكن أن نعير عن [ #-] لدالة فى /1 


ع0 
٠‏ ل | امن 00 - عكلغ1 + 04+ 1ز1 


(ياستخدام (14): (16)). 
07 
ع مكب مك ). 
7 - 47 - 


وبالتالى يمكن كتابة (1) على الصورة 0- ع4همه- /آ# وهى معادلة فى 
متغيرين. وعلى ذلك يكون تكاملها يعطى تكامل (حل) على الصورة 


0 ع رج ,1_7 


وبذلك يكون الشرط (8) كاف. وبذلك يكون (8) شرط ضرورى وكاف ليكون 
للمعادلة (1) تكامل. 


نظرية (؟): إثبت أن الشرط الضرورى تقابلية تكامل المعادلة التفاضلية الكلية 
0 - عل!! + ج0)+ حلآ - 4ه 4 
هو 0 - 4 أتنت. 4 


- 156 - 


البرهان: لدينا 


)1( 42+ 04+ علط - 4.42 

)2( ا 

)03( )+ 0+ :م - 4 
نلاحظ أن (1) متحققة من قاعدة القرب القياسى لمتجهين كو 4.. نعرف أن 
الشرط الضرورى لتكامل (1) هو 

عق ١0ة_‏ عقا اعة_ وه 

9 : | 0 0 ام 

ومن حساب المتجهات 
٠ 95_92 |. | 2002‏ 0 90 
38 0و 16 اه 0 ع ع 


باستخدام (3)» (5) فإننا تجد أن الشرط الضرورى للقابلية للتكامل يمكن كتابته 
على الصورة 0- 4 آرمت. 4 
4-٠‏ شروط تمام المعادلة ‏ 0 - ج842 + و04 + حل : 


يقال أن المعادلة التفاضلية الكلية أنها تامة (اعمعه) إذا تحققت الشروط التالية. 
)1 08 05 08_ 00 9002 مه 
ّْ 02 *0 برق ج02 ع0 0 
نلاحظ عند تحقق الشروط (1) يتحقق شرط القابلية للتكامل وهو 
-92_9221إامسن | 08_07 0_ 902 
١ 8‏ 3 06 3 0 1 


للمعادلة ج14 + برق0) + عك لكل حد فى (2)» يتلاشى تطابقيا. 


-1435- 


)1( طرق حل المعادلة:  0 1202 + بو0 + عقر‎ 05-٠ 
توجد طرق متعددة لحل المعادلة (1). تعرف أن (1) تكون قابلة لتكامل عند‎ 


تحقق الشرط 

0_2 إسن | 26_92 ام | 92_ 92 ام 
© 5[ ا" كا" 
وقبل استعراض هذه الطرق لحل المعادئة (1) يجب ان التأكد من تحقق الشرط 
2( 


الطريقة الأولى: الفحص المياشر- 1257661101 
قد يكون فى بعض الاحيان إعادة ترتيب حدود المعادلة المعطاه مثل القسمة 








على دالة فى < ,لإ د مناسبة ٠‏ فان المعادلة الناد ا 
متعددة تكون تفاضل تام. الجدول التالى يساعدنا فى ترتيب حدود للمعادلة 
المعطاه 

(مام)» عجدم . (ي.. عدم 

ث1 0 8 8 
((و)ه) هس لبط رم . [سدمع ه- ربب فتن 
دي »ذو ووه (73), 1د تعمد )ه- اه 6 07 

22+ 2 : 2 

و (7)ك ع عن + برهتد (0/11) 
حل << + بون ج2< + جك نود > (0):3 (0111) 
(2.ا,<) 07 3 

0-0 1 2ك 
(20: :06 100 وبي بو جع 6 | («6 
1- ع بر ل للتتطلا- ري ررمي زفخرم, نوري رز [ )0( 


1 )يل كفده لع رفن د إن علاسة طراعة 5 


2 


(ث )4 بوفرم2 + لبر (نه) 2ه فعبفة رنزىن 
(*بر+ *ع) 4ح ( وهر + ج24 (2207) 
(2ج + :بو + *ع) ل- (علع2 + و20 + 245 (أبى:) 
(ج7*ع)4- بذع + عور ع3 (13ت) 
والآمثلة التالية توضح هذه الطريقة 
مثال :)١(‏ تأكد من شرط قابلية التكامل للمعادلة 
0- ج04( 2 مذو+ + ع)2 + ولح + كلالج 
الحل: المقارنة بالمعادلة ‏ 0- عم4+ 04+ 2م نجد أن 
(5122 + 3+ ع)ج ع #8 رج - 0 ,جع حداطمر 
والآن 
(02/ 00 - 37 / )8 +(ج02/ 38 - 02 |/ 0)01+(0 ١‏ 31- ج032١‏ 2)00 
0-(20-0ج صنو+ بر+ 202 +(2)2-1+(1-2) ج - 
ومن هنا نرى تحقق شروط القابلية للتكامل 
مثال (؟): حل المعادلة 
0- ع0( عجو + نور) + «ل( 2+ جح ) + حلم( ع + جتر) 
الحل: بالمقارنة مع المعادلة 0- 842+ 049+ عل نجد أن 
جم + نوع غ1 , + ع2 - 0 , جو + جر ع مر 


168١ 


وعلى ذلك 


ب 2ه 02 


+[ربصع+ بر)- (جر+ [))(+1) ججح +((2-+ )د رنود+ 2))(-+1) جرع 


».اه 


((22+ ع)-(جج+ ح))( 2 +1) + 
( << - 2) 2( 1+2) بز + ( ع - ع) بز برع 1) جه + ( ج- )ع( + 1) جنر - 
((2- ع) ع2+(+- ج2)ر+(ج- )ع +1( - ع) +( - حج)+(2- (ز)) جع 
0 -[0+0) جرع - 
متبتاً المعادلة التفاضلية الكلية قابلة للتكامل. بالقسمة على ج27 نحصل على 


ا ال 


عع ج+ جصضا+ + نزساء+ ع+ دسا 


وبالتكامل 


عع جح + بر + ع+ رز جتم)سا 
وهو الحل المطلوبء. حيث © ثابت إختيارى. 
مثال ("): حل المعادلة 
0- ع( :2 - بود) + وه( ع2 - عح) + حه( 22 + ج2ر) 
الحل: تأكد بنفسك بأنها قابلة للتكامل. باعادة ترتيب الحدود نحصل على 
0-(ع04 + «ولع)2 - علاع2 +( عون + راعج + جلج) 
وبالتكامل 


5 
بح جن2 - 7+ جور 


18605 


وهو الحل المطلوبء حيث © ثابت إختيارى. 
مثال (4): حل المعادلة 
0ع جلع* :2 - عار - 04 
الحل: تأكد بنفسك أنها قابلة للتكامل بالقسمة على 
0- جهمج2- - )َه جح 0- ج270- 


حل + طهر 
. )1 


وبالتكامل 2-22 ا » ثابت إختيارى. 

د 
تسمى المعادلة 0 ج842+ 089+ 202 متجانسة إذا كان كل من 2 ,0 ,7 
دوال متجانسة فى * ,( ,2 بنفس الدرجة . 
-١‏ نتأكد من أن المعادلة قابله للتكامل 
1- تنضع 214 2 عدا لج جح بل عاليد + جهلة - عله جل« + طاح - ول 
وبالتعويض فى المعادلة المعطاه يكون لدينا حالتان 
(5) إذا كان معامل 22 صفراآ فيكون لدينا معادلة فى متغيرين ا ,: وبإعادة 
ترتيب الحدود يمكن تكاملها بسهولة. 
(11) إذا كان معامل 42 لايساوى الصفر فإننا نكون قادرين لفصل 2 عن 2 ,لا 
وتكون المعادلة الناتجة على الصورة 


حك«( جا ع + عر ١‏ :0 
(4) 1 2 ( نار عة) ار 


والان نرمز بالرمز 66 للدالة ‏ (ما ,#كر ‏ ونوجد ‏ (4)0 حيث 
ج10 + رول + و <- يي نجمع ونطرح (04)00 فى 4 ونتذكر أن كل هذا يتم فقط 


ا 


للحد الأول ثم تكامل وبعد التكامل نضع - , -221 يدلا من 4ه ا على 
الترتيب لتحصل على الحل بدلالة ع ,7ا.2. 0 
مثال :)١(‏ حل المعادلة 

0 - جز ج< - عرز - * :و2) + ب( ج::2 -22)+ عجن ج 
الحل: نتأكد أن المعادلة قابلة للتكامل . وحيث ان المعادلة متجانسة نضع 





)1 عل + بلج - « , علهها+ 4ك - حك , جنا- نز , جنا - عر 
بالتعويض فى المعادلة المعطاه نحصل على 
0ع جل جع( - رج ة ب2) + ( جلونحط بطوح)(27 -1):* ع + ( جهن + يبلج )” ج 
أى 
0ح عق جيم - جح ة برج + ( 2 -]) نحط ير] + به( 2 -3)1ج + يرلة ج 
0 - عه( ج0) + به( +2 -3)1ج + يرل" ج 
بالقسمة على 27 
0- ب( ع -]) + يكل 
بالتكامل 
من (1) ا 00 
لي 0 
لو + - * بر- ج(بر+ ع 


مثال (؟): حل المعادلة 
0 - جأم( بز + ع ) رمد + برأم( ح + عا ءح + حرز ح + :() 12 
الحل: تأكد من قابلية المعادلة للتكامل. نضع 
ج0 + بلج - ول , علن+ ينتاج - حل د <<« - نر , عنا- ع 


5825 


بالتعويض فى للمعادلة نحصل على 
0 - عل" ع( نج عه بما+ ( عل بح ملح ) * ج(1+ 6) ها ( عفنا + نبهع) ” 1(2+ ن) نا 
أو 
0 - عل * ع[( نحل ير) نص (1 + ع) بصخ (1 + © تمر + * ع[ نآ + ,)ع + ينهز1 + نم ب 
أو 
0 - عل ج(1+ يج م) بمر2 + * ع[ :19+ )هه + يمر + ب ب 
بالقسمة على *1(2+ 0+ )نمه نحصل على 


3 ب(1 + ع ب + 0 
7 1+ عحدم)م ([1ل+ بح يمن 


مكمه . )+ مه 1 
2 1+ بردي يي 1+ ديم 1 


0- 246 عه لك 717 
2 ا 2 14 


-)0 











والتكامل 
عضا - دما 2 + (1+ نحا )سا - ننصا- عنصا 


مشبع]ء- 8 :[[عاده بد م) اح “جنير 
6 4 2 


أى (ج2+ 2+ 2)ع- جيور 
وهو الحل المطلوب. 

الطريقة الثالثة: إستخدام المعادلة المساعدة 

ليكن لدينا المعادلة: 


58686 


)1 0 - عل + 00+ لآ[ 


وشرط تكاملها هو 
| 5-3 فكت 90 
)2( 0 2 ذا», ع 1 1 
بمقارنة (1)» (2) نحصل على المعادلات الآنيه تعرف بالمعادلة المساعدة 
03 - 4 4 


02 /00- :08/0 ي056/0-ع0/ 0 3/07-ج00/0 


وهذه المعادلة سبق أن شرحنا طريقة حلها. ليكن ,©- هدء ©- م تكاملين 
(حلين) حصنا عليهما بالمعادلات (1) والمعادلة 
4 0- ج84 + ك4 


يمقارنة (1)» (4) نحصل على 4» 8. بوضع قيم 4» 8 فى (4) ثم تكامل 
المعادلة الناتجة. ثم نعوض قيم : ,لا فى العلاقة بعد التكامل فنحصل على الحل 


المطلوب. 
ملحوظة: تفشل هذه الطريقة عندما تكون المعادلة (1) تامة وتستخدم هذه 
مثال :)١(‏ حل المعادلة 
0- همن2 + ولح - عل عر 
الحل: لدينا 
)1( 0 > ج20 + ولح - حل جد 


بمقارنة (1) مع 140+ 04+ 42 نحصل على 
و2-ث ,ع - 0 ,نيرعدم 
وتكون المعادلات المساعدة هى 


161 - 


ا ا 2 23 9 
<0 1 00- برل / 02 حج02/0-ع0/ 0 01/07- ج00/02 





أى 200 0-2 1-2 
0 0 
من الكسر التالثن 0 - 42 وبالتالى » »ع ,م- 2 (4) 
من الكسرين الأول والثانى فى (3) نجد أن 
0ح و2 - جل أيمع2 ج 0- ريل - ج01 22 
بالتكامل (مثلا) ‏ مع يمع بو2- تيدع 
أو 
619 باح بو2-2ج2ع 
بتعويض قيم 6اء ا فى 0 -8090 + ج40 تحصل على 
0-(ر5-2ع*ع) 84 + ج40 
0 >-( 28 - علج 22 + عم 2:2 ) 8 + ج404 
)6( 0- ج4١(‏ ع*28 + 4) + 280 - 0:2 ة 21891 
بمقارنة (1)» (6) نحصل على 
287 + 4 - 2 , 028 حع- ,ج282 - دج 
أى 


1 
عر بو2 ع ج282 - 2 - 4 و 8 


ا 5861 


بد 4 لطاع 8 
2 
(من (4)» (05)) 
بتعويض هذه للقيم فى 0 - م8 + 4 
نحصل علي 
1 1 1 
يه -2 د بل جح 0ح + يلوج 
0 7 2 


وبالتكامل تنحصل على 2يمءما+ مممط2 - ندص1 أى 

)0( *ين- ر 
ويوضع قيم 4اء 8 من (4)): (5) فى (7) نحصل على 

*جم- بص2-2ج2عر 

وهو الحل المطلوب. 
الطريقة للرابعة: 
تستخدم النظرية اللتالية عندما تكون المعادلة ‏ 0 - ج10 + برق0 + عمط 
متجانسة ومن درجة 72-1 وتامة . 
نظرية(”): يكون ع - 25+ )ب+ 67 حلا للمعادلة 0 - 1702 + بو04) + عوط 
عندما تكون هذه للمعادلة تامة ومتجانسة من درجة 2-1 م . 

)01( - 0+2[ + طهر 
بإشتقاق (1) نحصل على 


4ه - 


وحيث أن 0 - ج174 + و04 + عم معادلة تامة أى 
)03( اللا 5 ددا الال كه ان ا ا المت 


يمكن إعادة ترتيب (2) باستخدام (3) كالتالى 


90 7 لقت 
م ٍ 2+ 0 بر+ 3 + © + عه 0 ج + 590 3 عدم 
4( 0- ا + رمد عبج + 


وحيث أن 0 ع عل؟]! + ول( + :0م متجانسه من درجة 02 أى أن ,8.0 
دوال متجانسة من درجة « . واستخدام نظرية أويلر للدوال المتجانئسة 4,2,8 
من درجة 7 يكون لدينا 


)0 0 - كدج + حك برد دعر 


بإستخدام (5) فإن (4) نخنزل إلى 
0 - جاه( لم + :)+ ب10(0 + )+ م( طم + «ز) 


51684 


0 - ( جل + ب) + عحو[)(1 + ) 
وحيث أن 170+ (إفتراضيا) فإن 
)6( 0- جهظ + :04+ علط 
وهى المعادلة للتفاضلية المعطاه وبالتالى فإن (1) يكون هو حل المعادلة (6). 
مثال (؟): حل المعادلة 
0- جاه( - ع) + بلباعرة- +2)+ عله( ع - بر3- ع) 
الحل: لدينا 
)01 0- جل( - ح)+ جا( <3- +ج2)+ حل( - - «3- عر) 
بالمقارنة مع 0ح ع14+ 00+ ع0 يكون لديتا 
20( (*«- ع)- 1 ,(عة- بره )- 0 ,(2- بو3- )د مر 
وهذه الدوال متجانسه من درجة 1 - 7 وكذلك من (2) نحصل على 
صرق 1 _ 0 م 00 022 02 


ام 
ا الا ااا موسي ١‏ لومس سمه ماسمس اسسصة ص 
سح لص حل '[ ) سم لسسع 


0 بق 02 ع3 7 


)0 
وهذه تبين أن (1) تامة ومتجانسة من درجة (1-* )7-1 وعلى ذلك يكون 
حل المعادلة (1) هو 
عح اج + 0+ ططزير 
أى 
0-(ع- ج)ج2+(ع3- 29) + (ج-ز3- ع)عر 
أى 


ولامس>» عدم قابلية التكامل: 
نفترض أن شرط القابلية للتكامل غير متحةق للمعادلة 


1( 0- علخ1 + ج00+ لآ 
قان (1) دمثل عائلة منحنيات متعامدة على للعائلة الممثلة بالمعادلات 
١8 / 02‏ يل + ١0‏ بق +« اعق 


وفى مثل هذه الحالات يمكن أن نجد عدد لا نهائى من المنحنيات تقع على سطح 
معطي وتحقق (1). ولبيان ذلك 
لتكن عائلة المنحنيات الممثلة فى (1) تقع على السطح 

)2( >> (2, تزوع) و 
وباشتقاق (2) وتحذف 2ع ج42 من المعادلات الناتجة باستخدام (1)» (2). 
وبتكامل المعادلة الناتجة التى تحتوى على <«ء ب فقط. فان الحل الناتج (من 
التكامل) مع (2) معا يمثلان المنحنيات المطلويه. 
مثال :)١(‏ اوجد المنحنيات الممثلة بحل المعادلة 
0- عل + وز بر - 2)+ عبر والتى تقع فى المستوى 1- 2- (- عله 


الحل: لدينا 
)1( 0- عل + 4(« - )+ بابز 
)2( ين 
بمقارنة (1) مع 0- 84+ ب04+ 82 نجد أن 
03 دحت ا ا جح 0 رلرع مر 


وياستخدام (3) نجد أن 


0 مه رجه مه 28 300 
رن ند وتقه 


509 مه 


0 2+ عع (1-0)عر+ (1-0)( بر - ج)-(1-0) بوه 
وهذا يثبت أن شرط القابلية للتكامل غير متحقق من (1) باشتقاق (2) نجد أن 
4( و4 - 20 - عل جد 0- جل- بل - :20 
تستخدم (4) لحذف 42 من (1) 
| 0- ( و - جل 2) « + ب( نز - ح)+ عرز 
أو باستخدام (2) نجد أن 
0ع ( يؤل - عحامة) عد + بز( نز -1- «- عية) + عليز 


أى 


0 - بهك(1- «ر2- ع) + عنز ع2 + ب) 
أى 
0 - و4 - بمير2 - جام عجة + ( بود + تلايز) 
وبالتكامل 
)05 وار ار 


وتكون عائلة المنحنيات المطلوبة تعطى بتقاطع المستوى (2) مع الاسطوانة 


5 


أ - حل المعادلات التالية 


ع يه -_محم ان 
ير (بصر+ةعج)جس- (بج+ةعج)جعر 











---- 0 000 
سدح عه 


ا ا 


يم 4 © _ رع 


- 3557 - 


اع اح ين رق 


2 (7+ 51202 (77- عع)ومه 

ب - حل المعادلات التفاضلية التالية 
0 - جه( < + ع)+ ب«( + ع)+ عح2ز ح + ) -1 
0< جه( 2 + بور ) + بو( 2 + عرح) + عه( <2 + ج() -2 
0- جلح + «وه: - حل( نز - ع) -3 
0 - ج1(0ح + بر + عر) + بقل + عل -4 
0- عل( + ح) + بروجر* 2 + علج( ح - 223) -5 

ج- حل اللمعادلات التفاضلية للتالية 
0ح جام( بو عر + 2 برور) + برو( ”ع - ج2 عر + بور) + مزه( ج* بر 3 بر يرث م) -1 
0 - هاج + ور - 2ه( دز - :) -2 
0ح عه( برد - 2ع) 2 بور + برق( جد - 2 نر) ج2 + عه( جر - 2 )2 جنر -3 
0- جل (7 2 - «0)( جز + عد)- تزلمج( تور “عر + 2 ج2) + علج( بز + بور- 3 ج2) -4 
0 - ج22(0- بر)ع + «ج8( ج + ج4) ع + جه( ع - جبر+ 2:و2)2 -5 

د - حل المعادلات للتفاضلية التالية (يالمعادلة المساعدة) 

0ح همذ بر+ بود- +ع)- برك( - 272+ عه( عبر - 222) -1 
0 - ج(ة بر + بر + 2 عر) + بق( عر + عرج + ة ج) + عرهزة ع + عبر + ة و) -2 
0- جه( بور- * بر) + بوه (* + جن) + عام( عبر + * ) -3 
0- عل( + عم)ع + بولج( + )+ لز - ح)ج -4 


21:5 


المعادلات التفاضلية 0- 02(+ ج) (و+ برك” + جنر . 
و - اثبت أن المعادلة 0- عمعد+ (3- 2)+ جكبرة 
غير قابلة للتكامل ثم اثيت أن المسقط على المستوى 7 للمنحنيات التى تحقق 
المعادلة تقع على المستوى 24- <2- + 22 هى القطوع للزائدية القائمة , 
5ح به- * نر - بورة + ذعر 
ز- اوجد معادلة الاسطوانة التى مولدها يوازى المحور:ز وتمر خلال النقطة 
(1- ,1 ,2) وكذلك خلال المنحنى الذى يقع على الكره 234+ تر+ةعج 
وتحقق المعادلة 

0- عه( جنر + *ع) + بوقث بر + جه( 222 + بور) 


- 116 


الباب الحادى والعشرون 


2101115 

١-١‏ مقدمة: للخواص الكيفية لحلول المعادلات التفاضلية أهمية قصوى فى 
غياب وجود صيغ الحلول. على شكل دوال. وبالتالى يكون من للضرورى 
دراسة المعادلة التفاضلية لمعرفة خواص هذه الحلول. ومن أهم هذه الخواص 
الكيفية التى لها تطبيقات واسعة» هى تذبذب الحلول 

0( 260 > . «17لا,ع) وكير 
حيث (6در حل للمعادلة (*) على . ومالم ينص على غير ذلك نقص بالحل 
هو الحل غير البديهى (أى 2(7+0) 7 ). 
تعريف :)١(‏ تسمى للنقطة 0< *+*- بر بأنها صفر الحل (+) بر للمعادلة (*) 
إذا كان 0-0( 2) بر 
تعريف :)١(‏ تسمى المعادلة (*) بأنها غير تذبذبية» إذا كان لكل حل غير بديهى 
(*)7 يوجد 0< م بحيث أن (2)برا ليس لها صفر فى (©,,ع] 
تعريف ("): تسمى المعادلة (*) تذبذبية إذا كان التعريف (؟) خاطنا. 
مثال :)١(‏ ليكن لدينا المعادلة 0- بر-”درء 0< +« وهذه المعادلة غير تذبذبية 
حيث أء حلها العام هو 86+ *46 حيث 4 8 تابتان 
مثال (؟): المعادلة ‏ 0- بر+”“نرد تتبذبيه لأن حلها العام هو 
دطزة 8+ عومه 4 - (<) برء 0< عر. وبدون فقد العموم يمكن أن نفترض أن 
0 4» 20 8 وإلا كان الحل (6ر حل بديهى. نلاحظ أن الحل (*2) ]رز اله 
صفر عند (8/ 4)* 28)+12ء ...,0,1,2- 2 وبالتالى تكون المعادلة تذبذبية. 

افيض 0ع , 0 ر((ع)م+ ر(حع)نب+تدر 
حيث كل من (0)2 »ع (2+)5 دالة متصلة على (-,0]. 


2-7 


تمهيدية :)١(‏ بافتراض أن (+) 4 موجودة ومتصلة لكل 0< +. فإن المعادلة 
(**) تكون تذبذيية إذا وفقط إذا كان 


انوي 0-> بررع)ع بكر 


تذيذيية حى* 460 -0) م2- )6 -(*)6. تسمى المعادلة (***) 
بالصورة النظامية 5 ا 6 


للبرهان: ليكن (<) حلا للمعادلة (**) ونعتير التحويل (2) 2(2) :ع (+2) رز 
حيث كل من (2)لاء (*) 2 دللة قابلة للاشتقاق مرتين. بالتعويض فى المعادلة 
(**) نجد أن 

0 - ج( :راط + “ج9(ع)ن + ”)+ ع( برع)ن + أب2) + ”جر 
وبمساواة معامل “2 بالصفر نحصل على 


1 2 إم» > زع) ا 
0 


وبالتالى فإن (2)<2 تحقق المعادلة التفاضلية 
مع ., 0- ج(جنعد+”ج 
ومن ذلك نرى أن إذا كان (2): حل المعادلة (2) فإن 
| ماه - أم»»د» » -(2) 2 
هو حل المعادلة (3) . وبالمثل إذا كان (+*)ج حل المعادلة (3) قإن 
| ماه |م», <) ع تج زع 3 
هو حل المعادلة (2). وبهذا يتم البرهان. 


ملحوظة: يجب أن تؤكد أن المعادلة (**) تكون تذبذبية إذا وإذا كان المعادلة 
(***) تذبذبية والعكس صحيح-. 


ك1 


تمهيدية (؟): إذا كان ,/رء .رد حلين مستقلين خطيا للمعادلة (**) فإنه 
البرهان: ليكن م- د صفر مشترك للحلين ,لرء ,بز. وبالتالى يكون 
الرونسكى للحلين ,برء 2 مرتبطين خطياء وهذا يتعارض الأقتراض وعلى 
ذلك يكون ولا » د( مستقلين خطيا. 

تمهيدية (*): أصفار حل المعادلة (**) تكون معزولة. 

البرهان: مباشر مع مراعاة أنه إذا كان 2©- عد صقر للحل 2 للمعادلة (***) 
فإن 42-0)برء 2(*0©) 2 وإلاا 7)*(>0 وهو الحل البديهى. وبدراسة 
الحالتين 0< (©) برء 7)6(>0”ر ينتج المطلوب. 

ملحوظة: _تسمى الحلول الدورية للنظم الخطية ذاتِ معاملات ثابتة بأنها تذبذبية 
خطية ومثال ذلك المعادلة 0- «ر2 سو+”برء حيث 82 ثايت وحلولها . عبمرورزوء 
)2 تذبذبية. 

يكون للصورة المترافقة ذاتيا للمعادلة التفاضلية الخطية من للرتبة للثانية أهمية 
خاصة وتأخذ المعادلة المترافقة ذاتيا الصورة 


1( 0- «(ع)ب+ (2(7)م) 
حيث مء © متصلتان 0< م على #. ويمكن كتابة المعادلة التفاضلية 
)2( 0- برزعمء + “ر(ع) + “رز )هع 


على الصورة (1) بضرب المعادلة (2) فى 





3 1 
جأه[( عه |/(عاها ! 7 


فإن 


5 7 2 دريو , عا(جه/(5م [ مه رهم 
صيغة آبل 2[نتحددم] 5*[اعطهم 


ليكن (+)هدء (*)0م حلين للمعادلة (1) سوف نثيت أن 


1594 


)3( © 32 [(ع) ع )نا رع« ع)ننا( عام 
حيث 2 ثابت. وحيث أن * ,/ا حلين للمعادلة (1) فإن 
0 > (ع) هراز :)+ [( )علا عحام] 
0 >(ع) ««ع)بو+ [(ع)' (ع)م] 
وإذا ضربنا المعادلة الأولى فى (<2)< والثانية فى (*)# بالطرح نحصل 
على | 
0 [تناعم)( ع) ب [*مم]( ع)ه 
ويتكامل الطرقفين من © إلى د تنحصل على 
- [(ه) مما - (ه) «ه)عنارمام 2 [() +«( )ها - ( )"<< )ندا( )م 
ونلاحظ أن المقدار داخل القوس هو رونسكى الحلين (2)ه و (*)«. ويكون 
الثابت م مساويا للصفر إذا كان الحلان (+)همه و (2*2)< مرتبطين خطيا. 
وتسمى المتطابقة (3) بصيغة أيل. 
7-١‏ يعض الخواص: 
يكون لحلول المعادلة التفاضلية 
01( 0- «ررع)ب+ 2( عام) 
الخواص التالية : 
خاصية )0: ذا كان (+)7 حلا للمعادلة (2) بحيث أن لنقطة ما [5,#] ©,ع 
يكون 0-(.*)درء 0-0(,») ر فإن 0-(2)2ر لجميع قيم [4,5]ء >. 
البرهان: الدالة (+2), للتى تساوى صفرا تطابقيا فى [6,»]» وهى تحقق 
المعادلة )2( والشرط الابتدائيى 02-0 وبالتالى الدالتان (ع) 1 (36 
تحققان نفس الشرط الابتدائى عند ,اء ومن نظرية الوحدوية نرى أن 
0-(ع).:ر-(2)ر لجميع قيم [5,ه]ع ع. 


*/اا- 


:)١( ملحوظة‎ 

(1) فى المعادلات التفاضلية من الرتبة الثانية لايوجد حل غير بديهى له صفر 
من الرتبة الأولى ( أى 0*#(ع)“ر) 

(ة) فى المعادلات التفاضلية من الرتبة النونية لايوجد حل غير بديهى له صفر 
من الرتبة (2-1) (أى 0(,ع)” “6 بر) 

خاصية :)١(‏ إذا كان (*2)2ر له صفر عند ©- عد فإن 0+(2©)ز 

البرهان: إذا كان 0-(6)ر-(©): 2 قإنه من الخاصية )١(‏ يكون (7)2 هو 


الحل للبديهى. 
خاصية ("): فى أى فترة مغلقة محدودة يكون للحل ()م7 عدد محدود من 
الاصفار. 


خاصية (:): إذا كان (©),درء (*),:ر حلين للمعادلة (1) والذى لهما صفر 
مشترك عند >ه- + فإن (22)2 يكون. ثايت مضاعف للحل (©/,بر [ أى 
(),من- (ع)رررء © حيث »ع ثابت ] 

البرهان: حيثف 7/)6(20 من الخاصية (؟) قإنه يمكننا تعريف الثابت © 
بالعلاقة (2:)4(/2/)6 - ع. وبالتالى الحل + للمعادلة (1) المعرف بالعلاقة 
(*),:ر-(ع)ررر-(+)0 يكون بحيث 0-(26)+4-(4)6. وبالتالى 0-(+2)+ أى 
أن (ع)ربن- (ع)رر. 

نظرية :)١(‏ إذا كانت 0<(+)م وكانت (+)م ء» (*)2 متصلين على 
الفترة 82> > هء فإن الحل الوحيد للمعادلة (1) للذى يكون له عدد غير محدود 
من الاصفار فى هذه للقترة هو الحل الصفرى (821011). 

البرهان: ليكن الحل (+)ر له عدد لا نهائى من الأصفار على هذه للفترة. 
فإن قئة هذه الأصفار لها نقطة نهاية "+ فى هذه الفترة ومن نظرية بولزانو- 
فير اشتراس (55ه)25ء18012220-771) يوجد متتابعة :(,+) من الأصفار 
والتى تتقارب إلى "+ مع 


...0,12 < م #6 0" 


سوف نثبت 0-(*2«) بر -(* »)بر والذى يلى من الخاصية (1) أن 2(>0) بر.ء 
إلا 


وحيث أن (>)بر دالة متصلة فى 2. فإن 
0ع بر درع) رما 


عندما *عج عر من خلال أى متتابعة من الأعدلد على [0,5]- وباختيار 
....... و درو كمتتابعة من الأعدا فنرى أن 0-(**)2ز. كما نلاحظ أن 


ورد 02د يون 

تعر وج عر 
وحيث تعلم ان (* 2 نر موجودة: فإننا نوجد قيمة النهاية بأخذ +« تؤول إلى "+ 
خلال متتابعة الأعداد ...م٠‏ وبالتالى 0-(60+5ر. وبهذا يتم 
اليرهان. 
تمهيدية (4): (يدون برهان) إذا كان الحل () بر له 10 من الاصفار فى للفترة 
[,<.مع] وأن 4 ٠‏ 84 ثابتان موجبان بحيث 2(<4)م , 834>(*)؟ فى 


[ردبوع] 5 فإن 
+1 رمم بع > 1 


53١‏ نظريات شتورم (111601:61235 130نتاة) 

)01 0- ررع)و+ («(عا)م) 
سوف نيرهن الآن نتائج أساسية برهنها شتورم وسوف نحتاج إلى التمهيدية 
التالية لاثبات النظرية. 
تمهيدية :)١(‏ إذا كان الحلان (*)+اء (2)< للمعادلة (1) لهما صفر مشترك 
فإنهما يكونا مرتبطين خطيا. وعلى للعكس إذا كان (2)لاء (2)< مرتبطين 
خطياً ولا يساويان الصقر تطايقياء فإذا تلمشى احدهما عند ,: - +« فإن الثاتى 


2 - 


2م 


البرهان: متروك للقارئ. 


عدد 0ح ور. 


19 - 


نظرية :)١(‏ نظرية شتورم للفصل (200مدمء5). إذا كان (+2)ءاء (+)م 
حلين مستقلين خطيا للمعادلة (1) فإنه بين أى صفرين متتاليين للحل (02) 
يوجد صفر وحيد للحل (+2) /. 
البرهان: ليكن ,+*- #دء ,دح عر صفرين متتاليين للحل (+)ه وأن . ,> ,ع 
كما فى للشكل. وبدون فقد للتعميم سنفترض أن 0<(+)ه: على الفترة 
د> > ,د.ا وهذا ينتج من للحقيقة أن (2)ه يكون أيضاً حلا اله نقس 
الصفرين مثل (*)ه. ومن الاقتراض ينتج أن 0<( هاء 0>(,ع) هة. 
وبالمثل بدون فقد العموم سوف نفترض أن 0<(,>)/ حيث #0 (,ع) ١‏ 
(خاصية (4)) بوضع ,جرع عر فى للمعادلة 
>1( ع نا زع)' +« ع) هن( عام 
نلاحظ أن 0> 24 ويلى ذلك ان 
0 >1 ع) رع ها - (رع)” ترع) :]زمر 





ولكن 0-(,*)اء 0>(,خ”ة وبالتالى 0>(,+)<. وحيث أن (+2)< دالة 
متصلة. فيجب أن يكون لها صقرا واحدا على الأقل بين ,*« (حيث (+2) م« 
موجبة)» ,+ (حيث (+)< سالبة). وعلى ذلك لايمكن أن يكون هناك اكثر من 
صفر واحد. وبعكس الحجة أعلاه بافتراض أن للحل (<)<: صفران متتاليان 
يكون الحل (*2)ه صفراً واحدا فقط وهذا يتناقض مع الافتراض. ويهذا يتم 
البيرهان. 

ملحوظة :)١(‏ ليس كل المعادلات (1) يكون لها صفرين على 1. 

وعموما يكون لدينا النظرية التالية 


5 


نظرية ("): ليكن (2)ماء (2*2)ا دالتين من الفصل '©)) على [4,8] 
ونفترض أن 0-(5) + (©) :اه 720(+)< على (2,5). إذا كان 


0 # (ع) هزع ) - ( ع (١)‏ ع) ها ع (عر) ب 
على [2,85] فإن (2)2: تتلاشى مرة واحدة على (2,5). 


البرهان: يدون فقد العموم ليكن 2<(<0) 7 على [5,©] وان 2(<0)< على 
[2.5]. فإن 


0 < (5<:')65)ه - (ط) ٠‏ , 0 > (ه)* 20)غ - (ه) ا 
ولأن 6»)26(<0ه 2665(>0 فيلى أن 62<0) ء 5(>0) وطبقاً لذلك 
فإنه يجب أن تتلاشى (+2): مرة واحدة على الأقل على (5,©). وطالما أن 
0>)+» على (2,5) فإن صفر الدالة (2)م يكون بسيطا. نفترض أن 
(خ)م لها صفرا ثاتبا على (4,5). باستخدام نفس للحجة السايقة ويتبادل 
(*)هاء (+)7 يتبين أن (2)< لها صفر بين صفرين الدالة (2)»: مناقضا 
الافتراض. ويهذا يتم البرهان. 
ومن النظرية السايقة يكون لدينا النتيجة التالية. 
نتيجة: إذا كان للدالة (+*)< عدد لانهائى من الأصفار وكانت 0 *) ب على 
[5,ه] فإن: 

(3) يكون للدالة (2)ه عدد غير منتهى من الاصفار على (8,5) أيضاً 

(33) أصفار كل من (2)غاء (+)« بسيطة 

(ققة) أصفار (<)لاء (+)< يفصل كل منهما الأخر 

وقد تكون 5 محدودة أو غير محدودة. 

ملحوظة 2:)١(‏ لاحظ أن إذا كانت -ه- 3ء (2)/د الها اشارة ولحدة فإن 
معطيات النتيجة تتحقق لقيم عد الكبيرة. 

التمهيدية التالية (بدون برهان) 

تمهيدية (؟): ليكن (+)اء (+)د داللتان من الفصل [ؤ2,8]'© وأن 
0-(5)ه- (©)* بحيث 0*(+)لا على [6,5] فإنه يوجد ثابتان ,ع2 ,> 


675 - 


ليس كليهما صفرء بحيث أن الدالة (>) دء+(+)4م لهما صفر مكرر على 
(6,5)- 
نظرية (شتورم للمقارنة) . (2اءع111602 001232241502 2تكنتاك) 
تعرف أن حلول المعادلة 0- 4+”2 تتذبذب على الفترة :2 > د>0 اكثر 
من حلول للمعادلة 0- بر+”“ر على نقس الفترة حيث أن أحد حلول المعادلة 
الأولى 5182 بينما احد حلول الثانية هذة. 
وإن نظرية شترم للمقارنة تقارن بين معدل تذيذب حلول المعادلتين 
)2( 0- «(ع)و+ («١‏ ع)م) 
)03( 0- >2(»),ب+ 2025م ) 
حيث 0< مء 2ع 9» ,4 دوال متصلة على > <> ». 
نظرية 7: (نظرية شتورم للمقارنة) 
إذا كان الحل (7)2 للمعادلة (2) له صفرين متتالين عند ,دح عرء ,جرع عرء 
(.*«>,*)ء وكان (+)4,/2(<4 (حيث تتحقق المتباينة على الأقل عند نقطة 
فى الفترة [,«.,ع])ء فإن الحل (+) للمعادلة (3) الذى يتلاشى عند ,+«- م« 
سوف يتلاشى مرة أخرى على الفترة > 32> 2. 


1 


/ (ع)رج عدو ب ليه كك 
١ 8‏ ل 2 
أئةه 2 30 
أ ّ' 


. * 


22 


البرهان: نفترض بدون فقد العمومية » أن 2(<0) بر على الفترة ,> > ,د 
وأن 0<(,ع»برء 2(>0»)»ر وأن 2»*(<0. وحيث أن (2)درء (2)2 
حلين للمعادلتين (2) (3) فيكون لدينا المتطابقتان. 


16د 


0ع) رزع)ب+ [ ر(عام] 
0 )+ 021 )م] 


بضرب المعادلة الأولى فى (+)ج- والثانية فى (*) والجمع وتكامل 
المعادلة الناتجة على للفترة ,*«> +« > ,+ فنحصل على 


0- جه« [و- ,وا | + ياج  -«“‏ عبرارعام 
أو 
4( 4( ع) 2( ) بز[ )و -(9,)6] | > (رع) ج(رع) بإررعام 
الأن نفترض أن 2)2(<0 على ,+« > + > ,+ فإن التكامل فى (4) يكون 
موجبا بينما الطرف الأيسر ليس كذلك وهذا يؤدى إلى تناقض مما يؤكد صحة 
النظرية. 
كما نلاحظ أيضاً أنه إذا كانت (2)2( تتلاشى أيضاً عند ,>< ,ع جر امع 
4< ,ب على (,<«.,») فإن (+2)ج سوف تتلاشى أيضا عند ,> »> ,عر لذلك 
نعتبر حلا ثانيا (*),ج2 للمعادلة (3) معرف بالشروط 2,)2,0-0»: 
0). وعلى ذلك يكون للحل (+),ج صقرا وع فى الفترة ,<> > ,ع 
وباستخدام نظرية شتورم للفصل نجد أن (*2)2 لها صفرة على القترة 
و3 > 36> رعدء 
مثال :)١(‏ اثبت أن كل حب للمعادلة 0- بر*2ر+“رر لها عدد غير منتهى من 
الاأصفار على (©,1]. 
الحل: نعتير 0- بر+”ر وللذى حلها «مزه الذى له اصفار عندما 21 - عدء 
...1 - *. وحيث أن 7<1« على (1,5] فإن من نظرية شتورم للمقارنة 
فإن للمعادلة المعطاة فى المسألة لها على الأقل صفر بين ٠217‏ 1(2+ 4). 
وبالتالى لها عدد لانهائى من الأصفار على (1,5] ٠‏ 
مثال (؟): ليكن ندينا المعادلة 0 - بر+ج”ر الذى حليهما هما 
ا ع ( عار ث 05ح -(6,)2 


كلا 


وان أصفار ,و هى 2+ وأصفار ,4 هى 77 حيث 7 عدد صحيح. 
فإن هذه الحلول تتبادل (تتعاقب) على (ه,م) كما فى الشكل 





ومن نظرية شتروم للفصل فان بين أى صفرين للحل (2),© يوجد صفر وحيد 
للحل (2)ي© . 

مثال (: الدالتان دطصنزوء ««طومه يكونا حلين مستقلين 0 - بودثير. فانتا 
دطونة لها صفر؟ عند 0 -ع يينما #رطومه ليس لها أصفار كما فى الشكل 





نرى من هذه الأمثلة أن نظرية.شتروم لاتتعرض لعدد أصفار الحل. 
مثال (5): ليكن لدينا المعادلتين 


ثب 0ع بو 2ه 00 





 17/ا/‎ 


حيث 4ه 2 تابتان 0< 4< 8 . فالدالتان ,م , 7 المعرفتان على 
الترتيب كما يلى هزد - (+),رم ., «لة4هنه -(+)/,0 وهما حلين حفيقيين 
نعتير أصفار 5184 وهى 


عدوم | #لللم هم 
07 4م 5 لق 

إن من فظرية شتورمالمقرئة تكون متكنين من أن «8ههنه لها على الأقل 
...,42 ,0,1 - مر 0ك 3 نس 


وعلى وجه الخصوص 0- # 2 اصبر لكل من ع4 منوء #«8هذة. ويكون 
الصفر التالى للحل 5128 هو ومن الواضح أن م 
مثال (5): ليكن لدينا 
0< -,ا1- بو ,0- برج+ثر (0 
0< ,1 د بو ,0- بر-كرر (ق) 
جميع شروط النظرية (؟) متحققة ماعدا ,4 ليست اكبر من +. ونلاحظ 
بسهولة أن يبين أى صفرين للحل (>)بر للمعادلة ()» فإن أى حل (>)ر 


للمعادلة (11) لايسمح وجود صفر يبين صفرى الحل (*)2 للمعادلة (0. 
وعلى ذلك لاتتحقق النظرية إذا اسقطنا الشرط (9)8؟< (+),؟. 


مثال ): ليكن لدينا 
1>(ع)0 ,0- برجدير (0) 
4 02- ح4+*ج (01) 


نلاحظ تحقق الشرط (4)2<(),ب وكذلك شروط نظرية  )3(‏ «مفلو- براهو 
حل للمعادلة (1) وان (*2)2زذه- ح هو حل المعادلة (11) الذى له صفر عند 


ِ- د .0 - ,د. ومن الواضح أن +هةة-(*) لايتلاشى فى الفترة 06 


 6ا#هد-‎ 


وهذا يبين أن د 0 النظرية (") بين أى صفرين للحل (+)ج لايشترط 
وجود صفر للحل (*) ز 


ليكن لدينا المعادلة التفاضلية 


٠ )8(‏ 0- ا( عايه+ *() »+ -2)0(27ه 
والتى يمكن تحويلها إلى 
2( ش 0- وز عر)ن + كير 


وذلك باستخدلم التحويل 39 ]ل إمه»- , حيث 


ومبه- ممه 1 1 
2 2 442 .يه 9 

وهذا يقودنا إلى النظرية التالية. 

نظرية (5): لذا كان 2(>0)؟ فى للفترة (.<.,<) فإن أى حل غير صفرى 

(+)# للمعادلة (8) له على الأكثر صفر واحد على (,د,,) 


اليرهان: نقفترص أن 0 ,عم فإن 0 عو حيث ,ع > ,2 > ,ع وإلا إذا 
كان 0-(.ع)0 فإن 0-(<2)+9 من نظرية وجود للحل. إذا كان 9)2,(<0 
فإن لكل ,2< + يكون 2(<0© وبالتالى 0 <(9)2(02--(2)© وبالتالى 
تكون (+)م دالة مطردة التزايد وبالتالى ليس لها صفر لكل ,>< ع ويالمئل 


ليس للحل © اصفار عندما ,*> + وبالمثل يتحقق ذلك إذا إفترضتا 
0 ومن هذا نستنتج أن + ليس .لها كن تمن .مش والحم ف الفترة 
(وي*ةىع>). 

4-0١‏ الصيغ المترافقة (للقرينة): 05م؟ غهمذه[80 


0> «(ع)يه + *((ع),ه + ”<(2)مه- [2]ءآ 
معرفة على للفترة 4» وبتكامل [72]2ج بالتجزئ من © إلى *« نحصل على 


يك 


م[ «(بمه) + «(ممع) - “«((مم2)] - عق[ نر]نات | 


1( 4 [(يه2) + (مه2) - ”(20)] |+ 
والآن نعرف مؤثر من الرتية الثانية 2 بالعلاقة 
02 + ب4- يه) + :2( - و0 2) + “جره - (ي20) + (,20) - 20,(7) - ( 2) ئآ 
وتأخذ العلاقة (1) الصورة 
2 0 21( - ,2) +270 - 5 0)مه] - ع2[ ج] نابر -[ راطع) [ 
يسمى 5 بالمؤثر المترافق (القرين) للمؤثر .2. ويمكن التأكد من أن المؤثر 
المترافق للمؤثر #5 هو // نفسه. إذا كان .4- "5 فإنه يقال أن ,1 مؤثر 
مترافق ذاتى 511-2003286 والشرط الضرورى لتحقيق ذلك 
ي4 + 040-67 > يه ,6 ,4- 200 - به 
وهذا يتحقق إذا كان ,4ح ,4. 
وإذا كان / مؤئر ذاتى فيكون لدينا 
)03( يه + (8007) - «زيه + “نمه + “مه - [ ]ءا 
وعموما إذا لم يكن ,2 غير مترافق ذاتياء فإذا وضعنا 
400 ]او 1 
)4( 5 أ اوه - رمه 
فإن (2)2(507 يكون مترافق ذاتيا . 


كثير من معادلات للفيزياء الرياضية يعبر عنها فى الصورة المترافقة وتكون 
ذات أهمية فى نظرية شتروم وليوفيل 1011110-117111ك 


والأن إذا اشتققنا طرفى (2) نحصل على 


د عقا 


)05 [2(ي6- به) + ددر كك (2) ابر -[ بر]لاج 


والتى تعرف يمتطابقة لاجرانج 10620149 128232386 للمؤثر مك. 
وإذا كاملنا (2) من © إلى 8 نحصل على متطابقة جرين. 
5 


)6( وآ 40((72- يه) +277 - 2 09)مما- * عفن[ جنار -][ جاطع) [ 


وإذا كان ,1 مؤئر مترافق ذاتياً فى هذه العلاقة (6) تؤول إلى 


و 
21 - )مه - عه([ع] ناح -[ راطع) . | 


5-١‏ تعويض بروقر (5115513101108 292111401) (طريقة شتورم للثانية 


للمقارنة) ٠‏ 
من الطرق الجيدة لتحديد موقع أصفار حلول المعادلة التفاضلية من الرتبة الثانية 
)01 0 , 0- دمو | كرمم > 

تلك التى وضعها يروفر. والطريقة تتكون من استخدام طريقة تعويض بروفر 
)2( 0وسنو عر ., 0ومحم ع نزو 
والمتغيران المرتبطان الجديدان» حيث لا يتلاشى الجاكوبىء» هما 
)03 دم ,تبرج ةرو تم 
4( 2م / 2) صم - 6 


حيث يسمى ” بمتغير السعة » (0)2 بمتغير الطور (ع7221201 عكقلام). 
ومن الواضح أنه إذا كان 0 -+7 يكون مكاقئا إلى 0 -راء 2-0رر لأى ع 
معطاة. ومن نظرية وحدوية الحل يكون 0-()( 

ولتعيين نظام المعادلات التفاضلية المكافئ إلى (7)2ء (0)2©- تشتق أولا (3) 
ثم نبسطها فنحصل على 


ه١‎ 


)3 ممه دنهم[ وك )- رجا 
ثم تشتق (4) ونبسطها فنحصل على 
)62( 0 + 60 *مم 2 - (ج) 6 


يسمى للنظام (5)؛ (6) الذى يكافئ المعادلة (1) بنظام يروفر المصاحب 
للمعادلة المتراققة ذاتيآ (1) وعندما تكون م © متصلتان فيمكننا أن تكتب 


0ع +20 6 -(60,ع) ثرو 


20 مه 4- 4- 3 


وترى أن ث/عء .كر متصلتان وأن ثم تحقق شرط لبشتز الذى له ثابت ليشئز 





1 
مناة + |(ع)9]| منة كأ | وده - 8 
(ع)ص ذه عكه ط>عحه ط> ع>ن 
وعلى ذلك بدا كانت للقيمة الابتداثية » - (©)60 معطاة قاإن من نظرية وحدوية 
الحل يوجد حل وحيد (0)2. وعندما تكون (0)2 معلومة فإنه يمكن أن توجد 
(ع)” من (5) مستخدمين العلاقة 


| 4زم 0 ممه ز06 «ن| ١ه‏ م أ 0لا (ه)” - 0س 


نلاحظ أن الحل يعتمد على (7)6 ٠‏ (0)6. ويتغير (7)6 يحدث تغير فقط فى 
(+) بر بمعامل ثابت. وبالتالى يمكن دراسة أصفار أى حل للمعادلة (1) بدراسة 
المعادلة (6). 

وحيث أن 0<(+)<» توجد أصفار أى حل (+)ب عند النقاط حيث 0-0 هزو. 
وعند كل من هذه النقاط ....+0-0,25+27 يكون لدينا ‏ 230-1ومح». 


7ع 


2-0 وعلى ذلك يكون المنحنى ((2)*(,0)8)» فى نظام الاحداثيات 


القطبية» يمكن أن يقطع الأشعة ....+,2+,1+,2-0, ء» 2م -0 فقط فى عكس 
إتجاه عقارب الساعه كما فى الشكل 









نينا ا ال ل ا ا ا لا اي لي ا م لا 
مم اي الي اي لي ل ا ا ا ل 2 22 2 





4 
0 - رمو + سرهم | - راط 


الذى له عدد غير منتهى من الاصفار على [4,5] يكون هو الحل الصفرى. 


اليرهان: ليكن (2)© له عدد غير منتهى منن الأصفار على [4.5]. فإنه يكون 
لهم نقطة نهاية تجمع ©. ليكن [,+) هى متتابعة من الاصفار للتى لها 
,»دنا - ». وحيث أن ()م دالة متصلة فيكون لدينا 


0 (,ع) ف سنا - زعو 


- 47 


م 0900 مدنا - (ع)؟ 
"سمه و2 دي كد 

ومن نظرية وحدوية الحل يكون 0-(90)2. 

ملحوظة: بالرغم من أن النظرية السابقة تنص على أنه فى فترة منتهية» يمكن 

للحل غير الصفرى أن يكون له عدد منتهى من الأصفار. 

نظرية 0غ: (نظرية شتروم الثانية للمقارنة) 

ليكن م دم 94 4١‏ دوال متصلة على [5.»©] وليكن 

(>),م > (+*)رم >0 ,(2),و<(92)2 على [5,ه]. وليكن ,هء» ,0 حلين غير 

صفرين للمعادلتين 


2 4 
0> ررو+(ر 71و 


2 4 
0- برربو+( «يم) ل 


عل 
على الترتيب. إذا كان (0,)4 <(6,)4 فإن (<),6 <(6,0 . 
البرهان: تكون معادلتا بروفر هما 
2( ((ع) ,0,ع) طح تمنو ب+ ,60 وك - 0 
82 


9 
-_ه 


)5 ((2) ,6 ,)م - ,0 “هنة + ,60 0-0 
و 


ومن الافتراضات لجميع [4,5] © + يكون 
(( 0)2, )رط ع (( 00, جم 
ويكون لدينا من (7)؛ (8) 
((0,)2,ع) 5 -((ع)ي6, )م - 0 - ي,6) 


)69 ((6,)2, )اك -((ع)ي6,ع) 5 < 


- 85 


وبالتالى 
(( 2) 0, ), -( ع) ,9,ع) "5 > ",4 - ,6) 


ليكن و0- ,6 - و ونفترص أن ( )0 < (2) ,6 . إذا كان “/ هو نايت ليشتر 


للدالة 5 فإن 
5-0 
وهى متابينة من للرتبة الأولى. ويالتالى 
-ع) 4 
0 


وبالتكامل © إلى :ا نحصل على 
“د هرم)ي > * برعي 
والتى تؤدى إلى 
(10) » *عرم)ة > ( )يا 


ولكن 0,6(>0-(60,6-(5)0 من الأفتراض وأن 25“<0 لجميع 
[12.5 + ويلى من (10) إلى 0>(غ5)2 وللتى تتناقض مع افتراضنا أن 
0< وبهذا يتم اليرهان. 
نتيجة :)١(‏ إذا كان (<«),هو<(),ب على (6,5) فإن (0,)2(<0,)2 على 
[2ه]. 
البرهان: نفترض أن لقيمة >< عء فيكون (+),0-(0,0 لجميع [©,] © عر. 
ومن الواضح أنه (9) يمكن أن تتحقق للمتياينة 2 ,4< ,4 فقط إذا كان 
(»),م-(ع)رم على (ع,6) وبإذا كان 20070 - ,6< ,26 وترى أن 
المعادلتين (7)ء (8) لايمكن أن يتحققا. وهذا يتناقض من اقفتراضنا. 

ويذلك نكون قد برهنا لا يمكن أن يوجد 2< © بحيث (0,)2(<0,)2 
على [8,5]. وبالتالى يجب أن توجد متتابعة من للنقاط (,ع) مع نقطة نهاية © 
بحيتث أن (رع),6 <(,ع),ة . وعلى ذلك (),0 <(0,)2 لقيم ,< + وبالتالى 
(2) ,6 <(90,)20 على [4,5). 


5486 


والأن يمكننا أن نمدد (7:4620©) نظرية شترم الثانية للمقارنة. 
نظرية (): ليكن ,بء ,ب أى حلين غير صفرين للمعادلتين 


4 
0ح بريجو+” بررم) حب 1[ ]ا 


0 روي +(“ نروم) سك - [ «]رة 
على الترتيب. ليكن (<),م>(<+)رم > ١0‏ (0,)2و<(2),ن لجميع [5,ه] © ع. 
فان ,ب لها صفرا بين أى صفرين متتالين للحل ,ب. 
البرهان: ليكن للحل ,و صفرين ,*-ح درء ,+- عدء 0<(>),م فيكون 
(11) 1+ ©) - (ي )9 , 2#د(,ع)ه 


لعدد صحيح . وحيث أن يتغيير 6 بمضافات :7 لا يغير © ٠.‏ وسوف 
نفقترضء بدون ققد للعمومء أن 
> (,2) ,0 - (,) 0 


وبالتالى 
1(1 + 2 ) > (,ع) ي0 
ولكن من نظرية (؟) يكون لدينا 
(جع) ,0 < (وع),60 
ومن (11) نجد أن 
17+ 6) < (,رع<) ,0 


وبالتالى فإن (,*),0 يجب أن تأخذ للقيمة 1(5+ 7#5) عند نقطة ما 
(يع«ى,ع) ع ”ع وبالتالى 0-<( >2)رب. 
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تمارين 
-١‏ اثبت أن بين كل صفرين متتاليين للحل دوزو يوجد صفر واحد للحل 
وم + هزد (استخدم نظرية شتورم). 
-"١‏ إذا كان (ج)سه هو حل | 0-((ع)رعو+ 1 ر(ع)رم]) بحيث أن 
0 > *)فا- (مع)عاء 0<(<)ياء ((إ2ير> بر > ى>) لثيت أن 0< ع م وأن 


00> ع . 
“- اثبت أنه بين كل صفرين متتالين للدالة دما دسو يوجد صفرا للدالة 
دم[ رومع . 


4- اثبت أنه إذا كان 9)2(>0 على [4.5]» فإنه لايوجد حل غير صفرى 
للمعادلة 0- برهوه+ 7 «رم) له أكثر من صفر واحد على [4,8]. 
ه- لثبت أن كل حل غير صفرى للمعالة 0- ر(عطهة)+”رر له على 
الاكثر صفر واحد فى (0,--) وعدد لانهائى الاصفار فى (م,0) . 
1- ليكن 9)*(<0» © دالة متصلة على (م,0). اثبت أن كل حل غير 
صفرى للمعادلة ‏ 0- «(ع)نو+”ر له عدد لا نهائى ومن الاصفار على 
(ه,0) 
7- اثبت أن كل حل غير صفرى للمعادلة 0- بر*ع+*”ير له عدد لاتهائى من 
الاصفار على (ه,0) بيتما الحل غير الصفقرى للمعادلة 0 - بد *م-” بر لد على 
الاكثر صفر واحد على (0,0). 
4- حول معادلة لاجير 0- برم+' بررج-1)+” دودرء 5 ثايت. إلى معادلة 
مترافقة ذاتيً وناقش السلوك التذبذبى لحلها على (<,1) . 
49- ليكن ‏ 9)2+2(>0 على الفترة 7 . اثيت عدم وجود حل للمعادلة 
ك4 4 اميه 

5 252 كسد 1 
- «و +[ نم )سك يتنينب على 
-٠‏ ليكن (94)2 قابله للاشتقاق باستمرارء 9)2(<0» 26976)(<0 على 
(10,5]. إذا كان ,عءاء ,ع صقرين متتاليين للدللة (+6© حيث (+)و حلا 
للمعادلة 0- بررع)ب+”2 اثبت ان [(,4)2>(,ع؟ (نظرية 205800055). 


لأا - 


-١‏ ليكن 0<()رم<(+)رمء (+)/,4<(ع).4ء» [5.ه]اج + وليكن رب حل 
المعادلة 


4 ١ 


ونفترض أن 
(0(092) رصي (2)6(02)8م 
٠‏ (©),؟ (©)92 
واذا كان للحل ,بوب عدد # من الاصفار على [4,5) فقط واثبت أن (+),يم 
لها على الأقل <: من الاصفار على نفس الفترة. 
- أوجد حل المعادلة 20هو +0 2وم ع ٠8‏ 0< ,0< فز. 
-١‏ أوجد للفترة الذى يكون فيها للحل غير الصفرى لمعادلة ليجندر 
0 بر2 +“ بور2 -” بر(” ع --1) 
على الاكثر صفر واحد. ْ 
-١‏ ناقش تذيذب حلول كل من 
0- بررعءمزو +1)+”ر (1) 
0ح بررع2ومء)+”رر (نذ) 
65- حل اللمعادلة التفاضلية 2(7-0)م) واثبت أنه لايوجد حل غير 
صفرى له لكثر من صقر واحد 
1- ناقش تذبذب وعدم تذبذنب حلول المعادلات 
2-0 يع 0ح بر*م+”ير (1) 
0< ير 0ح بر *م-”بر (11) 


-١١/‏ استخدم نظرية شتورم للفصل لاثيات ان بين أى صفرين متتاليين للدالة 
2 05ء + 22 518 يوجد صفر واحد للدالة 2 5م- 22 زو 


ذا - 


4- اثبت أن كل حل للمعادلة 0- بر[ة+(+)ج]+”2 لها عدد لانهائى من 
الاأصفار الموجبة» 0< 4 على (1.5] حيث » ثابت 


8- اعتير المعادلة 0- «()ب+”ر حيث © دالة متصلة على [2,5] 
بحيث أن 0)*(>84> :7 >0. ليكن © حل هذه المعادلة وله صفرين عند 
بعدء وعدا احيث > , > ,ع > 4. اثيت أن 


عا يوسا رع 
7 1 2 ا 


٠‏ اثبت أن حلول المعادلة 0- بر+”ر تتذبذنب أكثر من حلول المعادلة 
0ح برج“ بور+”برةعر على الفترة (-,1) 


قم 


الباب الثانى والعشرون 
كتدع1اطن:ظ علد جتملسسسن18 
١-7‏ مقدمة : تتعرض مسائل للقيمة الحدية لايجاد حل مجهول والذى يحقق 
7-١‏ مسائل للقيم الحدية : 
يمكن كتاية مسألة القيمة الحدية » عموما » على للصورة 
0 86> ع««> هم 2 ,(2) /-(1.)2 
> 12 0 > [ ] 0 
حيث ,1 مؤثر تفاضلى خطى من رتبة 2 » “,57 مؤثر_ حدى يعرف بالتالى 


2( () 0-0 بررق الإجرم) بريه !2 -1 ]نا 
عدر 1< 
ومعالجة نظام معادلات تفاضلية يكون اكدر صعوية . 
وتظهر كثير من مسائل القيم الحدية فى الفيزياء والتى تتكون من معادلة 
تفاضلية من الرئية الثانية على الصورة . 
8 > عر > » 377 ع) وح ”نر 


حيث ,ما » رم ثوابت . وكثير من مسائل للقيم الحدية المعقدة تفابل الباحثين 


مع الشرطين الخدين 
© - (©)' (زيه + (©) ,4 - [ ]رلا 
8 -(6)' ريط +(6) بررط- [ را نا 
حيث 0 ٠‏ 8 ء ٠١646‏ 5 ثوابت . وهنا سوف ندرس مسألة قيمة حدية خطية 
تتكون من معادلة تفاضلية 
)0( (<) #و- بر(ع) و + برع م + “ير > [بو].1 
13 


والشروط الابتدائية هى 

0 > (ه)' بريه + (4) «إيه - [ ]نا 
8ع (6) نررط+ ( 6) ررط- [ رآ نا 
حيث ,ه , يه وكذلك ,5 , ,ة لا يساويان الصفر معا و © ٠‏ 6 ثابتان . 
وعموما مسألة القيمة للحدية قد لايكون لها حل ٠»‏ وإذا كان لها حل قد يكون هذا 
الحل ليس وحيداً . وسوف نبين ذلك فى مثال بسيط . 

مثال )١(‏ : ليكن لدينا مسألة القيمة الحدية 


(4) 


١-0‏ ثب  02)0(20‏ . 1ح ب7رجترر 
ويكون حلها باستخدام طريقة تغيير الثنوابت على الصورة 
- 05 -1 - ( )90 
نلاحظ أن حل مسألة القيمة الحدية المتجانسة السابقة يكون حلا بديهيا . أى أن 
للمعادلة حلان - الآن تعتير مسألة القيمة الحدية 


0<-60بر ., 0-0)بن 0 1ح بربثير 


ويكون حلها العام 
1+ 512 يع + 2 05» رع ع () 
وبتطبيق الشروط الحدية ينتج أن 


0 >-1+بع-- )0 ., 1-0+ ع (0)م 
وهذا غير ممكن . وبالتالى لايكون لمسألة القيمة الحدية حل . ولكن إذا أخذنا 
مسألة القيمة الحدية المتجانسة المناظرة وهى 

2-0 . 7)0(20 ., 0 برجار 
يكون لها حل عام وهو +«منور»-(+)؟ ء حيث ,ء ثابت اختيارى 
وهذا يقودنا إلى النظرية التالية 


214 


نظرية )١(‏ : ليكن (*)مء (9)2© ء (*)ر دوال متصلة على [5 ,4©] فإما أن 


“ر-1 :]ك1 
5 
0 21-6 0 د 0-[72],ن 
حل وحيد لأى ثابتين معطيين © » 6 أو يكون لمسألة القيمة الحدية المتجانسة 
المناظرة 
0 ]خم 
6 
66 1-0جرارة . 0-[بر]رن 
حل غير صفرى . 


البرهان : ليكن (<),© ء (*),0 حلين لمسائل القيمة الحدية 


ره (©6)© 00 . يه6(2)ره ‏ ., 0-(6)رج]ط 
رط--(6:و 0 . يط-(6يهب , 0-(جيماة 


وليكن ا حل مسألة القيمة الأبتدائية 


(7 


86( 0 - 0م )ينا - (ه)بد ص (2) رح [(2)رن].ظ1 
وعلى ذلك يكو الحل للعام هو 
) عن )بز + ( <) يرع + ( )0 ع 00 


وهو يحقق (>) /-[(+) ,]2 . ولكى تحقق (>)© الشروط الحدية فى (5) 
يجب أن يكون لدينا 


» - [(2) ,0يه + (ه) رمبعارء - ( ع)[م], نا 
8 ع [(6) بإتيط + ( 6) لبارط] + [(4) بجرط + ( 6 ,ورطان - ( ع)[م], نا 
وإذا عوضنا عن ,ه » يه ء ,5 ء يم من (7) نحصل على 
» > [(0,)4002)2) - (4) يم(24) ,©ه-]يء - [ج], نا 
8 - [لإحا, نا+[(6) ,0( 6)يم +( 6) ,0( 6) رم-]ن - [م], نآ 


2-1912 


إذا كانت ,ب ٠‏ ,م مستقلتين خطيا فإن الرونسكى 0+ ,م/م - يمرب - /87 لأى 
[5.>] عع ٠.‏ وبالتالى لأى ثوايت معطاه © ٠‏ م + © ع رع تحدد يطريقة 


أما إذا كانت ,ب »٠‏ ,و مرتيطتين خطيا فإن 0- ,مر + ,و,2د. لثابتين ,5 » 
يب فإن و0 كل > بم وبالتالى 


0 > [(2()4) ,© + (4) ,4()0) به-] > [,م], نا 

0 > [(6(0,)6) ,© + (5) ,0( 6) ,0 -] 1 > [ روا نا 

أى 1-0ي,ه],-7,]194,1 . وحيث أن ,بو » ,© يحققان للمعادلة التفاضلية 

المتجانسة وشروط اللقيمة الحدية المتجانسة فإنه يمكن أن يكون هناك حل واحد 
لمسألة القيم الحدية المتجانئسة المناظرة (6) . 
؟١"-"”‏ دولل جرين 111211025 001661075 

سوف نقدم فى هذا البند دوال جرين . لنعتير المعادلة التفاضلية الخطية غير 

| تجا 3 
10( [14.,9] عع () --[1 راط 


4 2 0 
حيث عجرأ +|| |(ع سساح ل للشر ط الحدية المتحاتسة 
ّ )2و ) 1 ام 1 مع 5و ِ - 


20( 0- (4) "يه + (24) إ,ه 

)0 | 0-(65) ايه + (6) بررط 
حيث بها » ,»ه لايساويان الصفر معا وكذلك ,5 ٠‏ ,ثم لايساويان الصفر معا . 
سنفترض أن ك“رء © دالتان مد متصلتان وأن م7 لها مشتفات متصلة ولا تتلاشى 
على [5 ,4©] ٠.‏ والآن نبين كيف نشأت دالة جرين . 
نعتبر حبل مرن مشدود أفقيآ بقوة شد ثابتة "27 . وحيث أن الحيل ليس له مقاومة 
للانحناء فإن للقوة الداخلية الوحيدة هى الشد 42 للذدى يؤثر فى اتجاه المماس 
لمنحنى الاتحناء (061160010) . 


اماك 


ليكن (2)2 الأزاحة الرأسية للحبل . ليكن (*)م الحمل الموزع باستمرار 
لوحدة الطول . وبالتالى يكون الحمل +ة(+)م محمول بالحبل فى الفترة 
(جه4+ «,ع) يكون متزنا مع للمركبة الرأسية للشد 7 . وإذا افترضنا أن 
الازاحة الرأسية تكون صبغيرة مقارنة مع طول الحبل فيكون لدينا معادلة الأتزان 
لعنصر بين «,عثظة + ع 

0- عذ( »)م -[()'( -(عذ + ع)' ]1 
أى ش 


(م_ (» را درعه+ 2 در 
4 حذث 


وبأخذ للنهاية عندما 0ج ةل نحصل على 
0/7م > ”نر 
والتى يمكن كتابتها على الصورة 
(غ+)ع-- (ع)” ( -[ ]كط 
حيث 7/(ع)م-- (ع)ع 
وإذا أفترضنا أن كل من طرفى الحيل متصلة بدعامة بحيث أن رد الفعل الرأسى 
يتناسب مع الازلحة » تكون الشروط الحدية 
(6) رط - (6) 12 و (©)7به-- (ه) 1 
والتى يمكن صياغتها بالصورة | 
6(>0” ورط+ (6) رط : 0م ي2 + (2) 0 
حيث 7- ,ة- يه . يوجد أيضاً شروظ حدية أخرى مثل أن أحد الطرفين 
مثبت. إذا كان مثيثا عند © 2 فإن 0-(©):2 - 
والآأن نعتير مسألة القيم الحدية )"-١(‏ فإذا رمزنا بالرمز (2.5)© لانحناء 
الحبل عند # للناتج عن وحدة القوة الموزعة بانتظام عند النقطة 5 ء فإن 
الانحناء عند 2 الناتج عن قوة موزعة بانتظام (5) / بالنسبة لوحدة الطول على 
عنصر الفترة (5,5+245) يكون 2.245« 0500 / ونظرا لأن المسألة خطية 


>46 


يكون انحناء للحبل عند + الناتج عن القوة الموزعة (5) مر على الفترة [5 ,©] 
معطى بالتكامل 


4 24 .© | - (م)ن د ر 


تسمى للدالة (5, <) © بدالة للتأثير (ع40680مة) أو بدالة جرين . ومن 
الواضح أنه يجب تعريف 5.*) © بأن تكون متصلة على [5 ,©] وتحقق 
الشروط الحدية المعطاة . ومن تعريف داللة جرين تكون (6)2,5© هى حل 
للمعادلة 

)0 0 /- -[ راءطة 


حيث (2)جر هى الدالة التى تتلاشى خارج الفترة ع>إ|5- +| وداخل الفترة 
ع>|5- «| وتحقق للعلاقة 


عدج 
)6( 1- حارعر/ | 
ع5 
وبالتالى لجميع 5+ د ء (2,5*) 26 تحقق للمعادلة المتجانسة 
0 -21], 
عندما 5< د يكون لدينا من للمعادلة (5) هذه للعلاقة للتالية يعد إجراء 


عملية التكامل 


بع عبع عع 
4( ع) / | -- حدزع, ع) 0( )ب | + عفازيا. )“16 مك ٌ 
هع عع ع 


عجع 
1- ع عف(ي, 2 6( )9 [ + ييا 9 »)0006م 
عع 


وسوف نفترض أن (2.5)© قايلة للاشتقاق باستمرار ما عدا عند 5ع راء 
وبالتالى فإن للنهاية عندما 0 جع نحصل على 


55365 - 


- 01 7 مامه 

(5م 5-2 حل 

والتى نتص على ان مشتقة (2.5<) © لها قفزة (11202) عدم اتصال عند 
- + . ويعد مناقشة هذا السرد عن دالة جرين نحتالج لتعريف دالة جرين - 


تعريف )١(‏ : تكون دالة جرين للتعبير التفاضلى [/].5 والشروط الحدية 
المتجانسة المعطاه هى للدالة (. )© والتى تحةق للشروط التالية : 


(© 5,*) © تكون دالة متصلة لجميع قيم »دا ومشتقتيها الأولى والثانية تكون 
متصلة لجميع 5+ « فى 85ك55,+>»© . 


(13) عند النقطة 5- را تكون المشتقة الأولى للدالة (2,5) © لها قفزة عدم 
ا 4 
بد انه ,)0 
)م2 30 5 حك 
(111) لقيمة و الثابتة تحقق (2.5)© الشروط الحدية » وعلاوة على ذلك تكون 
(.,+)© هى حلا للمعادلة التفاضلية المتجانسة والمناظرة 5]:1-0 ماعدا 
عند النقطة 5ح ع . 
وبهذا التعريف ستسرد النظرية الأساسية لدالة جرين : 
نظرية (؟) : إذا كانت (#2/ر دالة متصلة على [5 ,4] فإن الدالة 
24 /(5, )© [-(6)ن 
تكون حلا لمسألة القيمة الحدية 
( 1-7 راطا 
6-0 يط +(6) بررط . 42-0))ايه+(©) به 
البرهان : نشتق ( 4020 بالنسبة إلى 2 باستخدام قاعدة ليبنز فنحصل على 


5910/2 


24) إل ع'6 | +( رد ع, م وجة 24) /ك, +0 [- رمو 
١‏ (<) /(+ عد, <) 2- 1 
وحيث أن (5,<) © متصلة فى 5 يكون لدينا 
(+ع«, «) 0ح ( ع )0 
وبذلك (+2)+ تأخذ الصورة 


طَ 
2245) /5(7, © | -(ع)و 
وحيث أن )© تحقق الشروط الحدية يكون لدينا 
4 
0 -545) /آ(ها,ه) يه + (يا.ه) 6,ه] ]| - (م) ويه + (ه)9,ه 


وبالمئل 
0- (6) ورط+ (9)6 رط 


بياشتقاق © مرة ثانية بالنسبة إلى 2 تحصل على 
ي2©45) ري ”© | +(ع /ز-ع, ' 06+ 2(4) /ي, ع" | رمتو 
(2) #(+ +«<, )7 0- 


م 
[(ع, )6-(-عر, ح' 6]() [دع 4ي) /ري, )”6 | - 


يمكن كتابة الشرط (7) فى صورة مكافتة 
عد 


21 0 
1 (0)م ‏ ان 4 





5( 
وبالتالى تؤول ٠”‏ إلى 


598- 


ؤً 
[(<,- ع«)' 6-(ع,+ ع)' 6©]() [-ق 5(4) [(5, )”© | -(ع)”و 
6 0 
تت ب 1 . 7 اعد 
0 5 /(و, <) ا 
وعلى ذلك يكون 
( ©( )4 +( ) (( »)'م +( )7( )م - [ه]ءآ1 


ؤًُ 
645 /[(آ, <) 0( 4 + (5, 6*2( )ام + (5, <)” 6جام] | +20 7د 


64 /1101 | +( د - 


ومن تعريف 607 ٠‏ 0-<(2)6 نحصل على 
٠‏ 1-- (1.)0 
وبهذا ينتهى البرهان . | ش 
للتعبير عن دالة جرين فى فترتين مفصولين بالمتساوية - + ٠»‏ ليكن 
| 56> +«>قّ , (6,)2.5 


56.5-! 0 00 (9) 


ومن شرط الاتصال يجب أن يكون لدينا 
5 0- (55 ,0 
ومن الشرط (7) يكون أدينا 
0 46 46 : أعى 46 


وبالمثل إذا اخذنا 5 كمتغير فيمكننا أن نعرف 


2 10 


011 > 5ع © , 10 -06.5 


ذك5> ع , 0262| 2 
حيث 06 1: © دالتان متصلتان . وبالتالى 
(*<, )رخ ( + , )0 


ويلى من الشرط (8) أن 

)12 2 .وى ف إودم 40 0 ا 
مثال (؟) : ليكن لدينا مسألة القيمة الحدية 

)013 00-0 . 7)0-0ر ا ,ى عس كير 
لقيمة 5 للثابتة » تتحقق دالة جرين (5, )© المعادلة المتجانسة المناظرة 

02-0 
فى 1> >5 , 55> >0 والشروط الحدية 6)1,5(<0© , 6)0,52(20 
وعلاوة على ذلك فهى تحقق 
ا 5 46 


6م20 0-0 00 
والآن إذا إخترنا (2.5)© بحيث أن 


1> ددص ., 5(-1 > 2, ,6 _ 
55> >0 , دوم 
فإننا نرى أن 0-”© على الفترتين 1> >5 , 55> >0 


وأيضآ 


بي 


6©,)01.5(-0 , 5> 0 


وعلاوة على ذلك 

1-- 5-5-1-5 50-0 ,0 
والتى هى قيمة القفزة (5)م1/7- لأن فى هذه الحالة 1 - 7 وبالتالى من 
النظرية (؟) فى هذه الياب ٠‏ أخدين فى الاعتبار أن 5 هى المتغير قى 
٠» ©),‏ فيكون حل المعادلة (13) هو 


24 /. »© [ + هه) /5, 0 [ - مو 


(-0 0-4-2 [+5 68ر0 [- 


2-7 تكوين دألة جرين : 
رأينا فى المثال السابق أننا أوجدنا الحل بسهولة إذا إخترنا دالة جرين المناسبة. 
وتكمن المشكلة ليس فى إيجاد الحل ولكن فى تحديد دالة جرين المناسبة للمسألة 
المعطاة . 
سوف نبين الآن أنه يمكن تكوين دالة جرين التى تحقق الشروط المعطاه . 
إذا أفترضنا أن للمعادلة المتجانسة المناظرة تحقق الشرطين (2) ٠‏ (3) فى البند 
السايق لها حل يديهى فقط كما فى المثال (؟) . 
نكون الحل (>2)/,ج للمعادلة 7121-0 محققا 0-(©) بريه+(4) زه فإننا نرى 
أن (*)رهبه يكون أيضا حلا عاما » حيث ,» ثابت إختيارى. وبطريقة مماثلة 
ليكن ,هر» » ,»© ثابت اختيارى » هو حلا عاما أيضاً أكبر عمومية للمعادلة 
1-0]ت محققا 0-(6) بررة+(6)<رة وبالتالى يوجد الحلان ,و » ,© قى 
الفترة [5 ,©] وهما مستقلان خطيا . أما إذا كان الحلان مرتبطين خطيا فإن 
)© 2 ,© الذى يبين أن ,ب تحقق معادلتى الشروط الحدية عند © <+داء» 5 - عر. 
وهذا يتناقض مع إفتراضنا عن الحل البديهى . وبالتالى فإن دالة جرين تأخذ 
الصورة 

8ع 0 66 


96.5-! 


1 
0 اوه 


للم 5 


وحيث أن (2,5) © متصلة عند 5- + يكون لدينا 
)2( 0 > (5) ,500 ,50-2 00ر2 
عدم الاتصال فى مشتقة الدالة © عند هذه النقطة تتطلب 
1- 5 و _- و 2 فق 4 
00 وي - 80/8 66,9.- | 2 
وبحل (2) ٠‏ (3) بالنسية إلى ,© » ,© نجد أن 


(5.ي©.,©) 5(7)م /(5),ه- ح (5) .» 
(5,ي©,,©) 5(7) م /(5), هه 5 25 


حيث (5,,ر9,,ج) 797 هو الرونسكي للذى يساوى 
(5- 050 6(02) ,0 > (5 ,ير ,,ه) 77 
وحيث ان الحلين مستفلين خطيا قإن 0 (9,,5,,م) 77 . 


سوف نثبت الآن أن (4..5,,©) #(5)م يختلف عن الصفر بثابت . وحيث 
٠ ©,)2(‏ (*)رب حلين للمعادلة المتجانسة المناظرة يكون لدينا 


(4 


7 13 8 1 
0 + (92 22 يي , 0ع 499+ ,22090 يرن 
بصرب الأولى فى و9 وللثانية فى د والطرح نحصل على 
0 0 5 4 
0 (,©م) حر ي© - (:©5) »و 
ويمكن صياغة للمعادلة هذه على الصورة 


: 1 4 
1-0 02 - ي©,ر©) سا 


وبالتكامل نحصل على (متطابقة آأبل) 
)5 , © -ح ثابت > (0,م- ي0,4)م 


وبالتالى تعطى دالة جرين بالعلاقة 


06 > + . 026509/64(*)©ه 


<< . أ -6.5ه 


حيث ع<-(ع) لآم . 

وبذلك نكون قد برهنا النظرية التالية . 

نظرية )١(‏ : إذا كان لمسألة القيم الحدية المتجانسة المصاحبة (1-3) فى البند 
”5 حل بديهى فقط فإن دالة جرين تكون موجودة ووحيدة . 

ملحوظة : اثبات أن دالة جرين وحيدة متروك للقارئ . 

مثال )١(‏ : ليكن 


0 كاد . 6دمم , دوكر 


فإن حل المعادلة 0- + “رك -[ باس يحفقق 0<-(72)0 هو 

 0>«* >5‏ .. هله - (ع)رو 
وحل المعادلة 2]21-0 يحقق م-[2)-”» هو 

2 >5 #*ومء (2)رب 
ويكون الرونسكى هو 

1- > (5) :5(0) يم - (5) ر5(0) ,© - (5) 77 

وحيث أن 1 - م فإن المعادلة (6) تأخذ الصورة 

65> ع , 05ت لزه 


9», -! 


5< ع , وأسنذة 51م 
وبالتالى يكون حل المعادلة (7) هو 


ا ”7اء7 ل 


64 لد © ]لد هه) /5. 0 [- رمو 


02 00 
أ 4 205 5111 ]| +5 ميهد «وم»ء | - 
2 0 


05 + رزو +14- 2د 
بالرغم من أنه من (6) أن دالة جرين (2*,5)© تكون متماثلة بالنسبة إلى *اء 
نظرية (؟) : تكون دالة جرين لمسألة القيمة الحدية (3- 1) بند 7-77 متماثلة 
أى («ءة) 6252-6 . 
البرهان : -نعتبر دالتا جرين 

(18,.<) 0-- 8 , (5, ع) 06- 0 
حيث 5>13>8 >4 . وحيث أن ,1 مؤثر مترافق ذاتى فتكون متطابقة لاجرانج 
السايق دراستها 

)08 [865- 6 مك [ 1181-7116© 


نلاحظ أن ٠60‏ 8 يحققان 
0-<8[1]ة . 1.)61-0 
81-0 - 0 1 
وبتكامل على الفترات [2,5] * [5.5] . [1.5] فنجد أن 
0< 1-1165قام + 8065 - © )م + ع 1105 - © “81)م 
وبفك وترتيب للحدود ' 
[(5 5 50-0 '5) 7(]0ءي) 5(18)م +[(. 05 11( 25 14](يم) 5006م 


- 785 


+(11, 31 8 - (11, )2 ]50 .1) 1(0) م+ 
(9) 0ح غ221 - 6 :8)ج)م]+ 1( 5 -(5, 0 1,1(6) )مج 


وحيث إن 7# ,)0 يحققان الشروط الحدية المتجانسة » فإن الحد الأخير يتلاشى . 
وحيث أن “© .“28# متصلتان ماعدا عند 50 - +« على للترتيب 


0 05 0-77 05 0 0152-0 0025-0 
وكذلك 
(00م /1- > 0( 0 10-2 80 . (5)م /1-- 0 5 02,5-0 
وبالتالى تؤول المعادلة (9) إلى 


(1,ئ5) 2 > (51,5) 6 
ومن تعريف 2 نجد أن 
0 0250-0 


الرمز (5*.5)© أو (5, )© يعنى (5,+2) 0 (5,-0)2 وبالمثل لياقى 
الحالات . 


0-7 شروط حدية غير متجانسه : 
يمكن الحصول على حل مسألة قيمة حدية (أكثر عمومية) على الصورة 


)01( () 1-7[ داءطة 

2( © - (0) "ريه + (04) (اإيه - 1[ 8 نآ 

)03( 8 -(6) بررط + (6) بررط [ رآ نا 
ليكن (2), ,© ٠»‏ (+)02 هما حلين 

,]6[-1١ 1-0 (4)‏ ,61-0اط 


)5( 1-1[ب ]رلا ,6120ل ,6.1-0]آ 


ويمكن بسهولة التأكد من أن حل المسألة (1-3) يكون على الصورة 


)6( ( )806 +( 006,2 + 5(4) /(5, <) 0 | 2(ميو 
مثال )١(‏ : حل المسألة 
7( 2-(0 + )بر ,0(20)بر ,() دمر 
الحل : حل المعادلة 0-“7 الذى يحقق 0-(2)0ر فى الفترة 55> >0 هو 
- ( )9 
وحل المعادلة 0-<”بر الذى يحقق 0-(1) بر+(7)1 فى الفترة 1> 12> هو 
>2 - ( )ره 


ويكون الرونسكى للحلين ,+ »ء ,٠م‏ هو 
2-- 0620 ي© - (5) 060 © ع ( ,م , ,4) 117 

وحيث أن فى هذه الحالة 1 - م قإن المعادلة (6) فى اليند 54-57 تصيح 
> >0 2/ج2-2) 


1 > ديبع 2 !-5.»ه 


وفى هذه الحالة نحتاج لتحديد (+),0© فقط حيث أن »0 فى المعادلة (6) 
تساوى الصفر والدالة (+)2© التى تحقق المسألة 

2-(601ر+1) ,0-(0)0 ,0عكثر 
تكون 60-2 وبالتالى يكون حل المعادلة المعطاه (7) هو 


2 
2 





جع 4ج) /(2-2) 5ج الختكبريية 


5-8 حالة خاصة : 
يمكن استخدام دالة جرين للحصول على الحل الخاص للمعادلة التفاضلية 
)10( 0+ مه .(2) /- () نويه +(ع)* ره + (2) ”,© 


حيث للدوال ,4ه ©.٠‏ » يه ء (ع)ث/ر دوال متصلة على [4,5©] . وتكون 
للمعادلة المتجانسة المناظرة هى 

















)2( 0- إ(ع)يه+ '«(ع)ه +“( )ره 
تعرف للدالة 
(ع)ص (0)6ز 
03 ا و لس لان سن ا 5-0 
( 26 (6ربر) (١‏ )ريه 0 ( | ( )مه 
(226 (72146 
دع 04م 
حيث ,در ء ,ير حلين مستقلين للمعادلة (2) ٠‏ 77 هو الرونسكى ويكون الحل 
الخاص للمعادلة (1) هو 


0 1# ع 2 ٌ 
(انظر الملحوظة فى طريقة تعبير البارامترات) ويكون الحل للعام للمعادلة (1) 
هو 


)4( 644 /(, ) © | ++ رارح ر 
تعرف الدالة (4,*) © بدالة جرين للمعادلة المتجانسة (2) . ومن الواضح أنه 
إذا علم حلين مستقلين للمعادلة المتجانسة (2) فإنه يمكن تكوين الدالة (+,2<) © 
من المعادلة (3) ومن ثم تعطى (4) الحل العام للمعادلة غير المتجانسة (1) لأى 
دالة (»«) م والمتصلة على [04,5] . نلاحظ أنه عندما +- ع فإن 0-<(+,6) 6 - 
ولتوضيح الطريقة تعتبر المعادلة للمتجانسة فى المثال التالى 


/ا.7 ل 


مثال )١(‏ : أوجد دالة جرين لحل المعادلة التفاضلية 
© > جر > صو ث 20 بر2 + ابرق ”بر 


الحل : المعادلة المعطاة لها حلان مستقلان “م ء *» وبالتالى 





وعلى ذلك 


ده غ> 2 5 5 منت (22)5-4 ع 





إذا كان  )>(‏ دالة متصلة ء فيكون الحل الخاص للمعادلة 
(*) رع 2 +أبرة- ”ىر 


يكون على الصورة 
)05 0و الع معام عاتم | 
ويكون الحل العام هو 
)6( ع0 عى_ (دذي) ]+ شورع + *مرح- بر 
ُ 


وإذا اخذنا «-(ع) / فإن (5) تصبح 


ب يي :بيت اي 0 | 
4 2 4 


ويكون للحل العام (6) على الصورة 


103يي ده 1 
برر ين يي لين ع طني" اد اك 


حيث 1-ع- ,غ ٠»‏ ديه - و 


الحل الخاص ,نر للمعادلة (1) الذى يعطى بالعلاقة 


)2( 41 )) /(1, ع 0 [- 


و 


له الخاصية 0-<(20) ,ا وبالتالى 
44-0( ) /(4.ى ع 6 أ[ 
وعلاوة على ذلك 
04 /(1, <) ,0 +60 لامر 6<( رج 
ويالتالى 
60-0 إلى ندمو ئة) © (و ع0 ين 


كن ذلك فإن (7) تعطينا الحل (الوحيد) الخاص (2,)2 للمعادلة (1) 
للذى له الخاصية 


2-0 - )ىا 

: أمثلة محلولة‎ 7١ 
اوجد دللة جرين لمسألة القيمة للحدية‎ : )١( مثال‎ 

)01 (2) وح (ع) ودر 

02 زع ددم 
الحل : تعرف أن حل المعادلة المتجانسة 

دهقة + 605 بع ح ين 

وليكن الحل الخاص 


5111( )ري نا :0052( 2) راح ىل 


حيث الدالتان ,ا ء ,2« يتم تعينيهما باستخدام طريقة تغير البارامترات 








فنحصل على 
و (*) ورع)ىد ]- 2( 57 
()0 2 2:) 877 ( )يه ١‏ 
0# 9 
()( 3 ) آلآ ( 2)يه ا 5 
حيث الرونسكى 
]د 57 51 *205]_ 
55 52 © * إإروون وزو| ‏ 
بإستخدام دالة جرين 


(5)ي©(0)5, ,)اس 50-10 6 
##راميير| مسي»)| "* 


(5) يي( 7[ 7() للا 


9107-05 , 7)5( 2 55 


كظزة - (5)يىز ., *نأوع-(22)2ز 


1د( ”19 , 1-()يه 


1-يه . 
4 
4( 2 م 20م 


بالتعويض من (4) فى (3) نحصل على دالة جرين 

©05 5 
1 

51115 
1 


عله 


97١ 


مثال (؟) : اوجد دالة جرين (0)2,5 لمسألة القيمة الحدية 
)01 
2( 


الحل : نعلم أن حل المعادلة المتجانسة 


0< (ج) زكر 


)0( - > 0 


أميء+ "امح - ل 
* 6©<-(2),ى«ز , 1-(6),ر جه 








و لإ © + لابح - 
ويكون للرونسكى هو 
7 * بي#., 1 
يه - | 
* جم 0 
وباستخدام تعريف دالة جرين 
85> 5 > «,ى > 2 > 4 لحار الخال 5-8 
وله (كو»), |( »6 
ا ف ع اررق وار 62633 


مه 77 


وعد 


* ©»-(6),«ر جا * ©#-(7,)2, .و.1-(6)ىمر جد 1-(2)ا 
>5 .ى 20© , 220<يم4 ., 1- يه ., * ©-(5)ا ا , 1-(6)يه 


وتكون دالة جرين هى 





ب 5(>21,ع)0 





- 7١١ 


مثال (") : لوجد دالة جرين لمسألة القيمة الحدية 
1( 


010 ير 


0 >4) برع (0) ر 


6+ ا 0 ع ر6+ 1 ع بر ل 


ورور 


؛4-(ك,ع)0 


تمارين 
-١‏ عين حل كل من مسائل القيم الحدية التالية 1 
0-0 . 7)0(20ر , 1ع برع” ير (2 
0-0 , 0-(7)0 , *مح برهي بر رط 
00+20( , 0-(7)0 , «ملو عكر هك 
21-0 , 0-(0) , (ع) عي مر ر0 
00-0 , مدضعرر , دراك 
«-(2)0ر , (جع) يح بكر ك1 
2200-60-0 , (ع) رح بر-كرر (ع8 
1- استخدام دالة جرين لايجاد الحل العام للمعادلات 
© > د > هه , (ج) تر برجبرر (1) 
-ه> > مه ,ى (>) ترح بر4 + بر4+ ”بر (1) 
»> >1 , (2) رد 2+ و2 - > رذع (تتت) 


مه > >1 , (2) رح ربكروذعه4 (1) 


-٠‏ اثيت أن 
1 0 : 
لاحك 9 سل ا_ ةو 6 
26 )2 ل 620 , 
4- أثبت أن دالة جرين للمعادلة 0-“بر حيث 0-(1)/+(20/راء 00-0[ 
تكون على للصورة 
55 ى-1 
- (5د, )02 
125 9 5 


ثم اوجد حل مسألة القيمة الحدية 


(7 


0 > رر+(0)ر , 2-0 +(2)0 , (ع) كر 


<>-(ع) ر(110) (.1>ع>0:*#-(<)ثير( )013‏ ,«دمنوع(ع)ر() 
5- اوجد دالة جرين لمسأئل للقيمة الحدية التالية 
20-0 , 2)0<0, ., 0عثكرر -[ج]ة ره 
0 -12) بر ,0 - (0) 2 , 20 بور3- > بر( ع -1) -[ براه )6 
© ثايت ., 0(<0ب7 , 0-(0)ر ,0- سثمجببر [بجام زه 
5- اوجد حل كل من مساتل القيمة الحدية 
7202-0 , 0(<0)رر , 1ح برحثبر (2 
70-0 , 0-(7)0 , >مت بر4 كير رط 
/ا- اوجد حل مسائل القيم الحدية للتالية 
0(>0) 2< (0)ر , (ج) عع بر كبر (2 
20-0 0 , (2) يدع بر بررط 
8- اوجد دالة جرين لمسائل القيم الحدية 
1-0 -(0) 0 , 0-0)-(0) , (ع) يح ر-[براءة 
1- لوجد دالة جرين لمسألة القيمة الحدية 


(2) 18 -) 7 , 00ح 1-) 7 , ( جح ودار 


-٠‏ اثبت أن 
اه 4065 
(عام ل حك 
يكون مكافئا إلى 


1 9 | (5, ع<) 40 
5< | حل 


216 


-١‏ ليكن لدينا 
2 -(1) 7 , 21-0 -(20)0 , (حع) ري - ب2+و3+ “ر - [ ر]ا 
بتكامل مباشر للدالة [2].ا2) من 0 إلى 1 اثبت از 


45 /(5, 2 0 |-(0.2 20 - (عر)نو 


تكون حلا لمسألة القيمة الحدية إذا كانت 07 وتحقق 


0 > (عد,0)ي 0+( <.1) يع 20-(:<.1) ©6 , 0 - (ع,0) 6 


- 8315 


الباب الثالث والعشرون 
مسائل شتورم وليوفيل 
للاءع 555 101171116] تناك 
١-77‏ نظام شتورم وليوفيل: (12202-1101091116ا5) 
تنشأ مسائل القيم الذاتية مع لالمعادلات التفاضلية فى المسائل الفيزيائية مثل تعيين 
إزاحة إهتزاز خيط أو توزيع الحرارة على قضيب موصل للحرارة. تأخذ 








المعادلة الصورة 

1( 
وإذا استخدمنا التحويل 

( )م ( 2470 و (6يه 

2 شك انحط عمد / 

2( 2 -(2) ىو ار -(9)2 3 2 لك إأيه -(عام 
تحصل على 

4| «رمد+ و[ نكم‎ -0 03١ 


والتى تعرف بمعادلة شتورم- ليوفيل. وبدلالة المؤثر المترافق ذائياً 
4 4 
م 2 
فإن المعادلة (3) تأخذ الصورة 
4 0- بررع)كة+1]21 


حيث 3 بارامتر لايعتمد على « أما مء © ى فهى دوال حقيقية فى <. وللتأكد 
من وجود حلول هذه المعادلة نفترض أن 4: ى داللتان متصلتان» م قابلة 
للاشتقاق باستمراره فى فترة مغلقة [6 4]. 


7١072 


تسمى معادلة شتورم-ليوفيل بأنها منتظمة (35[ناعء7) فى الفترة [5 ,2] إذا 
كانت الدالتان مء 5 موجبتان فى نفس الفترة. وبالتالى لأى .2 معطاة يوجد 
حلان مستقلان خطيا لمسألة شتورم-ليوةءل المنتظمة فى الفترة [ ,4]. 
تعريف :)١(‏ تسمى معادلة شتورم- ليوفيل 
85> ع«> هم ,0- 1]21+45)(7 
مع للشرطين الحدين 
0 - (ع) بريه + (4) (,ه 


1 00 5١ 
0 )6( تررط+‎ )6(-0 


حيث ,مء ,0 لايساويان الصفر معا وكذلك ,5» ,5 لايساويان الصفر معا 
بنظام شتورم-ليوفيل النظامى (ع0971116ا101آ تتصعتنتاد عقلتاعع؟1). 
تسمى قيم 2 التى يكون لنظام شتورم ليوفيل حل غير صفرى (غير بديهى) 
بالقيم الذاتية وتسمى الحلول المناظر بالدوال الذاتية. 
مثال :)١(‏ اعتبر نظام شتورم ليوفيل 

17> >0 ,60(2<0 2 ,0<-(7/)0غ3 ,0- بروبدتر 
عندما 2>0 قإنه بسهولة يمكن إثبات .2 ليست قيمة ذاتية وعندما 0 <2 يكون 
حل معادلة شتورم لوفيل هو 

عجقل مزه + دل وم - (رعين 


وبتطبيق الشرطد 0-(72)0 ينتج أن 4-0. وبتطبيق الشرط 6-0 ر 
21:>0/ .وه .(/ه 8 


وحيث أن 327+0ء فإن 0- 8 تؤدى إلى الحل الصفرى ولذلك يجب أن يكون 
0 ,0 -:47/د 605 وتتحقق المعادلة إذا كان 





.1 - رم 4 - .ذل 


م1١48‎ 


2 _- 
وبالتالى تكون للقيم للذاتية 0 كا وتكوزن الدوال الذاتية المناظرة هى 


.11-12 5 الع 51 





مثال (؟١):‏ اعتبر معادلة أويلر 

©> >1 و0 > برو برد رع 
والشروط الحدية 2©(>0 ., 0-(7)1 
الحل : باستخدام التحويل (2) فإن المعادلة تأخذ الصورة 


0 رمز ل 4 
2 حلد 


4 
ويكون حل معادلة أويلر هو 
ميب لاير د رهن الح عمطظويىر عططااوم- رهن 
نلاحظ أن 
ب( قه)هذة 1+ ( ولم)وم - #هاعاي ب عأير 
ويصبح الحل 4٠‏ هو 


(عدها ه/ا)سنة هع (عدها جمدم لق - (عر)ن 
حيث -4: 8 ثابتان منسوبان إلى ,ع» ,©. 
والشرطد 0-(1) يعطى 4-0 والشرط 0-(6)ز يعطى 
0 8 ,0- #/مسنه 
وبالتالى تكون القيم الذاتية 


8١9 


والدوال للذاتية هى 
اع 1« ,( 51110721113 
ويوجد نوع آخر من المسائل يقايلنا فى المسائل الفيزيائية وهو نظام 
شتورم-ليوفيل الدورى (ع0621003). 
تعريف (؟): تسمى معادلة شتورم-ليوفيل 
5 +« > 4ه | ,0- ادع عت + رمو +[ سرهم | 


والذى فيه (6)م -(64)م مع الشروط الدورية الحدية 

1١6840-17 6(‏ .,(726-(ع)ر 
بمعادلة شتورم ليوفيل الدورية 
مثال (”): ليكن لدينا نظام شتورم ليوقيل الدورى 


> ع >2( ,برح )نر ,)2 - 00 )بر ,0ح برة بكر 
نلاحظ هنا أن 1-(>)م وبالتالى ©)م-(-)5 . وعندما 2<0 يكون حل 
المعادلة هو 


ع ذو 8+ سجأدوم» ل ع زعي 
وبتطبيق الشروط للمعطاه نحصل على 
0- مومتاممة2) 2 ,0- 08ت(/ممنو2) 
وللحصول على الحل غير الصفرى (غير البديهى) يجب أن يكون لدينا 
0ع 8 ,20 قم ,0 1/222 ةع 
وبالتالى فإن 
,212,3 م 0 2هددبية2 


وحيث أن 2-0 هزه تتحقق لقيم 44 5 الاخنيارية فإننا نحصل على دالتين 
مميزتين مستقلتين خطياأ :دمن » هزه لنفس القيمة الذاتية *. 


ه75 


ويمكن بسهولة اثيات أنه إذا كان 3>0» فإن حل نظام شتورم ليوفيل غير 
محقق للشروط الدورية المعطاه. وعندما 0 -8 تكون الدللة الذاتية هى الواحد. 
وعلى ذلك يكون القيم للذاتية لنظام شتورم ليوفيل الدورى هى (”0,)/5 ويكون 
الدوال الذاتية المناظرة هى (+*2هأة]),( <,1,)005ء» حيث 72 عدد صحيح 
موجب 

7-77 القيم الذاتية والدوال الذاتية 

لاحظنا فى مثالى (1)» (2) وجود قيمة دالة واحدة مستقلة مناظرة لقيمة ذاتية 
واحدة. وتسمى الحالة هنا غير منحلة ]06862613 202 ويقال ان القيمة الذاتية 
بأنها ذات تكرار 7 أو أن للحالة منحلة 04656826121 من درجة 2 إذا وجد 
من المتجهات الذاتية المستقلة مناظرة لنفس للقيمة الذاتية ة. أما فى مثال (3) 
كان المتجهان الذاتيان هما جم5مء ٠‏ جعمدزة مناظرا لنفس القيمة الذاتية 2, 
وفى هذه الحالة يقال أن القيمة الذاتية مكررة مرتين. 

ويمكن بسهولة لثبات للمتطابقات المدلثية: 


1 

2 ع 71 0 - عحلن: 05 :1ج 05ح آُ 

-2 

3 

لجميع قيم +72» 7 الصحيحة 0 - عجلنا طاد حدد 05> آ 
1 


2 
| 5117712 5111 0:2 - 0, #2 2 5 


ونقول أن هذه الدوال متعامدة (65080121ىده) يعضها البعض فى الفترة 
[,-]. وعلاقة التعامد تتحقق للقيم الذاتية لنظام شتورم ليوفيل. 


تعريف :)١(‏ إذا كان كل من ٠49)+(‏ (<),! دألة حقيقية قابلة للتكامل على / 
فإنه يقال أن ه4ء //ا متعامدان على / ان عا الوزن غطعاء) 
0< إذا وإذا فقط كان 


1( 0- ع4( )م( )با( ع)ب [ ع< رزارب > 
, 


775١ 


وقد تكون لالفترة # مغلقة أو مفتوحة أو نصف مفتوحة أو مغلقة أو يمكن مدها 
إلى ه. 
عندما ن1-م فإن للتعريف (1) يعطى معيار (2020) بء أى 


2 ظ 20 | فرعم ستو | اها 
نظرية :)١(‏ ليكن المعاملات 7 © و 5 فى نظام شتورم-ليوفيل متصلة فى 


[5 ,4]. وليكن الدالتان الذاتيتان ربء ,© المناظرتين للقيمتين الذاتيتين 22 
قابلتان للاشتقاق فإن ,ه4٠‏ ,م يكونان متعامدين بالنسبة لدالة الوزن ى 


فى [5 ,4]. 
البيرهان: 
حيث أن ره مناظرة إلى ,2 تحقق معادلة شتروم ليوفيل 
ل ك4 
)3( 0- رو(كر9 + 9)+(,09) 2 
وكذلك لنفس للسبب 
)4 0ح يو(عيل+ 5-00 


بضرب (3) فى ,همء (4) فى رمو والطرح نحصل على 
١ 4 7 2 2‏ 
2 ين © (9 2 يي ع ع © © 5ك( ي2- 0( 


8 07 4 
[ ,0( ,م) - ,©( رهوم)] م - 


وبالتكامل نجد أن 
5 
1 يه ر0 - يه ر©) ص] - كيه روى ١‏ ي4- 0 
1( 2 ,© -(6) ,©( 6 ر6(]0)م - 
)3( [(©) )2(0) ,؟ - (2) ,(») ب4(]0)م- 


-773252- 


يسمى الطرف الأيمن حد الشرط لمسألة شتورم ليوفيل والشروط الحدية المعطاة 
على »6 ,© هى 


0- (6) رويط + (6) رورط 
0 -(6) يجرط+ (6) يورم 
وإذا كان 5,0 فأننا نضرب الشرط الأول فى (6) ,© والشرط الثانى فى 


(6),© والطرح نحصل على 

)6( 0 -[(6) ع( 6) رب - (0) ,؟(6) رم] 
وينفس الطريقة إذا كان 0* ,يه فإننا نحمصل على 

7( 0 - [(6) ,0(0) رج - (ه) ,©(ه) رم] 


ومن (6)» (7) نجد أن 
(8) 0- عهيورهى إلية- ب0) 


وإذا كان ..2* .2 قإن 
2 


)69 0 ك0 © ى آٌ 


وبهذا يدبت المطلوب. 


نظرية :)١(‏ تكون الدوال الذاتية لنظام شتورم ليوفيل الدورى فى [5 ,4] 
متعامدة بالنسبة إلى دالة الوزن ى فى [2 ,©] ٠.‏ 


البرهان: الشروط الدورية للدوال الذاتية ,©.,و هى 
(6,©- (©) ,ب , (6),م-2©),؟ 
(6ع0 - 2©) )م . (6),ب (4)يب 
ويتعويض ذلك فى المعادلة (5) نحصل على 
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[(©) ,©(») ره (») ,؟(») بم][(ه)م -(0)م] - حفرب رود 2١‏ 0( 
وحيث أن (06م -<(64)م قإن 
(10) 0 - عق .م م)ى الي - ب 
وإذا كان .03 ,3 فإن 


8 
(11) 0- ع4هيورمود [ 


وبهذا يثبت المطلوب. 
نظرية ("7): جميع القيم الذاتية لنظتم شتروم ليوفيل النظامى مع 5)2(<0 تكون 


م منت ا 


حفنكده 


البرهان: نفترض وجود قيمة ذاتية مركبة 88+»- ,3 ولها متجه ذاتى 
+ »- رم. وحيث أن معاملات المعادلة جميعها حقيقية» فيكون المرافق 
المركب (012[1015216»© 0023216:2) للقيمة الذاتية هو أيضا قيمة ذاتية. يوجد دالة 
ذاتية /0- »ه- ,© مناظرة للقيمة الذاتية 2-8 - ,.3 وياستخدام العلاقة (8) 


نجد أن 
م 
0ع ةبس 2ع)ى 26 


وهذا يؤدى إلى أنه يجب أن تتلاشى 8 لأن 0< 5 وبالتالى فإن جميع القيم 


الذاتية تكون حقيقية. 

نظرية (5): إذا كان (2),©ء (+)رب أى حلين للمعادلة 0ح بج25ة+[2]2آ 
على [5 ,4©] فإن : ثابت > (رب,ى,مو:ع) (عام 
حيث 17 هو الرونسكى 


البرهان: حيث أن ,جوء ,م حلين للمعادلة 0- 245+[«]م قإن 
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وبالتكامل من © إلى 85 نحصل على 
[(2) 42 ) ,م - (4) 4002) ,04(]0)ع - [( ::).؟( )رم - ( )0( ع) رم]( )م 
)012 ثايت ١‏ ع 
والتى تعرف بصيغة أبل (1ع15). 
نظرية (5): المتجه الذاتى لنظام شتروم ليوفيل النظامى يكون وحيداً ما عدا 


معامل تايت 
البرهان: ليكن ,هوء .© دالتان ذاتيتان مناظرتان لقيمة .2. ومن صيغة آبل 
(12) يكون لديتا 


0< 6 ثايت ‏ -(يم٠,ى,م,ع)‏ 7[ )مر 


وبالتالى إذا كان 0 77 عند نقطة فى [5 ,4] ء فإنه يجب أن يساوى الصقر 
عند كل [5,ه] © «. وحيث أن ,وء» ,م يحققان الشرط عن © -2 فتجد أن 


0 - (2) رجارط+ (6) ,يه 
٠‏ 0 - (©) ,يت + (©) يرط 
وحيث أن ,هء يه لايساويان الصفر معاء فيكون 


(©),© 42)رب 


0- ول و 7ل - 2 
(ي9.ب9 .© 33 إري يي (م)رب 
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لجميع فيه [5,»] ء . وبالتالى فان 0 - 17 لجميع [4,65] © « وهو شرط كاف 
للارتباط الخطى للدالتين ,بء .©. وعلى ذلك (+),رب يختلف عن (06.© 
بعامل ثابت (أى ثابت - رم / ,م). 
تنص النظرية (7) أن جميع القيم الذاتية لنظام شتورم ليوقيل النظامى تكون 
حقيقية. ولكنها لاتضمن وجود أى قيمة ذاتية. ويمكن اثبات أن نظام شتورم- 
ليوفيل النظامى المترافق ذاتيا له عدد غير منتهى من القيم الذاتية. وقبل اثبات 
تعطى المثال للتالى 
مثال :)١(‏ اعتبر نظام شتورم - ليوفيل 

1> >0 ,5<0 ,0120 :+(2)1 ,2)0(20رز ,0ح بوق+برر 
الحل: نجد هنا أن 1عدآمء 0 - بي 5-1 ويكون حل هذه المعادلة هو 

عؤأدهتوم + عسؤأددم» 4 - (عر)ي 

وحيث أن 0-(0)ر حه» | 4-0 فيكون لدينا 


حل منوم8 ع (زع)و 
وبتطبيق الشرط الثانى نجد أن 
معدم , 0-.2/ومء.2/2 + 1/دسنة 
والذى يمكن كتابته على الصورة 
«/- - بز/دهها 
إذا أخذنا .//ه-» فإن 
0- ح 0 مما 


وها المعلالة لثنن لهااحل: صدريج وزلتقن يكن [ن:كحتد: الشكل نايا درسم 
الدوال »صم دئّء »2 -ةْ مقابل » . كما فى الشكل. وتعطى الجذور بيتقاطع 
المنحنيان وكما هو مبين بالشكل يوجد عدد غير منتهى من الجذور ,»© 
...3 :- #4. لكل جذر ,»0 يوجد قيمة ذاتية 02 - ,2. ويوجد متتابعة من 
القيمة للذاتية فى الرسم. ونقط تقاطع الدالتين تعطى القيم الذاتية 
...> و4 > ي8> ب2 


لام 


»#)»( 
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وتكون المتجهات الذاتية المناظرة هى ردقه - 
نظرية :)١(‏ يكون لنظام شتورم - ليوفيل المترافق متتابعة غير منتهية من للقيم 


> .> يق > يلم >ك مذ 
مع 
داك 


ولكل 7 تكون الدالة الذاتية (*),.© محددة بطريقة ولحدة ولها 7 من الجدور 
فى القترة (5 ,©) 
البرهان: بأخذ عددين حقيقين مناسبين »0ع 6 فى الفترة (0,7] فيمكن أن 


نكتب (5) على الصورة 
(13) 0 ع (ه)" نز »© هته (هام - (24) رز 50م 
 )5( - 0 )14)‏ 6 ستورم)م -(6) بر 8 وم 


حيث. ٠0»‏ 6 يمكن التعبير عنهما بدلالة ,ؤ,ية,ي»,,ه ومن الواضح باستخدام 
تعويض بروفر (2:503162) 
0زو- ع بر , 0و0جج ع ررم 
فيكون الشرط (13) مكافتا إلى ظ 
(15) » > (0)6 


1 


ليكن (2.+4)2 حل معادلة شتورم-ليوفيل النظامى (4). فإن دالة يروفر 
الطورية (1111211018 1356م 2ع8:531) للحل (0)2,2 التى تحقق » - (0)6,2 


ومن نظرية (2) قإن (2,2+)60 تكون دالة مطردة للتزايد قى 3 لقيمة 2 
للثابتة» ومن للمعادلة 





(0)2 5152[( ) ك3+(ع)9]+(20)2 تآ 20 -<(ع)'60 
ترى أن 0)2*(<0 عندما 0050071 -<0. وحيث- 0<0-(0)6 فيجب أن 
يكون لدينا 0)2,2(<0. وبالتالى إذا كان ,* ترمز إلى موقع الصفر النونى 
للحل (2,32)مب على (5 ,©) فإن 85 - ٠:0)2,,2(‏ ...,0,1,2- . وحيث أن 
7> © -(0)2,2 قإن الصفر الأول للحل (2,2)©؟ فى ((,©) يحدث عند 
-0 والصفر للنونى عند :0-1 وحيث أن (0)*,,2 دالة متصلة فى 
(0),عء 2 فيكون لدينا 


30 2286 

3+ 427 019 

وحيث أن 0 0 عندما (0-0)5007. فنجد من (16) أن 
3 


() ,+ دالة متصلة مطردة التناقص فى 3. 
ولاثبات أن -ه-(0,2وولاء ليكن لء 0. 5 ثوابت | بحيث 
0< 5)(<5 ,0<()ن ,2 > (ع)م ‏ فإن للمعادلة . 
0ع برركية+ +[ للم اك 
مع 0+735(<0) لها لالحل 
ش منو - (ع)و 
حيث 7 /(0+35)-272. والأصفار المتتالية موزعة فى مسافة بعدها 


*" [2 /( 35+ 2100 فيما بينهم. وبالتالى تؤول إلى الصفر عندما 6ج 2. ومن 


-خ "م7 ل 


نظرية شتروم للمقارنة» فيكون للحل (2)© صفر بين أى صفرين متتاليين 
للحل(*)+. ونعرف أن © لها # من الأصفار على (2 ,6©) عندما تكون 2 
كبيرة بدرجة كافية. ومن ذلك يلى أن (*)* يجب أن يكون لها # من الأصفار 
على (5 ,4). وعلى ذلك :م - (0)2.2 لقيم 2 للكبيرة. ومن الواضح أن 
(0)<,2 تقترب من مه عندما -هجلم. 
لاثبات أن 0-(0)*,2 2ذا . نختار عددين 5ء 8 بحيث أن > صّ>نء 
* >8 >0. ويكون ميل القطعة المستقيمة فى المسئثوى 0-+ الذى يصل 
(5.»©)» (85,) حيث ((2,5) ع2 هو 2 نختار 2>48 لبعض 8 يحيث 
أن 
35 2 
1 دعاك كو زع تو م ف ماك و 
(ه- ع) ( عام 


لجميع (0,.+*) على هذه القطعة المستقيمة. ويمكن عمل ذلك باختيار .2 سالية 
بدرجة كبيرة جدا (©7نادع©2 12186 لالأصع50115). وبذلك نتتهى إلى أن 
8 >(06,2 لقيم (2-) الكييرة جدا. وحيث أن 0)6,3(<0 فيجب أن يكون 
لدينا 0,2(|>8[. وحيث أن ©:» 5 لختياريان فيلى ذلك أن 


0-(2, )0 ستل 








وترى مما ذكرنا سالفا أن 0ج+-(06,2 عندما مم ج 6. وحيث أن 8<0ع 
(66,2 دالة تزادية فى 22 وبالتالى يوجد ,2 بحيث -+م- (,06,.2. 
وتعطى الدالة الذاتية المناظرة للقيمة الذاتية ..3 بالعلاقة 

( ,)0 صنو( ع)ء - (ع) ره 
ومن نظرية الوحدوية أى حلين لمعادلة شتورم ليوفيل النظامى ويحققان نفس 
الشروط يكونا غير مستقلين خطيا. وبالتالى يتم تحديد للدللة الذاتية (2) +4 
بطريقة واحدة يفارق تابت. 
أما لنظام شتورم ليوفيل الدورى سوف تسرد النظرية التالية بدون برهان. 
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> يل > بل> بيقع 3 > جل >... > مم 
فإنه يوجد دالة ذاتية وحيدة ,0 للقيم الذلتية م2. وإذا كان 20 آرءى,رية> بررية 
فإنه توجد دالتان داتيتان وحيدتان ببرد© » + © ٠‏ وإذا كان وبري <- لو فإنه 
يوجد دالتان ذاتيتان مستقلان خطيآ © ؟ يبروه٠‏ 


75-7٠‏ مفكوك الدالة الذاتية 27251072م27:© 221102 لالمعع1ئ1 
تعريف: يقال أن الدالة الحقيقية بأنها قابلة للتكامل تحت التربيع 
(©261معء12-ع501131) بالنسبة إلى دالة الوزن 2(<0)م إذا كان على / 
)01 مم+ > 4ه( )م( )92 [ 
0 
ونتيجة سريعة لهذا التعريف هو متباينة شفارتز (5©15/252) 
)2( مز )م( ع) “ا | عه( عم( )92 | > حك( جام( )بحن ]| | 
4 1 1 
لتكن ((>2)_+)ء» لعدد صحيح 2» فئة متعامدة من دوال قايلية التكامل 


تحت التربيع مع دالة الوزن الموجبية (+)م على /. ليكن () ث/ دالة معطاة 
ويمكن تمثيليها بمتسلسلة تقاربية بانتظام على الصورة 


)3( (.فه :00-2 / 


حيث ,» ثوايت. بضرب طرفى (3) قى (0)2(*) ,© والتكامل حدا يحد على / 
(شرط التقارب المنتظم للمتسلسلة يكون ضروريا هنا) فنحصل على 


004( _9(ع) ره |[ :7 - عفاج)م(ع) ,و( / [ 
1 آعم 1 

وبالتالى 
4( عم( :0 ],- تفز )م( ع) ,و(ع) / | 


.وعلى ذلك 


)4( (عدمةم [)|(عدم,ه ) |- 


وبالتالى تكون قد برهنا النظرية التالية. 
نظرية :)١(‏ إذا مثلنا (+) / بمتسلسلة متقاربة بانتظام على الصورة 

(») يوه 602 / 
على الفترة #» حيث ,م فئّة من الدوال المتعامدة قابلة للتكامل تحت التربيع 
بالنسبه لدالة الوزن الموجية (2)م فإن ,ء تعطى بالعلاقة (4). 


مثال :)١(‏ كثيرات حدود ليجندر (+) ,م تكون متعامدة بالنسبة لدالة الوزن 
1-(2)م على (1 ,1-). إذا افترضنا أن (<2) مر يمكن تمثيلها بمتسلسلة 
فورير-ليجندر 


(#) رديه 2025 / 
[دهس 
حيث ,© تعطى بالعلاقة 


ع4( جام [ / جفزء وزع / [ - ,يه 


0 +1 | 





عه ,م(»  /‏ 

فى المناقشة السابقة اقترضنا أن الدالة (+) لم يتم التعبير عنها بمتسلسلة تتقارب 
نه هه و ١‏ 
بانتظام 


مثال :)١(‏ أوجد مفكوك2 الدالة *- 7-(2) كر على 7> ك0 فى صورة 
متسلسلة دوال [,0) متعامدة وتتارب بانتظام لنظام شتورم حليوفيل 


0-0)ر , 00-0)بر , 0ح برقومر 
وناقش تقارب المفقكوك. 
الحل: ايكن لدينا المتسلسلة (ع)رهي»ء "75 ... ,1,2 -/ 
دم 
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وتعرف أن للدوال الذاتية المتعامدة للمسألة المعطاة هى 

...0,1,2 > 5 ,31> عع 0 2-1 -(2) ,م 
وتعرف أن 

زعم متهت تا ا ١‏ عه( 0)2(<) ,©( 2 زر | 2 


1- م, 22( :)0( ع) ,©( ع) ر 


دا سوق )0 60 ] - 
1 0 
0 .0 26 
[ خدج داك |- 21 5111 2 |2 2 
| 0 ل 
عسي سس سن 
ب--72116 605 -7116 005 | 60572 سس إلا - 
1١ 11 71 2‏ 


72 فردى 0 2 2 
تير جرلا ؛- (17رومه -1) 7 -] - 
/ 1 


27 زوجى 02 . 





وتكون المتسلسلة هى 
1 22)مة ع8 1 8 ٍِ 
1 -م2) بجع 11 





وتكتب 


51 511 | 512833 +52 |8 «*(22-1)ئزز5ه تت 8 
0" ليله نا-4 لت 4 يسيك إتبداتج للخصلسس سمه لشت 2 70 
رى) 1 5 :3 1 د ((2-1) 0 


تلاحظ أنه إذا كان 0-(0)0 > 0-(0)ك/ر وكذلك 


روف 5 


0,00 جه 60-0) /ر 


0-(00)ثم . 0-0منه 2 - (0) رب 


0ع 2 ن 2 0 )را , 0- هنح - )يو 


ويذلك ترى أن جميع الشروط متحققة فنحصل على المفكوك (4). 


زرف 5 


تماد د: 
أ - اوجد القيم الذاتية والدوال الذاتية 


“)د 


60-0رر ,0(20)ر ,0- بيه 2( 














7 7 4 
00> 00 بر - 60) بن ,0ع (00 بر (0) 2 ,0ع 0 )003( 
مسرمر بعدوور بود رمز لمك دم 
0-(*6م ,0-)2 ,2-0 | 4 )30 
0-0 -(0) ,20 لت )6( 
0-0 برخ (0) بر ,20 2 لماكت 0( 


(ننويه استخدم + برع ع). 
- اثبت أن الدوال الذاتية لمسائل شتورم-ليوفيل تكون متعامدة: 


0 -[ )+ ,3)0(<20 ,20 الات 01 


0< ,7)8(20 ,2)0(20 ,0ه 





2 


0-(** بر ,70-0 ,20 اد 0 )03( 
+« [ حك 


371 


ج- اعتبر فتئة الدوال (,4) حيث 


7 > >0 هم 2 - ريو لد زعربو 
1 ر 
اثبت أن (,4) متعامدة بالنسبة لدالة الوزن 1-م على [0,71]. 


د - اوجد مفكوك الدالة كر فى دوال ذاتية متعامدة (,4) له دالة الوزن 1-م 
ولنظام شتورم-ليوفيل للمعطى بالتالى 





2 
> >0 ,0-<60) 7 - (7)0 , جرع كر ,0ح برقل+ 2 )1غ 
*م> ع«>1 ,0-(*6)رر-(2)1 ,1ح ثر ,0- 2مك )2 
*7م> ك1 , 4*0 بر ,0(20ر , ماع عر ,0< | كه 


ه- إذا كان ,وء ,© حلين مستقلين خطيا لنظام شتورم ليوفيل 
0 «ا(ع) + (ع) وا+ 1“( ج)م] كد 


0 -(5) نيه + (20) يه + (6) (يه + (ه) زه 
0 - (65) ررط+ (م) ريط + (6) ررط+ (ه) رط 
لثبت أنهما متعامدان بالنسبة لدالة الوزن ى على [5 ,2]. 
و - اوجد القيمة الذاتية والدوال الذاتية لنظام شتورم-ليوفيل 
»> >1 ,0-<(2)6<-(2)1 ,0ح 0+ وصة+”رةع (1) 


1> +>1- ,22020 )بر ,0- يد +0 ”ع +2-0)2 )2( 


)0( 
1>+>0 ,.,0-<-(0)« , 0-(0)مر , 0- بر39 + بررع + )2 + ”رد ع + 
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ز - أوجد مفكوك الدالة «مزهو-(+)“/رء 72> >0 بدلالة الدوال الذاتية 
لنظام شتورم-ليوفيل 
7-0 +70 . 2)0(20 ,0- برقوار 
ع أوجد مفكوك رع-(+)كرء 72> +#>0 فى متسلسلة الدوال للذاتية لنظام 
شتورم-ليوفيل 
0-0 , 0-(700 , 0د بروجال 


ك7 ل 


الياب الرابع والعشرون 


كثيرات حدود ليجندر 
كلقتدددهه 20125 علدععع,1 
١-7‏ تعريف: تسمى للمعادلة للتفاضلية التى على للصورة 
)1( 0ع برز1+ م ) ير + ” بور -” ب( ع -1) 


بمعادلة ليجندرء حيث ‏ عدد صحيح موجب. 
7-6 حل معادلة ليجندر: 
ويمكن ايجاد حل معادلة ليجندر فى متسلسلة قوى تنازلية فى قوى 2. بإستخدام 


طريقة فروينيوس فنحصل على الحلين 
022 اس للها اليه دي لسعم _ . أه- 5 
(2.4)2-1()2-3 (2)2-1 
3 مح (4 +2030 + الم سا مح )0ح دم م 5 
(3()2+5+:2.4)27 (3+::2)2 


89 
فإذا وضعنا !1.3....)28-1([/4]-6© فإننا نرمز للحل (2) بالرمز (2).م 
ويسمى بدالة ليجندر من النوع الأول أو كثيرة حدود ليجندر من درجة 7 أما 
إذا وضعنا (1.3.5....)28-1/- 5 قإن الحل (3) نرمز له بالرمز ,0 
ويسمى دالة ليجندر من النوع للثانى وحيث أن 7# عدد صحيح موجب فإنها تكون 
متسلسلة غير منتهية وبالتالى (+0,)2 ليست كثيرة حدود. وعلى ذلك يكون 
(ع), و (*),0 حلين مستقلين خطيا للمعادلة (1). وبالتالى يكون للحل 
العام للمعادلة (1) هو 

040 (>) ,80+( ,ص4 د رس 


حيث 4 8 ثابتان إختياريان. 


797 - 


ملحوظة: سنكتب ,5 بدلا من (*)ب”2ء /2 بدلا من ع إذا لم يجث 
؟- صورة أخرى كثيرة الحدود (2,)2 
تعرف كثيرة حدود ليجندر من درجة , بالتالى 

1 م (28)8-3- هماسر مى لاحمام إل كفا 








ع (ج) مر 
(1()2-3-::2.4)2 (2)2-1 2 
)1( 
والآن سنكتب (1) فى صورة مختصرة. الحد العام فى كثيرة الحدود (1) 
يعطى بالعلاقة 
2( 2م 9 (1+ ع2- 20--.-- 10 2 (1- ا 
(1++2-:2)- (3- :1()2-:21 ) ...2.4 2 
ولكن 
١ - 1.23.4.5...)2 -122 _ 22)‏ - 2 )...1.3.5 
(-1()2.2(.....)2 002 204-001 
)3( 3 ث) 35 
إر*2 0 ...2-2-6 
وأيضا 
ج (1 نه عوال سا 12 220 
04 ١م‏ _1(...3.21-سم- يم)(1+ ع2 - 10...)0 0 
!)2 )0 1---22-)(1-2) 
وكذلك 
)3( !جم '2 ع (2.1()2.2(0)2.3(...)2.2) - 2.4.6...27 
وأخيرا 


كلما 


)2:-1()28-3(...)28-+(1( - 


إ(-2-م2) (1+ع2 - نبة)(2 +2 - 3(...)2- 1نش1()2-2(...)2-:20)2) _ 
!إ(-20-2) (2+خ4(...)2-2-:2()2 -:22()2) 


...1+ 22 - 20)( 2 -:1()2+ :2 -2(...)20 - )0 - 20)2) _ 
ا(1(...)2-2+ » - )2(...2-:)221.201-1(2 


8 2 
2-10): 2(...)#: -» +10)2-2-(! 


11-+- )م 100+ -2(...)2- 1()2- )م !(21-2) "2 


اس اام 0 











660 !م '25)02-2(1 0 
وباستخدام (3). (4)» (5)» (6) فإن للحد العام فى (2) يؤول إلى 
يم !#!(<2-2) 2 ودطيد 2" اذ 5 
(١‏ - صم)!(22) !ج27 !(خ2-») 2 
أى 
)0 ير !(2-2) )د 


!27 م)از - 1 2 ْ 


وبالتالى فإن (1) كثيرة حدود من درجة #» 7 يجب اختيارها بحيث 


2 01> 1.6 0<ع2-2) 
. 1 8 1 0 71 5 
إذا كانت 7 زوجيةء فإن 7 تتراوح من 0 إلى )0 بينما 


1 
إذا كانت 7 فرديةء فلن ”م تتراوح من 0 إلى (0-1 2 وعلى 


إذا كانت 2د زوجيه , 0/2 


وبذلك تأخذ المعادلة (1) الصورة 


!(2-:2) 
!(2- مان" - ما 2 


وهى كثيرة حدود ليجندر (أو دالة ليجندر) من درجة 7 من النوع الأول. 


ابرلا 
5( ا 1 ,2 -(6,م 
زاجكها 





أما كثيرة حدود ليجندر من للنوع للثانى هى 
ير 10212 تا معدي -(0,)2 
(2)2+3 0 13 
© ْ 3 و (4+ )230 )20 + )2 + 
(2.4)2:1+3()27+5 
ولانتعرض لدراستها فى هذا الكتاب.. 
4 7-7 تعيين بعض كثيرات حدود ليجندر: 
بوضع ... ,4 ,2,3 ,1 ,0 7 فى (8) نتحصل على 
جرع اير - (ع)م با "كد ( )رم 
1 21 13 
(322-1) -| «ر ك2 :, اق ريم 
ترم 1-1 32_در]كقا 
(3 2 20 م 3 سح ح ( ع2 
(3+ بهو “روم + -[. 421 0 43 . تكتط_, 57 
5 27 
وهكذا. 
مثال: عبر عن 42+ 2-3 بدلالة كثيرة حدود ليجندر 
الحل: تغرف أن 
ل ع و د كذ روئ تدع رين ورد 
وعلى ذلك يكون 


4 
2-3 +42 - 25,- +202 +1( 
84 
- 20-3544706 


8 -2 + 


(2) وم ]1 






ملحوظة: أشكال ,8 مبينة بالشكل 
5-5 الدالة المولدة لكثيرة حدود ليجندر: 
تعريف :)١(‏ تسمى للدالة *(22+ ج1-2) بالدالة المولدة (عت«تتاهوعمءع) 
لكثيرة حدود ليجندر 
نظرية :)١(‏ تحقق الدالة المولدة العلاقة 

1>اع| .1>اع| ,(ع)بم؟ج د 20+ 2 -1) 


البرهان: حيث أن 1>|:إء 1>إع| فيكون لدينا 
[(-- :2) ع -1]ء ةج + يبرج -1] 
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+ *“(ح-+0)* 0 )كا - 
200 )...13ل مور رود (3- )...1.3 
1 لمحت (2.4...)22 دل ف (2.4...)22-2 
5 09- 1.3...)2:1 
مضا كج ل 32 2 7< كنا 
زنكو عاط 7 في 0703-2375 0د اإيصارق 
”جر *2- 1.3.5...)21 - “لاجد (1.3...)2-1 _ 
(:.2.1)2.2()2.3(...)2) (:21)-..2.4.6 
1١-1-2220 -1 (2)‏ "سر »2 (1.3.5...)2-1 8 
1 2 2 
7 5-0 >" ج(3- :1.3...)2 
أيضاً معامل ‏ ” ع2 سل ل لت يميا 
و أ مل *ج فى (ج ( (4..)28-2 يسناوى 


0 0 (13...)2-3رر 
سردت د 7 2002 0 


بم مور تلاعت 2-3 ل 


1م جا لم 23123 0 
(وبالضرب والقسمة على /(22-1)) 
)3( يي (1 )7 ٍ. (1- ادا 5 
(2-1)ت 7 
6 (2) » (3) نرى أن معامل ”2 فى مفكوك ©( 7+ :2 -1) 


)2 م ب (106-206-3 ىر ير (1-)2 تي (2-1)... 1.3 
* [ 0 (2.4.)28-1)28-33 (ودصمة >[ سا 


2” 


(من تعريف كثيرة حدود ليجندر) 


نلاحظ أن ....2,2 هى معاملات ....” 2,2 فى مفكوك ‏ 22 (22 + ج222 -1). 
ويمكن أن نكتب 


(+) "ع بحس )ره عيطت + هج + 1ح 2712 جب جم2 -1) 
مثال :)١(‏ لثبت أن 
كم[ كمعجد) أمد-..+وومم يم رمدم خب 
الحل: من الدالة المولدةء نجد أن 
)1( ع + ج22 -1) - (ع) ,”ع 2 
ويتكامل (1) من 0 إلى 1 » تجد أن 0 ١‏ 


2 سبكس إ- ميم 


باحلال ٠050‏ بدلا من *# فى طرقى (2) تحصل على 
ج0 1 1 . 
>. ح جل" 0 1 
2ج +0 وم 22 1ه إ ١‏ !0 0 2 


ج07 1 | 2ه 5-8 
-_- 1 
0 + 0(2 05-- 1/0 إٍ 0 ا 2 
ارما اميف - 
0 مذ + (0 05- 2)]ل + (0 05© ]| 0 2 
(1-050)ها- (020زو+ 2 5م -1)/ي. + (0 05 -12))1- 


(50ومع-1)ه1- ((0 وم -2)1/ + (0 05 -1))ه1 - 
2/1-60/ + (0 005 -1) 5 


1-0 


سر ومسا © 


2 





2 


1-0/-2/ + © ومه - 0.1 05 -1له 55 
1-0/ه0 05ت - 1ه 


080 | 
21 25128 2/ج+قومه-1 


و2 ا 
2 : 
هه هعد )م 
2 2 
وعلى ذلك 
1+2 1 1 
ان - جب (6090) 1 + (0050) :1 7+ (0 10008 
أى 


1+2 


1 1 
1[ -...+(0 صر ب(6 +1 
12 200 9/7 10 


(حيث 1-(0و5مء)2) 


مثال (؟): اثبت أن ِْ 
“1 -) -(1-),2 (01) ةو 2)8-1 (0) 
(1+ 200 “نل - )مط () (1+ 6 00م (نن) 


(2) ,2 *(1-) ع رع )بطم »0 
ثم استنتج أن *(1-)-(1-),2 
الحل: لدينا الدالة المولدة 
010 لكاع| ب1>اع| ,لج كع د ةيم جي2-ل) 


(6) بوضع 1 - فى (1) يكون لدينا 


585 


0 بطكع ترج جد نمم 85 ردي ج2-) 


0-م 5-0 
وحيث أن 1>| :| وباستخدام نظرية ذات الحدين نجد أن 


)2( (0 بم*ج 58 ةج بج +ا1 


0-- 
وبمساواة معامل ”2 على الطرفين نجد أن 
21-1 


(13) بوضع 1- -* فى (1) نحصل على 


صم 595 32+ جه )مكح 355 دجب يدب 
0- 0ت 
)03( (1-),2*ع 7خ -... + "جع "1 بتج- ةج + ج-]1 
وبمساواة معامل *2 فى الطرفين نجد أن 
“1 -) - 2,1 
(131) حيث أن (+),25. تحقق معادلة ليجندر فإن 
)4( 0ح بطرا+ )م + اطع _مصرة عر -ل) 
يوضع 1[ دع فى (4) واستخدام 2)1-1 تحصل على 
(ا+ مم - يم ج-0- (1+ »)م +( :0-25 
(17) بوضع 1- -2 فى (4) نحصل على 


(2+1) 2 “1-)- - (1-)مم جح *(1-)1 + )ير + (1-) طرة +0 


(وذلك باستخدام *1-)-1-),2) أى 


97568 


(حيث ‏ '“*(1-)-(1-): *(!-)--  )-)-1('‏ ([+ و" تلات د راح)بم 


(0) بوضع د- بدلا من د فى (1) نحصل على 

)3 (»),2"ج 1ح - :”1 (* ج + جم2 +1) 
وكذلك وضع 2 - بدلا من 2 فى (1) تحصل على 

)6( (م) بم" ) 3-50( جي2 +1) 
ومن (5)» (6) نجد أن 


7( («) م* ‏ *(1-) اخ - (ع-ا,2 د رم 


وبمساواة معامل “ج فى الطرفين نجد أن 


5( (+) بل *1-) رع )بط 
الاستنتاج: بوضع 1 بدلا من *# فى (8) ونلاحظ أن 1-(2,)1 نحصل 
على 

“(1 -) -(1-)بم 


ملحوظة: عندما تكون 2 فردية قفإن 1-- *(1-) وبالتالى تصبح (8) 
(),2- -رع-),28 وبذلك تكو ن(*),7 دالة فردية فى + عندما تكون 7 فردية. 
وبالمتل (27,)2 تكون دالة زوجية فى د عندما تكون 72 زوجية. 
مثال ("): اثبت أن 
270) 
م 6 2172 





*2-) -(0) رم (ن) ةف 0(20)ن,يم (1) 
أذا كانت 2 فرديه . 20-(5)0 (111) 


)- 1“ 5 


إذا كان # زوجية ‏ .,. علد -(0) طم 1 
لو 26 “|2 / )"2 (10) 
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1>إع]| .1>إع| ,2 (2ع+ جع -1) د (ع) ,"جع 2 
)01 
بوضع 2-0 فى (1) نجد أن 


2# ج + ]) - (0) اج 3١‏ 
دح 


ِ 7 0 
2 قت نر «- 
0ت 


(3) نلاحظ ان الطرف الأيمن فى (2) يتكون من أس زوجى للمتغير 2. 
بمساواة معاملات “27 فى طرقى (2) نجد أن 


)3( 0-0)يمض 
(13) بمساواة معامل ”2 فى طرقفى (2) نجد أن 2 








(1()27- :1.3.3.4....)2 (1.3.3....)2-1 /! 
ف بخص ل ارط خرات شه كد وما و5 - 221 كل1 ل مع مر 
(:27). 6 010 2 (1-)- (0) بد 
لت يس 
(:2:1()2.2(...)2)! 1 2 
ش !(:“نة)_ م 1 التاسى ع 
)4( 17 22 )1 2-0 !عجر 2 لتكت (1 ح 


(13ة) كما عملنا فى الجزء (1) هنا # - 1 ++27 فردية. وبالتالى فإن من 
(3) يكون 0-(2,)0 حيث 2 فردية. 


(17) تجرى نفس للشىء كما فى (11) حتى (4). هنا #7 - 2 زوجية 
وبالتالى 77/2 -+7. بوضع 74-7/2 فى (4) فيكون لدينا 


27 لام 


” 


212 ّمت 
»2 (1-)-<(2,/0 


مثال (4): اثبت أن 
ترات يتامم )م ).م 
1١‏ 
3 2م ١‏ دم فى الدالة المولدة نجد أن 
2( ظ )عم د #ترتي مسن 
)3( ل 2 320 22 ج ب اج +1) 
بوضع 22 بدلا من: 2 فى (3) نحصل على 
)4 ظ ل ال 1 
ولكن 


(2-2ج+1)( 2 + 2 ع +1) - 2ع -2(2 جع +1) - *ج + ة ج +1 
27ج + ج-2(12)1 جب ج +1) 4012 ج ب ةج +1) 
أى 
1 يا 2 1_ ل حَ ضف 1_ 2 ّ 
)رق )ب 
(باستخدام (2)» (3): (4)) 


ظمغ7- 


000 


وبمساواة معامل * 2 فى الطرفين نحصل على المطلوب. 


مثال (5): اثبت أن 
. 3 ىت ج +1 
0 037 م2 2 تج جيةالاج 
الح: لدينا 
)1( 5003 -22+ 22 -1) 


الطرف الأيسر (4) يساوى 
- 212 ج + 2 - 1) + 2-12 ج + 0-2 41- 
2 2 
2( (من 0 , ا لسع تيمم 15 
4 0م 0< 2 
ولكن 


+[ 


اه اكا** ج ب بطر" ييه ,2 ج جد ريرج بطر إط*اج 2 
(1- 5) , (.لج بط" ج .+ رطع+ 8)ج +1- 
)03 كع جك 
واستخدام (3) فى (2) فإن الطرف الأيسر فى (8) يساوى 
ا ل ل ل ين نك 


959 


١ - 8 85‏ , _,ط + ,م)*- 2- 


+ 2-7 خاصيه التعامد لكثيرات حدود ليجتدر: 


أو 
717 
ح ضر 
البرهان: 
)1( 59 «مء حيث أن رطء 
)01( 
)2( 


67 71 0 . 
-١ 2‏ جلاع ,2( ع | 
2 !- 


2+1 


0 ا 
- 5 لك ع بطرم م | 


نحقق كل منهما معادلة ليجندر يكون لدينا 


0ع رطرا+ )م + رمءعد - مر ع -1) 


0- ,12+ .)م + أطعد ”م صرة ع -1) 


بضرب (1) فى ,2ء (2) فى ,2 وبالطرح ينتج أن 


0- ,لطإر»ا+ م)م - نا1+ مم) مما ررطاط- يط ط)ع5-2مرم- امرص)رة -ل 


أى 


بورج ديو ذو ع( رمام وطرط)عر2-( مام ا 7ع -1) 


أى 


ا بطاح + نوالا - جو) - إل يبط - يط رط)(” .-1)] 1 


وبالتكامل من 1 - إلى 1 نحصل على 


١)‏ 6 ان 0 --1)|- از ع ظ(ع) بم ]1+ + :)جم - 1ع 

1 
)03( معدم . 0دعمصم | 
1- 


(نة) * ع مم : لدينا 


)4( (2)بط*ج > - 12( ع + جع2 -1) 
دعم 
)5( () »ع 87 - 272+ 2 -1) 
1 0م 3 
وبالتالى فإن 


“جع ,2202 5 ١‏ 2 + 22 -1) 
لدم 20م 


ويتكامل الطرقين بالنسبة إلى د من 1- إلى 1 نحصل على .. 


)6( “27 ملز )يم أ - ج2("8 2+ 0-2 1 
وباستخدام (3) فإن (6) تؤول إلى ١‏ 

5 حل و 51 7 ]امه 

72-2 ال 0 [- 3 !( 2,2 أ 2 


1- [((2ج2-2ج+1)مز] .- 
[ *(0+2ما- 2( -100]-- الممتتممم بش - 


[(0-2صا-م +0 - [(2 +2100-(2100-2] 2 - 


2 ع 1 
...ع دكت ج |-[...- 2 هدسج [إسد- 
3 2 3 20 2 








00 كد ظزء 4 ١‏ 2 


[ | سدم 


وبمساواة معامل ر27 من لالطرقفين نحصل على 
1+ 2/)22- حك *[(ع) ب2] / 


وهو المطلوب. 
7--5- العلاقات التكرارية: 
سوف نثيت للعلاقات للتكرارية التالية لدالة ليجندر 


02 إي-_1(2 - 2 ) - ربظع(ا1- 2) - بطم -1 
أو 
521 بطم - ع1 + ل ) ع لم1 م 
أو 
. يكين وككقن طعر 


5 41م “©*” [بير2 ”" 
اط اع ع بطو -11 


إ[حم 


ا بأد بطرا+ م2) -111 
بطمعخبرأطع- نم ا أو إطيزا ىل /م- طنا +م) -/11 
ربطم- رطعم د أطر1- 2 الو 1د ب,8) 2ت م( يد -1) ديع 


بن بط بطع)را+ م)- أصرةع-1) -71 
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البرهان: (1) من الدالة المولدة لدينا 

)01 () ,2*2 لك 27ج 2 -1) 
باشتقاق طرفى (1) بالنسبة إلى 2 نحصل على 

2( () "جم 8 > (ج2- ج2032 + جزة- ل ل 
بضرب طرفى (2) فى (22+ 0-222 نحصل على 


( )بم دهم 2 ج + ج22 -1) - *2(71 ج + ج22 -2()1- 2) 
1-0 


(ع) مجر رك 22 -1) - (ع) بطع 2-ع) 
أى 
بصا*” جير + ,”عم رط -2- رف" جو ل عمج او بصتج لور 
بمساواة معاملات “2 فى الطرقين نحصل على 


138 - )+ بطع2 - برإظر1 + س) ج ربط رطير 


أى 

)3( رطم - يطعزةا+ 2 ) - ب إضرا+ م) 
يوضع (72-1) بدلا من 7 قى (3) نحضل على 

40( 8 م) ل بصعرا- و2) - بصم 
ويمكن إعادة ترتيب حدود (3) تحصل على 

1 حو 2 - ,7ه 
ْ 221+1 2+1 

(11) لدينا 


- 7/677 


)1( (ع) ععج 22-57 ج- جع2 -1) 
عدم 
بالاشتقاق بالنسبة إلى 2+ نحصل على 
0 55 -(22+ )2232 0-2 + 
0 2 

أى 

)2( كيم 7-5 (2ج+ ج22 -2()1-ع) 
باشتقاق (1): أيضا بالنسية إلى *« نحصل على 


أط*ج (<- 32 2ج + ج22 -1) ع 
الأعدور 1 


أى 
#ط “ع :05ج ع - 2732 2+ جب2 -1)( 2 - ع) ج 
ل 2- )- ما“ وير 25 
20م 0م 
أى 


ومساواة معامل “2 فى الطرقين نحصل على 
.فد اطرد بطم 
(111) من العلاقة التكرارية (1) نحصل على 


رطس بظزاجم) د بصعرال+ م2 


141 
الاشتقاق بالنسبة إلى - نحصل على 
أطه + 12+ ه») ع بظطرا+ ب2) + أطعر1 + «2) 


1- 1+ 
87*65 ل 


بظم ل أطرا م ) د بطراه م2) جريام + عورا + م2) 
(من العلاقة التكرارية 11) 
اى 
)18+ م ) - ب أظرا+ م) - براه م)(ا+ 2) 
)01( بط حبيط- بعراء+ م2) 
بوضع (2-1) بدلا من # فى (1) نجد أن 
ودع - يط د ب( - 2) 
(/11) من العلاقتين 1ء 11 نحصل على 
1( ب)ط- /طبرد رطم 
08 بط سب بم د رطرا+ م2) 
بطرح (1) من (2) نحصل على المطلوب. 
(/7) من العلاقتين 11» 177 نحصل على 


1( )2 بطعر- فول 

)2( بأطعدد- يمح بصنا م) 
بوضع (2-1) بدلا من 7 فى (2) نحصل على 

)3( مأ ولح رطم 
بضرب طرفى (1) فى * فنحصل على 

0( رطم - بطبراع أمذ ع - طبور 


يطرح (4) من (3) نحصل على 
بطم طجمع من 2ع اج إطرذعر-4)- (طع رمم 


090656 -ل 


آ/ا من للعلاقتين 1ء 7 يكون لدينا 


)1( رمع طناع يع طعرا+ة عم 
)2( ربطمع-, .ميم د أصرة-ل) 
وباعادة كتابة (1) على الصورة 
مع 2ن + ») - عله درل 0] 
أى 
)3( (بطع-ر ط)م دن ع طنرادىم 


من (2): (3) نحصل على 
م طصعلزز + م) - أصرة ع -1) 


مثال :)١(‏ ثبت أن 


217 
43-1 





- حأنز )_,8آ( عا اطع أ 
1- 
الحل: من العلاقة التكرارية (1) يكون لديتا 


2 1[ +7 
ج«) وهر 4 م لدم 1 
( 0م 2+1 ( :10م 2+1 10> 


بضرب طرفى (1) فى (*),,2 والتكامل بالنسبة إلى د من 1 - إلى 1 








3 1+يم ' 
+ عاط( م) ب 2( عت يي / خحو- زعا( 
5 + م 
2( ا 
ولكن 


77 ا 0 1 
)3( 8 2 4 - 22ج جرح ,م | 
2+1 3 


وباستخدلم (3) فإن (2) تؤول إلى 


1 
2 
2)8-1+1 0 - ع4( )1( ,1 / 


ل هت 
42-1 ([20+1)28-1) - 
مثال (1): لثبت أن 
1[ 2 3 1 
يي ا ا ا م م 
(8)2+3 (4)20+1 (8)2-1 
للحل: من العلاقة للتكرارية 1 يكون لدينا 


ك2 أ 
7 


بطش ببظار1+ »)ع بلاعرا+ سم 
بتربيع الطرفين 
1( طب إط»اه م و2 + بخطة وب قط 12+ م) - 0طة عر 12+ 2) 
وكذلك 
6# يسم .ىا 0 5 
)2( 2 أ-«دعممم | 
: 7ح ىر مسد 1- 
1 +271 


يتكامل طرفى (1) بالنسية إلى من 1- إلى 1 واستخدام (2) 
يد مو و يم 
[1+(1-)2 1+(1+:)2 


1 2 2 1 
71 +4 (1+ ص( 1 2 )22ت ا 
ب[زلاحمهة 3+صة | (1+م2) 7 


*(1+:) ح عل مذ عر 1+ 2 
1- 











لاهلا 


يت 
(8)22+1 (4)25+1 (1-:8)2 





17-/ا صيغة ردريج: 12نسمم؟ د'عتععل10 
له الصورة 
8 ٍّ 
(2-1 2-6 2 -(20 )2 


البرهان: ا تعريف كثيرة حدود ليجندر 











2 برط )2 -211) 50 ها _ 
)01 ((2-2)!(” - ع1 2 0 بغ -7,60 
ومن نظرية ذات الحدين» يكون لدينا 
)2( ع2-هة 2-1 6 5 2-17 0 6 7 21نم 
0ت 0 ش 
ولكن 
2-2 ,م 0 5 د 1 
0( 2000 - 5 لاير2 
كذلك 
سس !7 4ل 5 
7 3 ح *ج لاد ىر إز> 20,1 #ير سم 
!(2- م عل "يرل 
)5( كس نك ورم ديه م معدي 47 
2 ديرو 
وباستخدام (5) فى (3) فإنه يجب إحلال الا بالتالى "أ إذا كاتنت م 
0د 0م 
2-2 1 
زوجيةء أو إحلالها بالتالى  65١‏ إذا كانت 2 فردية » أى أن احلال 
تم 


ال بالتالى اللآ. وعلى ذلك (3) تؤول إلى 


ه77 _ 

















د-مه "4 ا 1 ه + "كق 1 
م 1 -_- سي 2-1 0-6 
60-10 ب م20 دين ايرهج 
.ددم !(بخ22-2) انعا 1 
(4)) نلعتس _لطلتتلالتتف (1-) 0" فييك 
(من 4( زم-52- 007 5 2 
ع2-م !200 021 7-1 1 اكع 5-3 
(02-27) !لح م)ا!م ا و 
باستخدام (1) (*),5- 
مثال :)١(‏ استخدم صيغة رودريج لايجاد قيم ,دلء 2ء ,2ء ,ل 
الحل: تكون صيغة رودريج هى 
2 4 1 
1- سس شح 
1( ) 2 لدم فوا 
1 3 1 
بوضع 2-0 فى (1) ينتج 1-1 2000 


: 5 5 1 1 
بوضع 75-1 فى (1) ينتج أن -(2)22- 27-1 ل - () 2 


بوضع 2 -8 فى (1) ينتج أن 


اه 1 دسي كلد رمم 





حك أ عن 8 0 
5 1 و , ©1# 
1-*32)--(يع#- للدت 2# (1- 22 
(1- 7ع ا (ج 7 جر )ست 21 .(222-1) 


بوضع 7-3 قى (1) نحصل على 


ردن _قددرهمم 
دس !23 
27 )42 1 
)و بك - | تن تي بك | كد - 
1022 2ق _ 1 -[م ا 


ه87 


[خ<1.2-*2)2. ع + *(1- ا ١‏ “25-1 ان 00 


1 1 2 1 
5:3-3)--(203-12)--[1+:3ج6-*52) ددع 
(3- م 7 ) 95 ) +5) 5 


مثال (1): اثبت أن 


إذا كانت 0م 2 - عه( ,1 ا )0 
1- 

إذا كانت 1< ,2 <- عل( ,م ا 4 
1- 


للحل: (1) عندما 0 -<” فإن 1-(ع),ط-(+),م وعلى ذلك 
2- يرل 4و عن( )82 ٌ 
]- 1- 


1 


25 


1 1 
“ع | "4ة- "2 ,ع2 *1- 2*7 [ - حهرع) ,5 | (ن) 


1 
2" 


1 
2 
1 
2 2! 


(ذلك باستخدام_نظرية ليبتز) ‏ ,'[*(1+ ج)“””2 *(1- +ج)+...+ 


:"2+ ع "ا ع _م] "2-1" 5] 





000 
- 





+ *(1ج )© *(1- جج) "9ح ا "1ج بر *(1- يج -8] 











0- يخ[ "(1- ع)لا+ مام+...+ “لج ع)لا- ع م] 2 5 
11 
حيث 
[»-« ولتت هود "زؤ+ يه) "5 
ا(- م) 


مثال ("): استنتج من صيغة رودريج 
ا جرع 00 عر" 1 1 للج يفره دم ر [ 
الحل: باستخدام صيغة رودريج نجد أن 


1 
2-17 عت) “رع / إ سج عفرج) 2( ع / [ 
1- 


2 


3 2ع ”رع 1 12 مره بإ د ا 1 


(تكامل بالتجزئ) 
55 ل *(1- 
(باستخدام نظرية ليبتز) عل "(1- 12 ”9ع |[ -, 


-1[ 5 5 1 ١ 
هلل #مياه وز ”مر ا ع) لع‎ | 


حك (1- 2 عر) 2*2( ” رو | داك 


الام 0 





بالتكامل مرة أخرى نحصل على 


1- 
جد "(1- 22 "رع" ]ع كك 
وبتكرار ذلك 


ا 


از عد 0 عر“( 2 بر) ل عر 


3.08 


8-4 مفكوك دالة فى كثيرة حدود ليجندر: 
ذا كانت (*)ثم كثيرة حدود من درجة 2 فإن 


0( (2) ,م6 ك5 
(نة) حها )م( >) 1 لخدم )- 2 
ك1 


مثال :)١(‏ فك 2»*-(+) 6م فى صورة ()_م,© 735 أو أوجد متسلسلة 
ثيرة حدود ليجندر للدالة *عر. ٠ ٠‏ 
للحل: حيث أن 22 من درجة 2 فإن 


2 
طن © + رط 6+ رظى 0 -(ع) بط © زع 
لدم 


1 2 [[كهء)- 6 


ولكن 
322-10 - 2 ,جرح بير ,1ح رم 
5 31 5 117 1 
0< عل”ء |]<-,© ,<2- ةع | 0-2 
)2 22 
١ 2‏ دير ثبي د_مه 151 
لدت لال لت 3 دح 1 )دع الح سج رن 
١ 5 3|, 3‏ 20 
وعلى ذلك 


1 2 
2#) - 21,0 ( +2 ,0:( 


76 


مثال (؟): فك الدالة (<)ث/م فى الصورة () م2 '5 حيث 
لدم 








0> ع>1- 0 
ف 1 > >0 0م , 
الحل: ليكن 
(«)طر© 3 دعر 
أ-م 
و 1 5 
حز ) , دم الم )د 
[ عفدم ,2(ع) /ر | 4( <) ,1( و لمت 
( من (1)) اع جز الت 5 
وعلى ذلك يكون لدينا 
1 1 1 
-- ع1 ا 7 [2-.06 
3 ,36 3 
-- عه ]2 عقم كيه 
1 22 ]5 )5 
0 عر 0 5 
7-_ +3 - 3ر5 
وعلى ذلك 


71152 


١ 3 4+‏ )ب + »)رمش - (ه) / 
نظرية (؟): إذا كان 2 حلا لمعادلة ليجندر التفاضلية 
0- ر(1+ 2)(») + / بور -” ررذع -1]) 
فإن ”عدقك/ 2("*4”2 بر -1) تكون حلاد للمعادلة التقاضلية 
3 تسر 
(م) 0 ع 1+ مم أج جه رز عدن 
تسمى للمعادلة (4) بمعادلة ليجندر للمصاحبة (3550©12660). 
وبرهان للنظرية مباشر. 


5 كلا 


99 
-١‏ اقبت أن (+),2 2 +(ع) ,م 2- 2م 
-١‏ اثبت أن 
(:27) 
1 2 
اثبت أن 2-(22+ ج22 -1) حلا المعادلة التفاضلية 


2-0 م ل 





(1-) -0) م (ت) 020)ن# (0) 


4- لثبت أن 
(1+ م)» - عل *(ثم) ا (01 1- 2/1 - ع0( عي 060 بم ٌ )0 
1 
ه- استخدم صيغة رودريج لاثبات أن 0- عداج)5*< [ 
1- لوجد مفكوك 
1>ع>0) 1+ جل 
0> ع>1- 0 كنك 
. فى متسلسلة على الصورة (©0) م0 2 
- لثبت أن 
0- عترح)طةء | (3) تف 0- جاح طح | () 


1 
,(3/2+ »)1 “2 /(1+ )221 /1)1- عفري ط*ع ]| (تنة) 


9716© 


0 ع( ,دع أ 1 
- اثبت أن 


- 2 -_- 
ةو ي2"ج(1+م2) ل )0 


١|] _1325....)20-1« 11١ 
0) | دم )8 2 ل ةك‎ ١ 


9- إذا كان (2)2 كثيرة حدود ليجندر من درجة #» »0 حيث 0-(0),م 
لثيت أن اشارتى ©0),ر,2ء (2,,)0 مختلفتين 
-٠‏ لثبت أن 

,1+ 2 ) +... + 32 جر د إطب لام 
-١‏ لثبت أن 


بطح ببط)ا + ممع أصر»ا- 12+ م2) () 


1 
(22+1()2+3) /«(1+ )م د عض هرا - 2 | (3) 
1- 


(1()20+3+ م2( - «2) / (1+ )ص2 - ماف بط بطش بر ا (نة) 


2)4+1( 


ث7 20 اي 
يي ميج از عار /(ع)بية > ا 03 


ذا كان 
...+ هدم 7(8-:2) + ي_,«(3-:2) + رمه - اطع 
لثبت أن 
ِ 1 
(2+1) 21 - عفيططع | (3 
1- 


ككم7ا ل 


1 
0- عديصطعء ] (ط 
1 


-١‏ إذا كان 1-< #مدء 7# عدد صحيح موجب آثبت ان 


(2+- 2(...)02- )1 - )م _ 7 
(3+ ه- :1(...)7- + وس)ز1 + + درن < فز )1< ! 
-١‏ اثيت أن : 
)0( 0<0) م إذا كانت 2 فردية 
57 "1 د 00 
ممسسمسسسبي يس م سس م 22 رأ كانتت 
 (‏ - ,م ْ زوجية 
-1١ 5‏ اثبت أن 


(بيلع )1+ مم د بط»را- * 1+ :2) 


/ا6/ا ل 


الباب الخامس والعشرون 


دوال بسل 
عنم اعددوع]1 
١-5‏ مقدمة: تسمى المعادلة ١‏ التى على الصورة 
1( 0 -(2م- 2جع) ب ور بك تعر 


أو 


بمعادلة بسل التفاضلية من رتبة 7. 7 ثابت غير سالب. 
والآن نوجد حل هذه المعادلة بإستخدام طريقة فروبينوس. بافتراض أن حل 
المعادلة (1) على للصورة 


0-- 
9 آي »م 5 
(+4.8)1+2()2 (4)1+2 
0 ير و 58 
)03 ا (م-2)(م-480 (سحلعه دك 
فإذا وضعنا فى ١‏ له ده ةو ْ 1 
و فى الاعتبار حي © فى (2) نحصل على الحل الاول 


ويسمى بدالة بسل من النوع الأول من رتبة 7 ويرمز له بالرمز (2),/ أى 


١ 1 7‏ "عر 
4 ال ل ٠‏ ا ا ا 0 
١ 4)‏ (2+)(1+ 1+ )4 1+ 217 0 


00 > دعر 
2 كلس مس ,]كم -- 
1 1 1 1 1 25 . 1 
وإذا وضعنا ومح - 5 فى (3) نحصل على الحل الثانى والذى يرمز 
له بالرمز (2), د 
اعردب و 5 5 
5 3 سس سس !(1-) (5-١2)_لى‏ 
)05 ساسم 0 > 


ليكن 8 عدد كسرى فإننا نعرف أن -()10 إذا كان 0 +7 أو عدد 
صحيح سالب وبالتالى فى غير ذلك فإن  1)(‏ تكون محنودة. وحيث أن ,7 
ليست عددا صحيحاء ” دائما عدد صحيح فإن العاص (1+م+ -)] فى (3)؛ 
يكون دائما منتهيا (141211) وغير صفرى. إذا كان م>27١‏ فإن (5) تبين 
أن (+),/ تحتوى قوى سالبة للمتغير د دائما ومن الناحية الأخرى فإن (4) 
لاتحتوى قوى سالبة للمتغير ‏ على الاطلاق. وبالتالى نجد عندما 0 - تكون 
(+) ,ل منتهية بينما (*),_/ل غير منتهية (لانهائية) وبالتالى لايمكن إعتباره 
مضاعفاً للآخر. ومن هذا نرى أن (+*)ردء (*+),./م هما حلين مستقلين 
لمعادلة (1) عندما يكون 72 ليس عددا صحيحا. وبالتالى يكون الحل العام 
لمعادلة يسل (1) عندما تكون 72 ليس عددا صحيحاً هو 


(0)_ له دع رم د بر 
حيث 4ه 8 ثابتان إختياريان. 
5-” دالة بسل من النوع الأول والرتبة :7 
تعريف: تعرف دالة بسل من للنوع الأول والرتبة # على الصورة 
)0( | ةللبم 05ل 


حيث ,7 عدد غير صحيح وغير سالب. 


ملحوظة :)١(‏ عندما يكون 2 عددآا صحيحا فإن !(م+4)-(1++1)0 
وبالتالى يمكن كتابية (1) على للصورة 


+22 2 1 - 
2( عاإملسءرت دمر 
0 


7 !)2+( 





بوضع 20 1 يدلاا من #2 فى (2) نحصل على دالتى بسل من الرتية 
صفر» والأولى على الصورة 
ير “4 اتيج 20 
2 2 1-214 ( و ل 
ير نر 
22426 223 
ملحوظة :)١(‏ يكون لدينا العلاقات للتالية لدالتيى جاما وييتنا 


د + > (+),ق3 


ةر على ]10-2 (13) ., 5<0 ,عقا رسي ] - رم )0( 
0 0 


لك 107/2 (7) 1)0-1 (نن) 

0< ,(س)ككم د راج س1 6 

نه / - (ه- )1001 (نفذ) ‏ , (سرمسممقء رسرسمم رتل 

ذا كانت 0 -<72 أو عدد سالب رده - (, :)8 () 


0< ,0 < 2 ,(80),771 ع جل"( عر 1) أل" عر | - ربمق )3 
0 


107 017 


(ج+ ص1 ل فون للف 


1 -2 
ل م و ح- (22) 1 (11ن) 


22 ْ 
0و "تومن أ 8)5:,1(>2 حل 
0 


الالال 


-” العلاقة بين (), [,(2), 2ر2 7 عدد صحيح موجب: 
نظرية :)١(‏ إذا كان 7 عددا صحيحا فإن 
() ,7 *(1-) -(),_17 (0 
سواء كان 7 موجبا أو سالبا 
البرهان: سنثبت النظرية فى حالتين 
(3) ” عدد صحيح موجب: ليكن 


5 2-5 
2 
4 الع 
حيث # أعدد صحيح > موجيب - فيكون ‏ (7+1+»-)2<10 لانهايئة (أى 


1 9 9 
تكور فرا) عندما (6-1).,... -دم. وبأخذ ذلك ة 
(1- + -)1 تكون صفرا) (0,1,2,...,)2-1 -<,. وباخد فى 


الاعتبار فإننا أن الجمع على ”7 فى (1) يجب أن يؤخذ من 2 إلى «.. فيكون 
لدينا 


22 ----000 ىر 


12+ + :)"11س 
محرو )2 5 1 َ 
0 نين 0 
(أى تغيير الجمع إلى «- > مم وبالتالى #«+ ممعم أى عندما. + فإن 
0)- يمء عندما ١ه‏ -م فاإن مه - بم) 


+ 2 1# 1 5 5 ف 
علب (1-)"(1-) ١,‏ - 


2 )!17+ مع يج) 1 


+2 + 1 ' 35 7 
للم (1-) ,2 *1-)- 


12+ م + )1 
(بتغير متغير الجمع من +7 إلى 7) 


ل الال ل 


(من تعريف ,2 ). (),ل"(1-) - 
وبالتالى عندما 0< يكون 

)0 (),1(*1-)-<(2),_ قل 
(11) عندما 0 >8»: ليكن م عدد صحيح موجب بحيث م- - م وحيث 
أن 0< 5ء ومن الحالة الأولى يكون لدينا 

(2),_ل” (1-) - (ع) ,1 < (ع), ل (1-)-(20),_لد 

ولكن «-- م وبالتالى تؤول للنتيجة السابقة إلى 

4( ( )1 "(1-) -(2),_قل 
وهى تماما مثل (3). وبالتالى تتحقق النتيجة لأى عدد صحيح 7. 


ملحوظة: عندما تكون 7 عددا صحيحآا فإن (2),_/ تكون غير مستفلة 
عن (ع),د لأن (+), 7 تكون مضضناعفا للدالة (+),/ر كما بينا أعلاه. 
وبالتالى (+),_87+(47,)2*2- رم ليس حلا عاما لمعادلة يبسل عندما يكون 
7< عدداً صحيحا. 


نظرية (؟): يكون حلا معادلة يسل المستقلين هما (*),د 


( <) ,_7 -(2), ل :057:1© 
511117 


(03) 


لجميع قيم :7. 

اليرهان: 

(3) # ليست عدداً صحيحاً: عندما تكون 72 ليست عددا صحيحا- فاز 
0* :هذ وبالتالى (5) تبين أن ,8# هى تركيب خطى بين ,4د و 
,_7. ولكن نعرف أن ,د و ,/ يكون حلين مستقلين عندما تكون 7 ليست 
عدداآ صحيحا. وبالتالى فإن ,/ مع التركيب الخطى لكل من ,4 و ,ل 
يكونا حلين مستقلين. وبالتالى نجد أن ,7 و .7 حلين مستقلين لمعادلة بسل. 


-(ع) ,1 


كرفف ” 


(11) # عدد صحيح : يكون لدينا 
ب7 "*(1-)- ,7 .51-0 وزو . *(1-) روم 


وبإستخدام هذه القيم قى (5) نجد أن ,آ لها الصورة ,5 وبالتالى تكون 
(+).ل/ا غير معينة. ولكى تكون للدالة .38 معنىء فإننا نعرفها كالتالى 
7 - _تأتياومء 


)6( السسمتلمسلسلل اوررق - (2) , سناع (ع), ا 
م 


.[(),_ 22-3), لعتلاومء)( :9 /0) 5 


,(16 6051©) م 


1( ع ) )0111 5و6 +( )ىن 14 3151111- 1 


ب 161 172656057 


مه ِ- 10 6 ع 


16005 1 


م | 1(7-)- م م )1 0 


"7-1 
80, 1 
7( : 0 م 


ومن السهولة لثبات ما يلى حول (+),7 المعطاه فى (6) 
() ,8 حل لمعادلة بسل (فه) .8# حل مستقل عن (+)./. 
ملحوظة: اشكال دوال بسل كما هى مبينة بالشكل 


5لا7 ل 





مل (1): لثبت أن 
2001 (33) .و 2-178 <-ت(ع)ين_37 (0) 
1 ش 1 


تح [(ع)يىن_7]+ [(2)ىن7] (نتة) 


الحل: من تعريف ,24 يكون لدينا 
2 الل 12 ير 
0/2 , 8 6 ب جيح رز 
101/2 , عدوم #إسبي 0 15 ا 0 


حدين7 (3) 








#14 21 “اير 
9 كلل 57 ايد للد 
5 1233 (1)1/2 2 


نر ر 1 1 ١‏ عدع . 
8 يس ها ععيييسهد]| ]ات 
5.5 123 د (2(1)17/2 1/7) /(2 





(فق) بتربيع (6» (3) والجمع نحصل على 


10 / 2 ع ( عر وو + من كد - للخل 


مثال (؟): لثبت أن 





[تتسوله .ميعدت ص 
1+1" دج جه 


الحل: من تعريف (+).7 يكون لدينا 





ِ-- 2 2 د لبييو لنا وتم ين 
(4.8.)2+10)0+2 (4)0+1 |(2"1)2+1 مده *ج ‏ هه 
: 00 (1+)"1/251- 
مثال ("): اثيت أنه إذا كان 1-+< م فإن 
افاضم 


تلم ب 1) ]- )اه 


-1 
الحل: ليكن 
سنن ك2 1) ا 1 
0 
باستخدام تعريف (+7_)2 يكون لدينا 


7 "| #سطيرم 1 دحا سد د53 1( )+ 1 
2 )2+1 + 2 1!اى 5 4 


وو 2 
28+21 م 1- 6 1 بل 
5 رقع ال اد 


2 
, 
كاي 


اي اه 


كلا 


1 
7 1-(1+م* »اج 1-و-ور )2 -1)( 1 حي بيس 3 - 


0 ا ول اس 


(بوضع 2-*+ أى عك- علج) 


1 21 
2 /,ء 
2-6 شد _ 


(1+ + )1 2 (7+1 + :7) 11 مم 


بشرط 0< سردي 1-<[1بعييم أى 1-< دنر 


ودود لكك رون بنج تت( ج-1) | ا 
0 








(1)0+6 
2+ * 1 9 0-4 2 (- 160 _ 
ليمي 0 2 8 0035 
(من تعريف (ع) 7 (ع) ىر زع السحعا, 
وعلى ذلك يكون 
و-2 1 1 وحوئثر 
(-2) 1 


4-5 الصيغ التكرالرية لدالة بسل: 


(>) ل" ع 1مك )1 
وهر ري ر»- كك (ن1 
( )رمم - زر حا 2 ا 
تعد كمد وتم الى ,لكل لدرمعر (ننا 


ب لع تمع ويد الو 100-27-1 37١‏ 


ل لالا/ا ا 


,237 ح- 1+ 


لسري أو لل راد ميرد و0 


)1+ .0 5 له أو و ب 4+ ذم ك )171 


والآن نيت هذه العلاقات 


"سين 5ع !د ررس برعي ك 6 
12+ م+ م)1! 0-6 1 بق 


222 4 1 1 أست 0 
) 9 جل “22 (1 جم + ير ]اس 2 
2+1 210 + ع2( “1-) َه 

*1(22 بس + ويرام م 


ادي؟عة2 1 ل 0 +4 2 2-1 ٍِ 
رسج ير) 1( مام م 


24-1 8 5 
لا 0 
12+ +1)22-1! ”7 هم 


2-1 


ير 1 000 0 
ا ١‏ اا 1ح 2 حي - !6ش (11) 


2 ++ 2)طآام 
وى # _ل_ ظطعب ع 
حل "275 (1+ج + 72) 711 هم 
2-1 2 “(1-) 2 0 
“+122 مع ون '1(!1-م)م هم 
1 2-1 2 '(1-) 8 0 


(1 بم ب )!2م م 


ب الثم ع 
0 ([ +ع + م2-1(!]1) ب 


للا ل 


[ حيثف -ه-(2-1) عندما 0-< واذلك لتلاشى الحد المناظر 0-<] 


- 7 ل 2 2-2-1 عدا "*1-) 5 


-2 22 (2 ب ور 11 ب وم 


[ وذلك بتغير متغير للتجميع إلى 1-, - 7 وبالتالىي 1+ :مع . فإن ‏ 0- ,7 
عندما 1حديج» مونح وير عتدما مه جح عر ] 


1+2 _ - 2 +1 در اع 5 
86 0-1 رد 6 (1-) 3 


2 1++1+ مم 2 (2+ ور و1 و 2 
(ع)ن 1" برام 


(نقة) من العلاقة التكرارية (3) 
"عع "رم وكير 
بالقسمة على *”* نحصل على 
7 :7+ 0 جد وي لواح العد+ يلم 
(*1) نحصل عليها من العلاقة التكرارية (11) بنفس الطريقة 
(؟) من العلاقتين (دنة) » (17) يكون لدينا 


1( 2 بقع و 


20( 000 1 2 ار 


بالجمع نحصل على 


1[ ,م 
/ ب قرب -20 - 1 


(3؟) من العلاقتين (نذ)» (67) كما فى (0) ويطرح (2) من (1) نحصل 
0 


4/ا/ا 


د ,2+ ك1 
مثال :)١(‏ لثبت أن 


حر لحار ل-(ع)ة 77ح - (قدماء ناء [ 
0 


2 
1 1 اك 


إل وه بد قبع 7- 242+ 1 ,+ 17- 2 - 


- ل لح لاش لاخر ل(عاى, 7260-3 - 


إى رلعع 0 0007 ِ , قح 4ل برد ) ع« 4- 


[ وذلك باستخدام العلاقات التكرارية (3ق)» (3)» (7) ] وبعد التبسيط نحصل 
على ْ 
1326 - 


وبتكامل هذه المعادلة بالنسبة إلى * من 0 إلى *« نحصل على 


| تدر ل-وم ويلك 2 172 ا 
1 , 


2 2 8 
(() ب )د 02-3 7] ده 


[ حيثت 0-(7,_00-(1,,,)0-(0),د] 


738.٠ د‎ 


مثال (1): لثبت أن 





[ همه 2-0 49 
عد ٠‏ ]1 
مده عتكد )ددم (نة) 
1 اا ا ا 


الحل: نعرف أن ؛' 
0200307 18 ت(2)ين_ ل 
10 ول 
من العلاقة للتكرارية (17) لدينا 
)01 لد عر لجرع) 1 
بوضصع 32--ج نتحصل على 


) رش - ( )ين 1+ ( )ري ل 


ع 1 5 طٍّ 1 
لك 0 0 -ح ( )ين 3+ ( ع)ا ري لح > ( )وير ل 


: 0512© 2 
-- د لس حت 
1 210 


يوضع 1/2-<2 قى (1) نحصل على 





) ا >( )يرو ل + ( عت)ين_ 3ل 


ظ 2 ظ 1 
0ه 0 دومع ]| حت ( )ون ل - + ( ع) م 3- ت ( )رن قل 
1 لأ ع 1 ٍ. 
١‏ معد 2 ٍ 
و0- ل و ل مه 
2 21 


78١ 


مثال ("): اثبت أن 
) ورلشة ور د رن د نلك 
1 3 حك 


الحل: من العلاقتين التكراريتين (111) »ء (197) يكون لدينا 


)10( ردج وشح ور 
:8 
2( بال قلاع ور 
ص2 


بوضع 2+1 بدلا من 7 فى (1) يكون لدينا 


03 بلج ولشة د يور 
م8 
والآن 
, 4 به 3 4 
قو قم ,ل 21 - ( 2+ 00 
.+ .ريلقة) جم له +[ ...4 ير لسك 5 
:و 2 
رك _- 0 
85 2 
مثال (4): اثبت أن 


1-(..+2+12ز+ )7+2 (0) 
1< م2 > |(ع)ون| (ننة) ف 1>](ع)ىم| (قق) 

الحل: من المثال السابق 
01 لي اي 


يوضع ....0,1.2,3- # فى (1) نحصل على 


ل اللا ل 


[ هاه -(27+ 35 


4 1,2 2 
2-0 +72(- 10 27: 


[+ر3- 2 - (272+ ع 
بجمع هذه العلاقات مع ملاحظة أن 0ج ,/ عندما جم فتحصل على 
0-|(...+ 0+ 5-0 
ويتكامل (2) تحصل على 
)20( ©-[... +20 10+72 |2 +300 


بوضع 0 بدلا من *# فى (2) مع ملاحظة أن 1-(2)0ء 0-(0),ن» 
1:1 فنحصل على 
1- 6 جد 0...0(2<0 +2)0 +14 


فإن (2) تؤول إلى 


)3( 0-1...+724+202+72 
(3ة) من (3) تحصل على ظ 
١ (4‏ (..+12+... + 12+ 72-1-2002 


وحيث أن كل من ...72,722,222 كلها موجبة أو صفرا فإننا من (4) نحصل 
1ك »,نا جه 1>تر 
(ثثة) بحل (4) بالنسبة إلى 7/2 نحصل على . 


)5( + ٌلجر 1+..+ 15+ 0)-(210-10 - 11 


9ملا - 


وحيث أن ل لل كل منها موجبة أو صفرا وعلى ذلك 


1<م,”2>|(») ,نز أو 1/2>زلر 


مثال (ه): لثبت أن 
0ل )عد رتك () 
+ ب 3 1(37+ 2)2 +... + ,677+ ,2757 د ع (11) 
الحل: 
بك لخم )عجر قل ل تمتك () 
)01 و لعن 0+3 ع لتت) ري لخبي ققد 
من للعلاقتين التكراريتين (311)» (17) يكون لدينا 
2( ب دس قود ولع 
6 رف لسك رد 


بوضع (5+1) بدلا من # فى (3) نحصل على 
4( لدج ,7+ م)-- بلع 
بوضع قيم ,دع » ,2 من (2)» (4) فى (1) نحصل على 
[ نجي تجا م ] از - ناوي لو 1ن قلع كد 
(تتلاشى الحدود الأخرى) (ي02-72) عد 
() (من الجزء (1)) يكون لدينا 
2 02-3) .11 ع2 


يوضع ... ,2 ,1 ,0 بدلا من 7 تحصل على 
85ل 


41 
)1( (22- )> (,3 07 ير 


)2( (0-32)- رد لك 


)03 002-17 + - رق قم د 
بضرب (1). (2)» (3) فى 1ع 23 5 على الترتيب والجمع نحصل على 
[(... + ول 51+ ,31+ ,03) 2 
+(512-372+(312-:3)1+(72-372)] ع - 


د -1. ع - [... + 27+32 +1]+ - 


6 +22 - ع | -1...+71ي57+ يل,ل3+ ,7.7)ع 


يوضع 0- + فى (4) نجد أن 0-غ أى أن 
دح ...+ ,3ير107+,3, 63+ ,ل ل2 
مثال (5): لثبت أن 


276- ور- ي7 (11) .7ح 4/6 (0) 
- 7 : 2 26ظ 
470-0+ وق3+ ,د (197) 1 ولت 2-7 (111) 


للحل: (1) من العلاقة التكرارية (17) 
)1( ب لد لح 
بوضع 0 بدلامن # فى (1) نجد أن 


بواج ور اجا ل ع وقلع 


(11) من للعلاقة التكرارية (79) وهى 


2( ب قن 3< 270 
باشتقاق (2) نحصل على 

)03 م 3-م3- 26 
بوضع ‏ 7-1ء 2+1 بدلا من 7 على الترتيب فى (2) نحصل على 

4( ,3 يد دتو 2 

)050 يبء 3- ,7ح بم 23 


بوضع قيم ,1 » ,7 من (4) ء (5) فى (3) يكون لدينا. 
ْ 1 21 
9 (عدرك )0ق )ا ,23 
)6( يب 1+ 27-ى ,2-7 ,41 
بوضع 0 بدلاامن 2# فى (6) تحصل على 
0# د رن ل رقج27-,1(23-)- ريج 27-ر 7ح 415 
7-7 22ج ن1-ي )41-2 


(ثنة) بوضع 1 بدلا من 2 فى (1) نحصل على 


(7©": 2-0 ا عدر أى ولد ,قح لع 
من الجزء (). ادر جه وح إل 
ومن (7) ينتج أن د م21 36+( 0-76 دول 
(17) باشتقاق (6) 

)3 يب 1+ ,23- .7< :ل4 


بوضع (4-2) » (2+2) بدلا من # فى (2) تحصل على 


د “لاه 


)11( 


يك 5 4 فى 8( نحصل على 


1 2 
لوم لح )0+2 1-ه.ل)-(ى قدو )د #له 
دي 17> 37+ 37- ,3ع 5 


بوضع 0 بدلا من 7 فى (11) نتحصل على 


وا رق3+ _ق3-,_7- ولق 


1*7 ح رقم 1 277+63-- 


(ولخش ريع 5 27-6 ع 


أى أن 


0و- و[376+4+برر ‏ جه 27+67-0+ ولق 


0-6 أمثلة تحتوى تكامل للعلاقات التكرارية 


مثال :)١(‏ اثبت أن 


1-< رج و1 يرت ع دير [ 
0 


الحل: من العلاقة التكرارية (ة) نجد أن 


(1 


(ع ر*ع ززم ر» ا 


بوضع 7+1 بدلا من 7 تحصل على 


(2 


517ير- ري 


بتكامل (2) من 0 إلى *« نحصل على 


لاثملا - 


حامر ع نكيل | ز[(عا قتع 
أو 
(ع)ب قانع ع عع انتم أ 
0 
مثال (؟): اثيت أن 
وك *” بو( جد 3 | ع1 
0 
الحل: يوضع برد-د م احه #لم-ع بمع وعلى ذلك 


00 اخم د 
١‏ وخ ]دعي ك2 [ ).1.68 ]| - 5 292 62 
0 _ 3 0 


ير | ام راح 
0 


(من المثال السابق) ( ع نتيا" عرد 
1ط -( 2ن ,1 - 


مثل (): ثبت أن 
50آ رعرع | 3ن . ,تعد ررم رسك () 
اللحل: (1) من العلاقة التكرارية (1) يكون لدينا 
)01 )نقح زع لمك 
بوضع 1 بدلا من 7 نحصل على 
(عاوقع م ا 


 الخم«-‎ 


(13) بوضع 4- عه أى 44- جلتمه وعلى ذلك 


(من الجزء (3)) 14 - َ كك 
ورد حت إشره ساك رمس 


أى أن ( د - 
مثال (4): لثبت أن. ظ 
[(3266-(م) 2 نط - عفاع) لع ,1 ا © ., م ميك 6 
الحل: (3) من للعلاقة للتكرارية (31) يكون لدينا 
)01 ل* عد رعو مك 
بوضع 2-0 فى (1) تجد أن 
2( )1ك 
(1) باستخدام (2) نجد أن 
[(2]1:60-3206 - 4 )ول أ از )ل( )ول ٍ 
مثال (5): اوجد حدزع),2 | بدلالة ,دء ,7. 
الحل: من العلاقة التكرارية (11) 
يا ا 


789 


وبالتكامل 
)01( بل“سد عاى “ع | 
والآن 
حا( 77 ) 2 ]-0 21 )2ع - عه«( »)27 )2ع ] - جلاع ,د [ 
(بالتكامل التجزئ واستخدام (1) عندما 5-2) 
جه( 33 202 + يل - 


+ ,317 ع-)2 + رل- ع 


)2( +37 ع2 -,7-- جز عر | 
ومن للعلاقة التكرارية (971) 
)03( ب لا+ ,4ع 2 


بوضع 7-1 قى (3) قإن 
4( 3ل-+/,27- لد 
من (2)» (4) نجد أن 


5 ل ع- 
2 
مثال (5): أوجد قيمة ‏ (ع),77 2 [ 
الحل: حيث أن 
0 8- ل وس 4 
)01 و1 0 42 2 - ب 43 - (, قل ا 
والآن 


99٠ 


حر 7 نع | عفر رقةع [ 
ع( 3* عر-)* 5 | -(ق” )ةيرد 
(بالتكامل التجزئ واستخدام (1) عندما 2 - م) 
ع 27 |5+,37 يرد 
حمر 7" عع |77+5ع - 
عق )2 3 ]-(7 )”ع |5 + 3ع - 
(بالتكامل التجزئ واستخدام (1) عندما 1-,) 
74 |15+,23ع5- ,قير - 
ولدت رق ٠:‏ , عه(ن1-) ع ]527,415 ,7ع - 
| عاض 17 ]- لع ]523-15 ,37ج - 


- حا 3 | 152+ 15:7 - ,ل عر5 - ب قير‎ ٠ 


مثال (1): اثبت أن 
+ رق ع2 و لجر د عط( ع) 17 عر اُ 
للحل: بتكامل للعلاقة التكرارية (2) نحصل على 
)01( و[* عرد عفى د" ع [ 
فإن 


ل[ رقت ]ع2 [ -[ص37 ]تعر - [عم 7ق ر]”ع | ع عمرنا ع [ 
وبالتكامل بالتجزئ» وياستخدام (1) مع 3 -*) نحصل على 
+( 27 )2 + يلظ عر ع عمق ع [2+ ,37 ير - 
(باستخدام (1) مع 3 -2 ) 


- 974١ 


. +4 7-27 عد 
5-6 دللة بسل المولدة: 
5 


4 
تسمى للدالة "+ 2م بالدالة المولدة لدالة بسل. 
نظرية: اثبت أنه عندما يكون 7 عدد صحيح موجبء قإن ,م هى معامل 


”2 فى مفكوك 
[[2- )وام 
البرهان: لدينا 
]|[ )امه 
د [5ي )+ :)+1 - 
)01 


اعد 5 كعاء : 056 

2 2 |2 /2 2 
ويكون معامل تج قى (1) ناتج من ضرب معاملات 5 لاج 2 
فى للقوس الاول مع معامل "ج. “2, 2خج... فى للقوس الثانى على 


الترتيب 
حب [عامك (4) + [2)- 
2021 +جم) (2) (1+م) (/2ا) !م /ر2 


ع سنت 0 9005-7 سفانت 8205-7 
.د (ي) 00 ب 


!(1++7!)24 هم إ(«+ )!7 مم 





وأيضا معامل >2 ينتج من ضرب معامل 51ج *ج.ن.... 2 * اج من 
القوس الثانى مع معاملات .20,',22 فى القوس الأول على الترتيب 


994752 











00 8 2-0 8 ال عدر( ك8 َك 5 *1-) 8 _ 
20122 +2) 2 2+1(2) (/2 2 2 


يت )كك 4-0 6 1-)- 
2(2+) (ر2) !ابس (2) !- /ر2 


كما سبق : (*)25 *(1-) - 
وعلى ذلك يكون معامل * ”2 هو (2),ر*1-) أى 
(معامل * ج ) مضرويا. «*(1-)-(2,2 


وأخير؟ فى حاصل الضرب (1) ء نحصل على معامل "2 بضرب معاملات 
2522 قنئ للقوس الأول فى معاملات 2 قى القوس 
الثانى أى أن ش 


4ج ادي تام 61 اسم ماج 5 

سريت + - [:2) [ج)- (2) [ع)* [5)-- 

وتلاخظ أن معاملات ‏ "ج,( ج- عج)(2 ج + ةع)...,(* ع *1-)+ *2) | هى 
ودى/.جق.....,7 على الترتيب وعلى ذلك فمن (1) نجد أن 


.+ و( ج + 2 ع) + كر( ج- ج) جرل - (1/2- 0 


(حيث لوح ري 0 .(ج)لر*ج (8 - 
مثال :)١(‏ اثبت أن 
...+ 3 به4 2605 + رق .26052 + ىل - (ه هن )وم (1) 
...+ و7 251830 + ,رق .0 8و2 - (0 هن ع) سند (11) 
... + 3 .440 2605 + 3 .20 2605 - و3 > (0 605 05)2© (331) 


... + , 3 ,500 205 + و ل .2605300 - , 207 2605 - (0 605 «)ظذة ‏ (19) 


55 


بك "(1-) ر3+22-, 27+ 1-27- عومهء (7) 


(2) ىك *(1-) ر28 -...+,27+,27-,27 > عدمنة (0/1) 


الحل: لدينا 
ظ 8 
1( 7ه(* ع + ةي) ج رك" جد ي) جرد 3ع 
بوضع *4- ج والتالى *“م- ”2 **” /م- " ج فإنه من (1) نجد أن 
)2( ل( #نتت ىب فن3ى) + بق(تنم- *أي) جنل - (*31م- يي 
وحيث أن 


#2 “ىح و وو ,2/(#قديىب *لاى) د نو رز وون 
فإنه من (2). نحصل على 
+ (...+ ي 20-3 2605 + ,7 > (0 هأة ح)سلة 1+ زم هذ ت)ومء 
)03( ْ د 7(© هذه + ,0 صزة) 27+ 
(3) بمساواة الأجزاء الحقيقية فى (3) نحصل على 
(4) - ...+ و 260547 + ,207 5م26 + ىق > (ج طنة )5م 
(3ة) بمساواة الأجزاء التخيليه فى (3) نحصل على 
)3( : .... + 307 هته 2 + ,07 طذة2 ع (0 طتد )صنو 
(نف) بوضع [ -5) بدلامن . © فى (4) والتبسيط نحصل على 
)6( ... + 2003 2605 - 7 ع (0 05» :)وم 
6 بوضع [ ٍ بدلا من © فى (5) والتبسيط نحصل على 


)2( ش 0 ...+ و 2007 205 - ,ل 2605 ع (0 605 5111032 


93486 


(7)» (71) بوضع صفر بدلا من © فى (6)» (7) تحصل على 


(*) 2 *1-) (25+(ع),ل ...+27 + ,271-21 يروو 
أحته 


)1*7 (239-...,27+,27-,27 د رهقة 
عدم 
مثال ("): لثبت أن ٠‏ 
(.-ع623 + 423 ل2)22 > ومنو (0) 
(...-+,5*3+,3*3-,20*7 - عومه ع (11) 
الحل: من المعادلة السابقه 


)1( ... +400 05ت , 23 +20 27_05 + ىل ع (0 صتد )وم 
بالاشتقاق بالنسبة إلى © نجد أن 
)2( ... + 40 ستى, 2.47 -20 مه 2.27 -0 ح 0 605 عد(0 صتد ع)وزة- 


باشتقاق (2) مرة أخرى بالنسبة إلى © نجد أن 
(0 قله 0(.)2 لتك عم)سنو+ 2( 5م» 0()2 دنه عد)وجم- 
)03( ...64 605 ع 2.623 - 400 05ت 2.473 -20 005 2.223 - 
بوضع 5/2 بدلا من © قى (3) نحصل على 
623 423-, 20223 ح ع وتة ع 
(3) نبدأ من 
... +5130 و 27 +0 5158 27 ج (0 ساد )سرد 


باشتقاق مرتين بالنسبة إلى © مرتين كما فى (1) ونضع 2/2 بدلا من © 
فنحصل على النتيجة المطلوبة. 


4/846 


مثال : استخدم الدللة المولدة لاثبات أن 
(:9).لزع)رل 02+ 86 
الحل: نعرف أن 
)1( "ردير 5 - |4 26 + 26 أده 


وج ع ار 


وبالتالى فإن (بر+ ).ل هى معامل “2 فى مفكوك الطرف الأيمن فى (1) 
وعلى ذلك يكون للطرف الأيسر قى (1) يساوى 


(2) *2(2),د آم 002 ل -[[ك- / ]مه | / 5-6 


لقيمة 7 الثابتة» نحصل على 25 بأخذ مع ودمحم آاى م- + - ك. وبالتالى 
بجعل 7 ثابتة فيكون معامل *2 فى (1) هو (()._./(*).. وبالتالى 
معامل ”ج للكلى نحصل عليه بتجميع الحدود من ه - م إلى مهعم 
ويعطى (2). ,/(ع) 7 ا وبذلك نحصل على النتيجة المطلوبة. 
ملحوظة: يمكن استخدام دالة بسل المولدة لاثيات العلاقات التكرارية. 
7/6 خاصية للتعامد لدوال بسل: 
إذا كان ..2ء 2 هما جذرى المعادلة 0-(7,)328/ فإن 

عد 0 


0 ,لرعب0 رتم | 
7ح ا - عه( در )ل( 5 ا 


ي3,4(8) ا 


اجم 


97945 


ه "م فك الدالة (ع /ر بدلالة متسلسلة بسل (مفكوك فوريير ويسل) 
نظرية :)١(‏ إذا كانت (+) كر معرف على المنطقة >> >0 ولها مفكوك 


)1( (عب0 لب '25(ع) ع 
لعدة 
)2( 0 )لق * 
5 
,0 ل(ع) د |2 
22225225202323هههسه اك 
0 (02) 0 لم 7 


البرهان: بضرب طرقى (1) قى (*,3),/,< قفتحصل على 


4 (ب0ل(عتي0, لر» بل - (عرة ل(ع) د 
بتكامل طرفى: (4) بالنسبة إلى د من 0 إلى © فنجد أن 
)0 نك( ,00 7( عد ب0) 7ع .9 6 0( )7( ود إِ 
ومن خاصية التعامد لدالة بسل» فنحصل على 
رع : 0 
(6©)© 000 0000 . - 42( .0 الإعي0 .ته | ظ 


وباستخدام (6) فإن (5) تؤول إلى ظ 
7( (©, د رح .0 ق(ع) أ إٍ 


بوضع 4 بدلا من ثرا فى (7) فتحصل على 


 7آ697-‎ 


6 2 
ع( :د,.0) , ق(ع) د | - 0,0 0 9 
0 


ج1( ع .), ل( 1 2 
0 
(ه0)ىء لثه 
مثال :)١(‏ فك الدالة 1-(+)/رء >> ك0 فى متسلسلة على الصورة 


(*2.)0,» خ حيث 3 هى جذور 20-(02)ل7. 


اع 


(5 


6, - 


الحل: لدينا 
)1( («ب0متن (21-8(©) ر 
)02 ش 2004-0 


(ة) و قر 2 حك( ع« ,1 7( 1 ]2 
0 م - 


)0 5 و6 1 9 (©.2320م ع (2320.2ه د ف 


بوضصع #- عدرة قإن ب4/غ - حك . فإن 


يفم كَُ 

4ه | ص برقع [ 

0 1 0 

4 


[ لأن ‏ (2) عد ع نهاك( ع . “ات ( )1*1 ] وعلى تلك 


9748 


0-0) . [0-(2ه),ق هما *[(م), زوك 


6 1م كز عد,.0) قلع ا 


0 0 
باستخدام (3)» (4) نحصل على 
2 _ (44©), 2/47 _ 


5 ب يدت 
8 (.03) ,0.3ثه (ه.0) 423 5 


وتؤول (1) باستخدام (5) إلى 
(0) 3 2 _- 
(©2)2ب2 1< 4 
مثال (؟): فك الدالة «-(ع) عر على الصورة (+.7,0ء "5 


2,)2(-0 به هى جذور‎ ٠» -ع>0‎ ١! 


الحل: لدينا 
)1( («ب0 رتنه '5- درم ر 
ادم 
لدينا 
4( ع .ة) ةع 2 
)03( هف - 


م 
يوضع +- 2ب فإن 4:/3- حك وعلى ذلك 


عش 5 
م ل2 | جل - عار ع0 نتء | 
0 2 0 


743 م 


اك ا كه 
٠‏ كل ن 
َ ع 2 4 
[ حيث (2),ل+-(2) ,لد ] 
5 7 375 1 
4( 4 3 )ونه | 7 


5 1 1 
00د خم رد د 
[2220,0-0] 1 )ل ها 3 


و 





[ حيث 0-(0), 2 ١‏ 
وعلى ذلك 
1 
)4( 70 ع4 عب 0 لدع | 
وباستخدلم (4) قإن (3) تؤول إلى 
)5( (,8) لرة/2 32 


وياستخدام (5) فإن (4) تؤول إلى 


(خة)7 تح 
00 ره ادم 


2-32 


تمارب؟ 


)١(‏ اثبت أن 
21 
.407+ - وجري (قق) 1ل جرعي لعل[ (3) 
0 
يبء 7+ ,2 - ,7ح ونه (لنتت) 


ص > س0 < وو وسسعيرد و رمي د 5و 


تعد فو د 14 
بك" " ع *"1-) - زر لد 5 اط 69 


() »2 )رد (نا6 الور د )د »ع (زي) 
ك4 2 


)١(‏ اوجد ©2 8 حيث 








يب لط+, له- (( ») 58 
(5) ثبت أن 
03 2ع-3 2لا 2 . 
| +20 51 ح 590680 )1 
2 142 

| عمش 1 605 حْ [ 2 )-0ممم1 )11 
: 0008 2 م1 1 

2 
,ل2- عفرل | ع حفاع),,7 [ (9) ل كد ورج مل2ع (ننة 

3 


- ةع أ )7 
0 
حص ل + 5 507 ع ع آ )01 


احلد 


+ 6053 لع - ملاو قلع - حلع داو ل ٌ )911 





عه 202 1 
عت وهرووم مر ] 60 تعد | 2 - ,ىر (نقذه 
0 3 #-1 يي 


(5) استخدم للدالة المولدة لاثبات أن 1 
7 عند صحيح ‏ ,7,,[/2+ .نا ول 


(5) فك الدالة + على الصورة ( بول ”ا ٠‏ 64> >0 


أعدع 
.3 هى حدين للمعادلة 0<-(ه0),د 
)١(‏ إذاكان ,23 هى للجذور الموجبة 0-(700 اثبت أن 


1-2 





5 101/700) 0 -1>* > 1 


() إذاكان ,3 هى الجذور الموجبة 7000-0 اثبت أن 


)0( د - , 


وفلومة همهم [12- رميق () 
0 


حيث 2 عاد صحيح موجيب 


وم مف عه همده[ - (ع) يل (قن) 
000 


حيث 7 أى عدد صحيح 


0(4 05» :)5م |1 دم هزوم )وم د زمر )011 
260 2 
عد عام لرم ىل | 003 
0 


م6٠١3"‎ 


الباب السادس والعشرون 
كثيرات حدود هيرمت 


كلمتتدسمهجلن2 عأتصسء11 
١-5‏ مقدمة: تكون معادلة هيرمت التفاضلية على للصورة 
0 0- :2 + “عه - *ر 


حيث 7 ثابت . ويمكن إيجاد حلها بطريقة فروينيوس على صورة متسلسلة 
قوى على للصورة 


##رون سح الي روت ١‏ 2,20 
إ(2-2)! م 2 

حيث [2/2] سبق تعرية 

73-5 الدالة المولدة لكثيرات حدود هيرمت 

:)١( نظرية‎ 


البرهان: نعرف أن 





)1( ملعك نر 3 
: 2-8 
ليكن جح ع2 دي وبالتالى ح2-- ى . فلقيمة 7 الثابتة » يكون معامل 3 


هو 


ته ( >2) 8 


9 !(27-)!م لل) 


”هم - 


2 >1 > مج م2 -< ورج 0 -< ع2 - ورت 0 < و 
والتى تعطى جميع قيم 7 حيث تكون (2) هى معامل *: . إذا كانت 7 زوجية 
فان 2/>+ للذى تبين أن ” تتغير من 0 إلى 5/2 أما إذا كانت , 
فردية قإن 7>/2 الذى يبين أن ”7 تتغير من 0 إلى 2-1(/2) . كما 
نلاحظ أن 7 عدد صحيح . وعلى ذلك فإن 7 تتغير من 0 إلى [5/2] حيث 


72 زوجيه ف 7/2 
: - [2/] 

8 رديه كد 

و9 2 

ويكون معامل *+ الكلى فى التعبير “**”م يعطى بالعلاقة 
ور 17 انبا 
) سر يكب ( 2 

أى 

- 590 5 [72ه] 1 
اده “00 وير نر 2-00 


وأيضا يكون معامل *+ فى (+2-8.0 إل هو (0 8 وبهذا يثبت 
.6 زجنا 4 


المطلوب . 
75-5 تعبير مناظر لكثيرات حدود هيرمت (صيغة رودريج) 
نظرية )1: للعلاقة للتالية صحيحة - 

“مك نم “و#1) - () , إل 
البرهان: بإستخدام الدالة المولدة فيكون لدينا 


8.68م- 


)01 ْ “ع رم ب 2 
بفك الدالة التى على الطرف الأيمن باستخدام نظرية تيلور فإننا من (1) نحصل 
على 

0 50 ُّ 00 0 
)2( / ظ 2 بق -(6 قري 2 


١ 
7و‎ 





وبمساواة معامل “+ فى الطرفين وحزف !2 من الطرفين نجد أن 


| مي |- | “ميك |- دع ل 
0ت 0- 
“زهدع)- 0 01 2 5 2ه جيه 02 . 5 
1 ع )1 ( | 2 م- 


"(1-) - (- حى الل 


د *ك 
6 
يل 


2 
3 |4 أمه أ “2 - (), 21 


0 الك كد مو ١‏ 1247 
اد أ 00 1 د 


(حيت ل #ع) عر 4ك بي 


ا 


([ حيث ‏ (م- > ميق 








دج ف 2 011 ج> 





تت -م- 


نظرية (9): للعلاقة التالية صحيحة 


البرهان: نعرف أن 














لي م 1 *(1-) 
يرل 27 7 0-0 








عد متررق 2101 جود 


86 2 


7 زاحر' ”7 0و 
١‏ 28 ب 

)1( هاش 2-0001 
”7 0ت 


وباستخدام الدالة المولدة» يكون لدينا 














22( 1 00 ا +4 عي - *:-ى عدي 
وأيضيا - 

٠‏ كدكة كر ازعم اا د 

)3( : 5 - 2 و2 - 5 

)4( 0 0 |7 أم» 0 


وبمساواة معامل ”+ على الطرفين فى (4) » يكون لديتا 


(م)_,يه 2 12423 2 ,8 ع2 7 1 
2" حك 4 ” ” 2" عق 4 


2 
كن ضتم 6 *2 -(ع),27 











4-7 كثيرات حدود هيرمت لبعض قيم 2 الخاصة: 
من التعريف 
أ 
)1 نر ح 0 - ( 2 21 
بوضع- ....2-0,1,2,3 قى (1) تحصل على 


1 «رمق سا فرت - #رمق سكب “رت 8ل دم,لة 
2 امجن سكم تروت مق كلب توب ذل د رم 
0 “(ا-) عرق 
2-2 جه - "رمم تر + # مج كد “ر) - 
7 ديل 
12 7ج ا( 2 لك )+ 207 لك ”() - 
ييه 7ت 0-8 


ّ) 2 د 0+ 0 رمم “2 *(1-) - 
,2+12ع164-48- 


نظرية :)١(‏ تعطى قيم (77,,)0 > (0),,.,ر2 بالعلاقتين 


١ 
الخ «رر#) - (0) مل‎ , 80-0 


اليرهان: بإستخدام الدالة المولدة يكون لدينا 





"2ه) ا تاد ,م (8,00 ات 
اليو سح 
35 70 - 
0 بل ب ب بق 
دع 
ويمساواة معاملات "2+ فى الطرقين 
لت *“(1-) _ (00ئآ 22 
0 200 
حل "(1-) -(82)0 جه 0201 


وحيث أن الطرف الأيمن من (1) لايحتوى على قيم قوى فردية للمتغير + 
وبمساواة معامل **+ فى طرفى (1) نجد أن 


000 
80-0 ج 0 0 





0-77 خاصية التعامد لكثيرات حدود هيرمت: تعطى بالعلاقة 


5 امام "2 - عه( ج) , 11( , 8ه | 


58 العلاقات التكرارية 

نظرية (5): يكون لكثيرات حدود هيرمت العلاقات التكرارية (الرجعية- 
التتابعية) التالية: 

1١ 28)0(->0‏ م ,(ع)ر., لس د رع) 8 (0) 
() و لعش - (ع) ,8 ,1<« ,(ع)ن, 211 -(2) ,28 - (ع)ىى, 8 (01) 
() ىن 8 -(ع), ققعه - (ع) 8 (تتل) 
0 -(ع) , األم2 +(ع / 2211 -()” 8 (7) 

البرهان: لدينا من التعريف 


م١8‎ 


)01( 0 2 
باشتقاق (1) بالنسبة إلى د نجد أن 

2 2 “اميه - ل رم) إل 2 

والتالى 

(2 





.7 2 م8 ا 
بمساواة معاملات *4 فى الطرفين عندما 5-0 تجد أن 

0 23,0 
وكذلك بمساواة معاملات "+ فى الطرفين عندما 1< فإنه من (2) تجد 
أن 


2:2(_8 
( © لقلسة -( 872 جه ( حاب 8 _ (2, 28 


إ-م) !م 
(ن6 باشتقاق طرفى (1) بالنسبة إلى # تحصل على 
كت اد “يريع 22 
(, ا 0م 3 فا د 0 25- 2 
7 7 ه- 
)4( 3-5-5056 2م ون 


يمساواة معاملات ”+ فى الطرفين عندما 24-0 فى (4) تحصل على 


د قهمهم 


( ,ل 11عدة 


وكذلك بمساواة معامل *: فى الطرفين عندما 1< فى (4) تحصل على 


( كا #8 _ (2) ,8 (22 
لفان امل فت 1- سس _-- 23 
)005 سم (1-صم) 00 


بضرب طرفى (5) فى !7 مع ملاحظة !(2)05-1-!2 نحصل على 
ب لاح نى, ألقتة - ( ع), قاعه 
(115) من للعلاقتين التكراريين (1)ء (2) يكون لدينا 
)1( (ع) لم2 - (ع) 11 
)2( ( ان قلط -( ع), نعط ح و 1 
يجمع (1) » (2) نحصل على 
(>) 84 - (ع, 11ع2 - (ع) :11 
(19) حيث (+),م هى حل المعادلة التفاضلية 
0ع ويه + أنورة - *رر 
وعلى ذلك فهى تحقق للمعادلة 
0< (ع), لقد2 +(ع)ر 211 -( )11 
مثال :)١(‏ لثبت أن 


5 27١ 
مه ري - (( :0 41 بر‎ 60١ 71 > 2 
الحل: نعرف أن‎ 
"ع وه‎ 8 
7 “ع عرهة ميت‎ 
2 "5 ع‎ 01) 


باشتقاق (1) :7 من المرات بالنسبة إلى *د نحصل على 


د 4»ء*اه 














1 رمه _ا مسر سر ذيه 

اي وا كد ررم د 2 
وعلى ذلك 

2 ف دور -((2) ا‎ 0 (2١ 
ويمساواة معاملات *+#, فى طرفى (2) مع ملاحظة > مما نجد أن‎ 

عن لقا ني 1 

81 2 ررم ماد د سح كدري كلم 
مثال (؟): لثبتٍ أن 


لمجم لم2 ل - :1( 8 »م 1-7 
الحل: من العلاقات التكرارية 
> 211+( قد - (ع), قله ج (ع)_, أقحمة - ( ع ) , قاحة ح ( 2)_, 11 


01( 
وبضرب المعادلة الثانية فى * نحصل على 


)2( (عاد, الس + ( عاج لقتعم - (ع) , اع 
بوضع 2-1 ء 2+1 بدلا من #. فى المعادلة الثانية فى (1) نحصل على 
)3( )ع ,1د +( 11( - ») - ( )قا 
(4). )يي اعد +( 18+ 2) - عا قاع 


باستخدام (3)» (4) قإن (2) تؤول إلى 


46١١ 


[... 2+ ,102+ +1 21+ د قا(ا+ ]م - زع 2ع 
أو 
0( + )+ 2+ ب 1(1-)م د , لع 
بضرب طرفى (5) فى (+). 8 م ثم التكامل بالنسبة إلى د من م إلى 
-. فتحصل على 


)ري 11(ع) م ] (1- مم د مه ةم ب 1م] “م3 ع | 


عه ة[(ع 8م ا (رذج »)+ عه عي ال(ع) إلى + 
“١‏ «)+0+0- 
[حيث 5١م ١/12‏ - عل هق ور أي / من شرط التعامد ] 


مثلل : إذا كان  )(‏ 77 2ع د للاء ,27 هى كثيرات حدود هيرمت من 


الدرجة 8 اثبت أن . 
الداع "2 د عاف(ع) ,لإا(ع) را | 
الحل: لدينا 
)1( )17 مح رلا 


م١7‎ 


| اوجد قيمة 4ع اا( كسمم‎ - ١ 
عبر عن 3- 220 + 2+7 + * رع (+«) ,م بدلالة كثيرات حدود هيرمت‎ -١ 
2 ُ ١ 
,)6(- اثبت أن 1ع ) , 8 "ع‎ -'“ 
8 1 


5 - إذا كانت (ع) 22# م- ,برد اثبت أن 
2+1 7 0 
ادمع سا2 د عفري )با [ 
مد م 6ل!4+1م)22- 0 
5- استخدم صيغة رودريج لكثيرات حدود هيرمت والتكامل بالتجزئ لاثبات 


يلام "2 - ع( ع) _ 11(ع) ‏ 1 م / - بها 


2 مت 7 32 
(حيث صيغة رودريج 1 2 *1(*6-) -(8,_,)2) 

5- اثبت أن 

(7 11( )...1 -( ع 1( 0 8 _ (2) ,8( 2 ,21 7 

ع )!2 2.١‏ 1-0 
/- اثيت أن 

120+ * 3-160 322 - (<), 21 
4- لثبت أن 


“عل - ب متزرم 17 ] () 


2 اعتمم [] “2*0 رع 8 (قن) 


م١5‎ 


الباب السابع والعشرون 
كثيرات حدود لاجير 
كلمتدههنج1ن) ع1رع نوها 
١-17‏ مقدمة: تسمى المعادلة التفاضلية التى على الصورة 
' 0- بو +“ بررع -1)+” بود 
يمعلالة لاجير. ويمكن إيجاد حلها باستخدام طريقة فروينيوس على الصورة 


7 
1.0 0 0 


وهى كثيرة حدود من رتبة 2. 
وتوجد صورة أخرى لكثيرات حدود لاجير من رتبة 7# وهى 


00 
)!م م) بش -(6 ,1 


73-7 للدالة المولدة لكثيرات حدود لاجير 
نظرية :)١(‏ تكون الدالة المولدة على الصورة 
"يرج يط 0-4-5 /((-0 / أسامي 


البرهان: لاثبات المطلوب يجب علينا اثيات أن معامل “: فى مقكوك للطرف 
الأيسر (فى قوى تنازلية للمتغير 4) يكون (1..)2- 


+« ) كت 1 [(+-0 / #حام 
سي 


+ ع ]) دعر 1 - 
آ 0د 





- ا 0 1(7-) تح 
(من نظرية ذات الحدين) !01250 وا 4 ( ب - 


1 !150 لنت > 5 


!2 َ( 52-0 0دم 


لتكن ”د ثابتة. فإن معامل *+ يمكن الحصول عليه يوضع مع ىو+, لى 
مح ص . ولقيمة ”7 للمختارة فإن معامل *+: يكون 


: ” . 
- 2) > 


ولكن م > + جد0<+- ,0< + > وآألتى تعطى قيم 7 للمسموح بها لايجاد 
ا ا تت ال اد طضاةا! 

(من التعريف) (2),مة- ' 2 0 ل وت 0 0 
تعريف أخر_لكثيرة حدود لاجير معطى بالنظرية التالية 

نظرية (؟١):‏ 


ات 5 -(2),ءكآ 


2 )+*6*( 





البرهان: باستخدام نظرية ليينتز (2انصطاع.]) 


"+ منططه” *272 ©" ة..+ رقي “7 ن” + وير وود رون كم رويو دم 
و 1 ١‏ 0 


بخطه "م0" درم "5 16 
0ر 


وعلى ذلك 
4 ك6 
ور 





7# جر ل 6 2درم» 6 


18_م («-و )مر ” 1 2-6 
1217 اإإرم-س)سم) تا 


م6١52‎ 


- *ع*72 ] 





١ 
: 11: حيث “تي تاي - ل ل"‎ [ 
71-2 


(2<).ط- ' سك الا مم وت 2 تْ 


إل" - صم 2 7) هم 0 3 2 
5-7 بعض صور كثيرات حدود لاجير: 
نعرف أن 
مدع 2-27 
1( 20 105-76 
بوضع .....5-0,1,2 فى (1) 


1-(* 6ج - ( )مط 
عد-1 ع (* مع- *عم) *م<- (ز -مى 2 - (ع)رآ 


(*-26ج- “ممع كك 0 >2 4ك متي ب مرا 
. (2ع+ 2-47 2 - ((>-م)2عب > مج2)-[( * مه) ع2 + -م] -ك- 
5 خاصية التعامد (7تلدسمع 020)) 

:)١( نظرية‎ 

0 ا 5 - عع مالع رع ا 


711 - 2 


البرهان: باستخدام الدالة المولدة 


م6١77‎ 





1 _أإعةة_هء 2 
)1( 0 ©- ”و *نزع) ,.آ().آ 2 2 
بضرب طرفى (1) فى © وتكامل الطرفين بالنسبة إلى +« من 0 إلى © 
",| لاع 1() 1ع | 
2 2 
0 ا ايت 
1-2(0-5(7) 
ب 0 
١‏ 5 مكب (1-4(1-5) 
1-5 1-2 
ا 20 2 2 
(#-0)ى+ (0-5+(5-)0-0 6 تي مسو (0-4)1-5) 
0 #-1 
5 نظرية ذات للحدين) أ 5 “زمى-م- كب 
وعلى ذلك 
)2( ”م كا :| عغزعا آ(ع) ,1 *ه ع 
عدر 0م 2 


نلاحظ قوى 4 » 5ى تكون دائما متساوية فى كل حد على الطرف الأيمن فى 
(2). عندما ##* م تساوى معامل *5ى”+ على طرفى (2) تحصل على 


)3( 7خ 0 , 0ح جك( )يآ( قمع ا 
0 


كام 


وأخيرا مساواة معاملات ”5”: على طرفى (2) نحصل على 
<١ (4)‏ ع |( *» ا 
0 


باستخدام (2)» (3): (4) نحصل على 


6# 74 او 1 .0 - 1ه( ع<)آ(ع) ..ة * »© ا 
0 


2خ-ت .ى, 1 


نظرية (1): إذا كانت (*) / كثيرة حدود من درجة +7 فإنه يمكن فك (+) ثر 
على الصورة 


( .© 28( ,ر 
7-0 


حل( ) /(ع) شط * ه |- َّ 
: 0 
2-7 العلاقات التكرارية لكثيرات حدود لاجير: 
(>) له (ع) (ع-1+ 20) - (ع)ن 1م .1 
مل -(2) مله ع (ع) باع .11 
ب 55-د رمب .111 
0دم 
البرهان: نعرف أن 


)01 لا سام «يرم ين رم 
4 0م 


باشتقاق طرفى (1) بالنسبة إلى © نحصل على 


869595 





2 1 1 1 1 - 
يبي مبدهة لل ؤسيتد لدم 97 
0 0 +1 -] -1 م 2 *-]) ووه 2 


. 1 
9 وو 2 0 ننج 
من (1). بضرب الطرقين فى *(+-1) فتنحصل على 





“ع ب 5ع "لج بر 0-58 “جوري رط 1-2275 
لسر دمر 0م 
7 


“* لاع يله 5+ "لاع رقم (3-25*لع) رط رغ 
0م دمر 
2( يي را 2ك 
0م 0 
بمساواة معاملات “4 فى الطرفين فى (2) تحصل على 
(©) مع( »)رآ 


-(<) ,رمآ ح (),_,ءآ(1 - :)+ ( 2< ) قله - ( عا »را + ») 
)03( 


(),ط-رع) رارع -1 د عمة) )ل ب2+1(1) 
(11) باشتقاق طرفى (1) بالنسبة إلى د نحصل على 


]| أم بطم “نه ب 


- 


(من ))١(‏ “اميه كد يريم ذا 
"باع ب ابد كبر :2 1-05 
0د 0-م. 
)4 


“ع عر) 1 بمج 1 ات “)1 3 
بمساواة معلومات ”+ فى طرفى (4) نحصل على 


- 865٠ 


)00 (©رمطآ- -(»)_ مط -(ع) .1 
لدينا العلاقة التكرارية (1) 


)6( رط - مازع -1+ 28 ) عبطا + م 
باشتقاق (6) بالنسبة إلى د نحصل على 

200 بومله- مآ-(2) 12( -1+:نة) - مالا دع) 
ومن (5) نحصل على | 

)5( دمط+ رآ <- وآ 


ويوضع (5+1) بدلا من 7 فى (5) نحصل على 
)09 مآ- يمُآدييآ  <‏ جه يلأ-د يادي 1 
وبوضع قيم ريم4ء ,)5 فى (7) تحصل على 
1ط + كا« - مط - ,1( -1+ : 2) - ,رط - ع1 !1 + »م 


أى 
رمملا - رنلةة - يل2 
وبالمثل يمكن لثبات للعلاقة (111) 
مثال :)١(‏ اثبت أن 1-(1.)0 
الحل: حيث أن 


1 0 
(1-4)! بهل ----5 لد 
1 ( 2 ]1 2 
وبوضع 2-0 قإن 
2 5ل شك رم لى, 3 
0-م +1 0-تعر 


وهى متطابقة وبمساواة معامل *+ فى الطرفين نجد أن 1-(1.,)0 


م5١‎ 


مثال (1): أثبت أن 
(1- )م (1.:)0 (1) 8--(22)0 () 
الحل: حيث أن ,م حل لمعادلة لاجير التفاضلية 


)1( 0- بورع برع -1)+ رد 


وم ” ' ْ 0- رله+ 1( -1)+ معد 
بوضع 0-* واستخدم 1-(5,)0 فإن من (2) نحصل على 
-- (12)0 جه 1-0.. +(0) ئ0(1- +0 
(33) حيث أن الدالة المولدة 


)03( )0 ,1*1 7 - (+-1)/ 2 
2-0 ا #-1 


باشتقاق (3) مرتين بالنسبة إلى * قفنجد أن 


00 م ل اك / 00 عم ابيب 
بوضع 0 -2 فإنه من (4) نجد أن ظ 
)05 1 0# 1 5 


بمساواة معاملات ”+ فى طرفى (5) نحصل على 
معامل "+ فى مفكوك “(+-2)1غع هو (1/)0 
. معامل 5*2 فى مفكوك “(+-1) هو 


3332م ل 





دمو 2+1 + »)- م - )...ا - ق رق _ 
!(2-ج) 
2م 2_-. 3.4.5.1 2-ه (-)...(304- 
1- 1 بالمللتطتلشدتده- 
(1-) ( م ع( (1- 0-2 
الكل رمي (1- ال أ 5 1.232 98 


2 !(2)08-2 (!(1.2)5-2 
مثال (؟): اوجد قيم ظ 
حل[ عت ]دم إٍِ (فق ترط( كع إِ 00 
الحل: من خاصية تعامد (2.)2 يكون لدينا 
0ح )1( يعدم إٍ 060 


1- مه ث[(ع)رط] *-ه أ[ (فق) 
0 


فق 4اقة. | ل بساويويتنت 2 يي يتي- 
مثال (5): بأخذ | م - م 2 اديت 
[(0) مط - ( »)ا - (ع) برآ 
الحل: حيث 
1 *م ح 
)1( ((+-1)/ )واه سس - () ماري 2 
باشتقاق الطرفين بالنسبة إلى »د نحصل على 


ل )مععم ل رمي 5 - 
1 4- 


| 5 5 7 0م 


6737م - 


اى 
>" 07 7 1 0-0-7 8 

0 بل 4 60 موي زر 1( 

أى 
2( ( ع), لد 0ع يواد 1602 ل 

بمساواة معامل ”+ فى طرقى (2) 0 

2 
0 1 حك 000 -0 1 - 1م <<( 11 7 


وبالتالى 
1 )يرس -( ]اه + (ع) 1 


15لمْ ل 


تمارد: 
-١‏ عبر عن *ع-*+10++10-23 بدلالة كثيرات حدود لاجير 


؟ - اثبت أن 
(*) سمس ري ات امي 

7- أثيت أن 
1( مط -(»)ة] “ع «4( ر) 2 ” + [ 

4 - لثيت أن 
4ك - :4( () ,رة "6 إِ 

- اثبت أن 
0 -(ع) 1+( /1(<-1)+(<) باع 
5- اثيت أن ( )مط » - ( )مله - (ع) يماع 

/- اثبت أن 


2 > عض 
سح ع .,'اس"(ي) 


/- إذا كانتت كديرة حدود لاأجير )1 معرفة كالتالى 


م( - ع(ع) خيرم 1 


7 
1[ > 5 السك د معدي 
©0١‏ مم 


ثبت أن 
رسآو7ت_وآو- ب (0) 


دي 4- بآ( -1+ 294) ح ,رآ )01 


8756م 


الياب الثامن والعشرون 


الدالة فوق الهندسية 
3 أ تناع تدمع م01 117 
1١-4‏ مقدمة: ليكن : عدد صحيح_موجب فإن الرمز 
)1( (1- + )...(1+) عع ي(©) 
2( 0,0-1) 
وعلى ذلك 
(1- + »»)...(2 +1()0+-0)0 - (يه) -1 
(1- 7+ 1()0(00+1(....)6- 23 1 5 
(0-1)....-1.2.3 
(1-(1+ )+ 0)0+1(.......)6 ح بي (0) -ل2 
[(12-+1+)0) 2 (01)01+1(0)0+2 - 
١ (4)‏ ,(0)0+1 - 
١ 72-1()0+2(‏ 000010 ع ,(©)(06+7) -3 
)53( بر (©) - (1 1+ »+ 1()0- + ه)...(0+1)ه0 ِ 
7-4 تعريفات: ا 


أ - تعريف: الدالة فوق الهندسية العامة 
وهى الدالة التى يرمز لها 


1( 0 > مقا روقام يق 0 ...ري ,00) ,1 


1107م 


والتى يرمز لها ايض 


0, 0/0 

)2( . . 
,8....دوق مرق 

سوف نعتبر حالتين خاصتين من (1) فى هذا للباب والذى ستسردها فى 


على الترتيب 1- 2,8 - ممء 1< مح م 
ب- تعريف :)١(‏ الدالة فوق الهندسية المدمجة (كيومر) 
(102108 تعمستشدتكا) 01 تامتأع سد عتعاعسسمعع عع مقط أدع د الصمت 
يرمز للدالة فوق الهندسية المدمجة 
(عبةي») عق أو (حبمري)ب ‏ أو «جبمنه),/ر 





وتعرف كالاتى 
_ 26 

)1( 8 2 - ( عرق به) ,8 

وفى بعض الأحيان نستخدم التعريف على الصورة 
(0))6+1 لتنا 

20( ظ ظ 0-0 د 3 1 زعررمي») م 
ج - تعريف (3): للدالة فوق الهندسية 
وفى بعض الأحيان يكون لدينا التعريف 

)01 > 0 ع د رمجربويمم أو (مجززيه,وه) ور 

!ع 07( 

أى أن الطرف الأيمن له الصورة 

22( 9+ 20018086 كر 

1.7/ 1.299+1( 


6758م 


وإذا كانت 1-م 6 7 م فان المتسلسلة )2( تأخذ الصورة 
...+ عرب عرب[ع 
وهى متسلسلة هندسية. وحيث أن (2) تختزل إلى المتسلسلة الهندسية كحالة 
خاصة فإن (2) تسمى بالمتسلسله فوق الهندسية. 
ملحوظة :)١(‏ وفى بعض الأحيان تستخدم التعريف 
-* 216 ده 
21 (1+ )ا !1 به 


ملحوظة (؟): الدالة فوق الهندسية (*:ع:7)6,8 يمكن كتابتها على الصور 


)03 اخ + 1ع رعروربقره),_ 





)4( ( دبع ط- عر -ع) 17 9ع -1) - (عربعبط,ه) آ_ 
)5( مخبى.م-ءع,م) 7 »(ع-1) - 
1-ع 
)6( مكبم-ء, 8م *(-1) - 
2-1 
د - معادلة جاوس قوق الهندسية 
0 كعم اتأعمامءعع 13701 002311555 
يكون لها الصورة 
0- 0 سي 01 





ه- - خاصية التماثل للدالة فوق الهندسية (650م020 عاتأعصمدز5) 
لا تتأثر الدالة فوق الهندسية إذا بدلنا ©ء 8 مع ثبات +« أى أن 
( !ا :0 ,5) “1ح ( عد إائق.0) 17 


البرهان: من التعريف 


54م 


2606 


01( 7 0 ل رم عت (ع./ا.ق.0) مآ 
فإن 
'* )060 ت 
2 عمط ١١6ص‏ (حعرريارة8) 7 
)2( 0 2 (ع,لا,ق) 
--" بعض النظريات 


نظرية :)0١(‏ (اشتقاق الدوال فوق الهندسية) تحقق الدالة فوق الهندسية 


( عدجة + بويا + 8 ,1+ يه) 7 2 - رجد ,برق )7 4 
1 ف 


ومنها نستنتج أن : 
00ت ك1( 
7( حل 


_- 1 ان مج (01) 
م090 م ش 


البرهان: من التعريف 


| 316 0 


60 5 


م ح ( ع ,8 0) 17 
0 


بإشتقاق (1) بالنسبة إلى د نحصل 


1 07 ,)60 35 الس 1 2 0 ,(0) ا 
00-1 2-7 0 6 0 اي 


بيدا :9 -(8) بم( ©) 3 


ا جو (/) 0 وم 





5 (06+1(_.85)6+1)ه - 
7 (1+ 1701 عم 


7+ .6+1). (1+ه) ح هه 
)7 .(1+ة مسيم 7 








ومن (1) 
(تما+ زياج 8 ياجه) عر 
وعلى ذلك فإن 
(عدجة+ برج ةجع راج ) م للك ب رير,ربم )مك . 
ْ 01 59 5 07 
وهو المطلوب 
الاستدتاج: 


(1) لكل عدد صحيح موجب جنب لل تلط لذ 





)2( (عبس جم جو بوم .(8اء0) _ 
097 
حيث أن ,(0) ٠©-‏ ,(8)-8ء ,(7) -7.فإن (1) تبين أن (2) صحيحة عندما 
1 >2 وسنقترض أن (2) صحيحة لأى قيمة ل 7 ولتكن +7 وبالتالى 
(8) (0) 
6« 


- > (2,لة 2-6 


)3( ( ع ع + ب بور م وو + ين ) 17 ستساتة 0 


بإشتقاق طرفى (3) بالنسبة إلى د نحصل 


24 20090 
000 ( -( ,يآ كا 1 ير 


(عدجا+ + 19+ يو+ق ,1+ بر بيج لاخلا ا _ 


( :71 ع وى وو + م , و7 + ه) سل 


م651١‎ 


(باستخدام (1) عند #م+»ء «م+مء «م+م بدلا من /ا,9©,8 على الترتيب) 


(4) (عباء وم ورا+ سصعق,1+ بمج اعاا دل 


2+1 


تبين (4) أن (2) صحيحة عندما 1 + 7:8. وبالتالى إذا كانت (2) صحيحة 
عندما 72 - 2 فإن (2) تكون صحيحة عندما 1 + +7 + 2. وبالاستنتاج 


الرياضى فإن (2) تكون صحيحة لكل عدد صحيح موجب 
(33) بوضع 2-0 فى (2) تحصل على 


الوه 7 ,06) #جسب 4 


(0 0 





> م[ .نارق ءه] 1 0 


3+0 جر ا نا د +0 ) [ متالفطت 
) 7ه م ( 0 





١ _ 20,1,‏ > (مجقا (جم) ]0 ,20,0 _ 
06 امشسل!ت ‏ ا ل(س+© ‏ ك] .© 


نظرية (؟): (التمثيل التكاملى للدالة فوق الهندسية) 
0 1 





8<0<ر إلك” ز- 1 رتل | لكل - رس بقيم)م 
أى 
- 1 1-1 لطع أجيهد 77 جح ( :8 به) 7 
للبرهان: 
من اقتمريقف 
*< ,(©) ,(») 
لم ص 











*د 1 مجما1 ل ت_ 
ام (س +1 (1080 (,9) رث - 


55م د 


لخاد قل رين لكل (1)7 
١م‏ (مخ- + م +مق)1 (8(108-,10 ١‏ 


(بالضرب والقسمة على (1)7-8) 


عر 1) ممم ا 00 لاللييت 


(8 -7) 8(1) 1 
إحيث 65<0< 0< «+ق,0 < 7-8] 
وأيضا ‏ [يك“"(م-1)”م | - رورم م 160 كلمل 
لي ]سوسس سي 
1( 1-1 20 لال مر 


[ حيث الحد العام لمفكوك “ (2-]1) هو 


(!+«-ع-...(1-ه-00-) _ 
أ" 


6 


([+0)06+1(...)26+2 ,م 
| 


[ ل رمد **م “رسع (-)- 
11١‏ 


1801 )-8( 

5 لط (م -؟,8) 8 
080101-81 1 - روسو ول (8-,8) 
ترمز 8 هنا لدالة بيتا وكذلك 

1087107-88 )88,7-8( 2 


وبالتالى فإنه يمكن كتابة (1) على الصورة 


6179م 


١ 
“جع 1 لازم ]تلع أ‎ (3) 


اوه - ( د :.8به) 6 
حيث (1) ء (3) هى النتيجة المطلوية 
نظرية (؟): نظرية جاوس ‏ (معممءط1 د5كننه0) 
تنص على 
010-86-9 ررربيويمم 


(7-8) 1( - )1 
البرهان: من البند السايق بوضع 1 2-2 نتحصل على 


1 )1ك للب رمبرويمم 
-17) 80(1) 1 


ح--0-1 احم ١‏ 1 
و > 2501-77 العتخلب- 
5 رم 


0-8-00 10801 100 
( 7-6 186 (م- )18001 


_ 1 (1 -86-©( 
1) - (1 )7-86( 


نظرية (4): نظرية قاندرموند (ع020سععل0صة؟) 


تنص على 
ولظحك د روبريع بم 
,7 
البرهان: بوضع #--0© فى نظرية جاوس 
+8 0 الك ربعم 


(7-8) 01م + )1 


(8- )1( -)...(2 - + ق- )2 - +6 - 1201 _ 
( - )901 2(...1 - مج )1 - مج رن 
5576م - 


_ (86-/,)...(2 -م+ق- )!1 - م+ق- بم 
ا لو اع ا كك تت ا ا ا 
0 ...20 - + 1()17 - ير + رو 


نظرية (0): نظرية كيومر. (#عتصتدسدك؟) 
نتص على 


1)06-0+1(186/2+1( 
1)80+1(1 ))8/2(-0+1( 


البرهان : من سابقا بأخذ 1--<. 1+»ه-ق -: (نظرية ؟) فإن 


1 )0,8,8- » ++ 1,-1( > 


م وم اق اهلام نويع (1+ه-1)86 52 
(©+1) (1-7) تع ا ك5 مآ 


ماد عيبو ل (1+»ه-1)86 
131 +-1 4 ددم سب تدحت 
0 [-750 
4# مه ع ود , + (1+»-1)6 
اط -1 بتسببببححت7ت ‏ ب ات 
2 اك ان [- مسرم 
وذلك بوضع اح 2غ+. ‏ عل2 اهله- غك 


الملا ومالرويق) ا (1)0-0+1 _ 
سا زع 01 4 إرين رم - 


(1+(8/2)) ]زا جه -1)6 _ 16/210-0 _ 18-11 _ 
(1))86/20+1-001)86+1 10)86/2+1-00 (218(1:)1-0 


(بضرب البسط والمقام فى 8) 
ملاحظات: تكون معادلة فوق الهندسية التفاضلية 

)01( 0ع بره + > نر[ - ع( +ع +1)] +” بر( 2ع) 
بوضع 6/ « بدلا من *« فى (1) نحصل على 


2( 0 وهم | 83 دادع 5 


والذى يمثل حلها بالدللة (6 / عد,/:.0,8) م 
فإن عندما -هج+8 فإن المعادلة (2) تؤول إلى 











)0( 0ح بو - > بورع - ر) + بور 
الذى حلها هو 
١‏ 2 3 
0( 1 0082 فليا 
تسمى المعادلة (3) بمعادلة فوق الهندسية التفاضاية المدمجه أو معادلة كيومر 
والآن: 1 
(د<+2(..)6+ 2)8+ 8)8 _.._ ,(© _. 
84 ا 
ل( 
وعلى هذا فيمكن كتابة حل(4) على الصورة ش 
اع )].©© جين _ | ع 2 
6 م يقس ععهه )مس 
٠ )0()0( )©( , ْ‏ 
9 - 0 2-7 ها كأ 12] - 
ا ا اا لد | 


وهذه الدالة تسمى بدالة فوق الهندسية المدمجة وتحل المعادلة التفاضلية (3) 
بإستخدام طريقة فروبنيوس السابق شرحها حيث أن 0 - نقطة شاذة منتظمة 
نظرية (5): (اشتقاق الدوال فوق الهندسية المدمجة) 
ثبت أن 

1 


(تدبا+ قرا +نه) لج - (عدرقاءه) بي 


51م 


ثم استنتج أن 





َ 
(ع«,ه+م,مبى) م فد 0 نا )001( 
و00 د 35 


اليرهان: من التعريف 


1 -(عد,قيه)‎ 0 ١ 
0م‎ 


واستخدام نفس طريقة الاشتقاق التى شرحناها فى نظرية )١(‏ وينتج المطلوب. 
نظرية :)١(‏ (التمثيل التكاملى لدالة فوق الهندسية المدمجة) 





اثيت أن 
1 
ديا 6-1 لاع 1 ,0 ص 
: 0 > نايت 
حيث 0  <‏ <م 
البيرهان: من التعريف 
1 192 (+1)0 خح ١‏ 0ش 
5 2 
م +13 1600 2 1م 0( عم 5 ةيم 
"18-10 0 18 
5 (سج» +»-1)8 كه -17000108 7 
ادمصعه هق > (1)8 23 
5-6 ل 0 ا بك 86-0 1001 
: 2000000 _ (14(م)1 
[ ان 0< بو,0 >م, +24 5 كزع -1) | -(4.م)8- قم 


77م - 


: لاف 0-1 واحه-ق (1)68 
-[1) [ ل سلت سداد 
2 6 اج -17)000108 7 


6-1 1-هه خم لال 
)1( دس سهسدة) | 8 1 
ار آلب رامع 1 
22( بق نسي 1-ه ر1-ه 6(ع-1) اج 2 
وهى للنتيجة المطلوبة. 
نظرية (4): (علاقة كيومر) 
ثبت أن 


( ع بة] ره - 0) 6*1 > ( عدرق]0) ”1 
لليرهان: نعرف أن من البند السابق 
رات رمم 2300 
00 ول تتولت» ره رم 1) 0 0 (عد,ق,») 7 
بوضع (0-0) بدلا من 0ه ع- بدلا من 2 فى (1) نحصل على 


- يدعم 1-(-8)-م م( 1 0 3 
و - م ل 0 


وق “د ج1-ه-8 1( 01 ا السب 
(0) 1( )1 


(-1) عر 1- هماحت ا 2( 1 
(سه) ا 06 لم 1 > ري ]ره ويم 


(وذلك يوضع »-غ+- ٠1‏ »:-1 ع-) يك -- نك4) 


در انه آ-يم 7 )1 55 
مك 67 لي 7 4 -1) 0 26-1 


خم ل 


وى دياه اه تزع 1) ا (1)0 506 
م (8-0) 0(1) 1 


من العلاقة (1) (>,8,ه) م * م- 
( »)7 “مح (ع- رمب -7)86 0 
وبالتالى فإن 
(- ,3ه - 86) 7 “ع - ( عررقايه) 7 
4 الدالة فوق الهندسية الملاصقة 
103 13706156012611 2011118110115) 
تعريف :)١(‏ 
يقال أن الدللة («,8,86,7)” (طيقا لجاوس) أنها ملاصقة 0120128110115© 
إلى (*.لا.5)0,8 عندما تزداد أو تنقص بواحد. وواحد فقط من البارامترات 
بمقدار واحد وطبقا لهذا التعريف فإنه يوجد ست دوال فوق هندسية للدالة 
(0,8,7) ويرمز لها 
( ع إة,ق],1 -0) "1-1 (عءلا,08+1,8) 7- بىي1 
( عابط 8 ه) اح . (عملتم0,8+1) لبا 
( دما - باترقيه) ع ,ل , (عما+ لاءق.0) 7 د ,1 
نظرية :)١(‏ اثبت أن 
(عد ,لا ,1 + 8 ,0) 8( ح,ئة,ق ,1 + .0 ) “ناه - ( عد,لا,ق به) 8(1 -0) 


ب81- نه ع #(م-ه) 
البرهان: من التعريف ظ 


,. (1+م)(ه) (0+1208) كى_ 
0001 5- 00 ر8 - بوكن- يمقه 


98م 


(8)8+1© ,0 ت_,. 0000 ج_ 
نسوس 202 


2 ) ++6()6) ,20:0 2 حا 17 ,(8) 01100 5 سه 
ا ا ا 2 


[ لأن (1-ع+ 1+ يه).(” -1+ )...(2 + 0)0+1()0 - (1+م)ن 
6+7 /[(1- - + 2(...)0 +0)0+1()0] - 
[ ((02+72()0)- 
4ه العلاقة المصاحبة للدوال فوق الهندسية المدمجة 
١١ >00‏ -6)ق - #(1-م + علق + وكاعرق - »ه) 
الاثبات: ينتج مباشرة من اليند السابق. 
5-4 امثلة محلولة: 
مثال :)١(‏ اثبت أن 
(عد,0,8,6) 5 ,- “ (-1) (13) و (5)0.0 ,- *6 () 
1>|ع| ,«(عباياب) - '(ع-1) (تتة) 


(-,0,1,2 كر +ع( +0)هاط  )0(‏ , (عبلرارم) - *(ع + (0) 


شاطام د( عه إما 13 ,(1,2,2,ب0 كي ع د( -41ها (,) 
1 6 





تي 13 طاجم ممه هي 113 
[ عدبا )5 * ' هما (:1) ام - عد' متك (نتل) 
للحل: 
(3) من التعريف 

)01 2 ع » 90031 + يمن ع م6 رقب 


!2 9+مم 1 طم © ك2 


8ه 


بوضع 0 بدلا من 8 فى (1) نتحصل على 


*م<2, لوقن > ( 0 ,00) رو 
!2 !]1 


(11) من التعريف 
5 + قاة! جم)م, ع قه 
2 (1 + !1 ”* 
بوضع 6 بدلا من 7 نتحصل على 


0 2021862 مه 
!2 (0)6+1 !1 م 


27, 0,8, ( - 1+ 


خل+1- رع رمق ,») ل 


ر ع : 
2 1 عع اميه 0 - 


.+ 2(عر-1 | للكت بر ورم +1 
*(+-1)- 
من نظرية ذات الحدين 
(نتقاء (17) مثل (11) متروكة كتمرين. 


+ع (0+1(6)8+1)» ب قب - ( :8 0) 1 
2 1+ بن !1 با 1 


بوضع 1 1ع 2ء» «*«- بدلا من ©ء قء لاء * تحصل على 


3 2 2 
_(2 123.123 -(2>) 12.12 بزع لطي -( .2 ,1.1) 
31 2._.4 ,2 2.33 !1 2 





بضرب طرفى هذه المعادلة قى < نحصل على 
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2 3 4 


ا ل > ( ع ,2 ,1,1) لمع 
4 3 2 1 
(-+1]2)1 - 


(973)» (13؟9) _تحل مثل (97) وتترك كتمرين. أما (31ة؟) من التعريف نجد أن 


و *ع (1(06)8+1+ )هت و ع ذه 


درج 7 
2 (1+بهن 5 > ( ,لا قبه) 


(1 


يوضع ل 2 2 *د بدلا من م0ء 5ء /وء «* على الترتيب فى (1) 
نحصل على 
اند اك 
نمك فى 
وبالضرب فى + نحصل على 
مله > .. وتوت 1 1 - (” :د ,2 2) د 
(ة) من التعريف 


+ +16)6+م)ه جك > جر ب8 ب 1 
2١‏ [+ بن |1 * ١‏ 


بوضصع 2 1 ّ ص_ بدلا من )0ء» م» 7إ0» د على للترتيب نحصل 





على 
ب 6/212[ 4) 5 اك 0 
ا سي تخدين 7 تددم تلم 
 )3/25/2 2!‏ !1 3/2 2532 
4 2 
عه وحتيرت 
5 3 


"5م 


5 3 
0 5 «- [ ع جاء ]5ه 
5ة 3 2 2 


مثال (؟): اثبت أن إذا كان 1 >إعاء لكا قإن 


5-5 4“ (ع -1) - ( ع ,8 ,0) ,2 


(سكتت,ء,ضرعيه | *(-0 - (ج,», طيمج 
6- 


الحل: من التمثيل التكاملى للدوال قوق الهندسة 
© ا وم ااام وهام سر و هه 
)1( بك 1 7 )الع ص - ( + ,,0010) 1 
بوضع +-1 دم ح>» ويه ع علء 1-4 - ع فتحصل من (1) على 


( )»> ( مرج بد )ير وير 1) لقي - رين بقابه) ور 
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لت )- 00 يقبن ع 17 8 
مال ] (ع- 1-20 0 





يناري نمب 1001* 00 
3 7 1-5 > رم رمح 
بوضع 8-لزاء 2 بدلا من 8 *# فى (1) فتحصل على 


)1 و 
ساسح سس بج وس 3 00/37 1 ' 
((8 - 7) - 1-8017 مي الس 


4- 1 
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ا 1 411 الاير ١‏ (/1 5 
9 5 1-ي / 0 ا (6 7-801 1 
باستخدام (3) فإن من (2) نحصل على 


كبر هدبيه) ا -1) >( ةنم 0) 4ع 
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تمارين 
)١(‏ اثيت أن 


عرق لسك - رىر.ب:-ميه) ج- وعد رنري1- قياس يم) )2 
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(؟) اثبت أن 





(عطبسام حت “)حرم 8 () 


»اق الوا “(1-) > )8 (ق) 


(عبانه- )كر !ع د رع) ,م (تتت) 


(') لثبت أن للدالة فوق الهندسية 

0 0)0)+1(6)6+1( 

0 -1 > ( علو ,م ,00) 2 
هى حل المعادلة التفاضلية 


0ح برقه- نر[ 8+1 + ) ]+ ” جرع - )ع 
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1 1١ 
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المراجع 
لقتاضع 101111 لإمقمتل01) :عع212 .)© له طلاتسدتومسة .12 
2 ...للق 2201 مساج قطن) .كدهتتهسنآ1 
2 .21025نال2 لمتاصع 10111 لإممصتل02) :مم5 ستدمت) .ل 
7 ...للد لتنة مسج قط .180 
1011121 تدامعصطة11 :لتقدرك0205) 5 320 عأعتضع12 .اع 
450015082-1/5167 .1220025آاممة ‏ 11 5ممللدنن:]1 
.1980 .جندهم) عستطكتاطط 
.5 10111212231 لدتامد 2320 “01201233539 :كمله1 .م 
.0 آللذض 1د 
ولاتلتطقاكم] ,كلصطاء8 «سممدط سوعط :عع .0[ مده عده1 .0 
19909 ,عالتاصعك5 ١71010‏ ,2205 لهه عنام م مهتت ) 
كتقعستلده11 كمه كقعصنا ,ممعصطه1 .خ1 4سة إعلأصتس8 .ل 
.3 لاعأتسنآ موده كنلا .كممتنددوظ] لمتاصعن 1111 
لقتاصعوء 10111 تتتقستل:0) كتعسمتلدهل] :لاتسرك .2 له سهملمم1 .10 
.5 0:10 .ووع12 2123162002) .1]:01301085 
-طاءن11 كسممتنهمو8 لمتاضعى1011 جتمستل01 3191 1 
78 ,1011320 
015 31تاهع01111آ :201315 ذة أقعط0] لله كتقلةط .11 
لدع 1أقددع 112 كأصع 10د .1002هاناجدراهم) ل0ضهة دع تسقطعع1/1 
.51,2009 .701 ,لمق وطة.] 
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.1980 ,ل1أمصعم 

5 ,لزعل ةلالا صطه[ .ك005 دناب لمتاصء0111آ :1055 .هآ [12] 
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صدرمن سلسلة الفكر العربي لمراجع العلوم الأساسية 



















)١(‏ البصريات. أ.د. أحمد فؤاد ياشا 
أ.د. شريف أحمد خخيرى 
(9؟) مبادى الكيمياء العملية التحليلية والعضوية أ.د. أحمد مدحت إسلام . 

























وغير العضوية. أ.د. السيد على حسن 
(*) أسس الكيمياء العضوية الأروماتية. أ.د. أحمد مدحت إسلام. 
(4) أسس الكيمياء العضوية الأليفاتية. أ.د. أحمد مدحت إسلام. 
(©) فيزياء الجحوامد. أ.د. محمد أمين سليمات. 
أ.د. أحمد فؤاد ياشا 
أ.د. شريف أحمد خيرى. 
(5) أسس الكيمياء الفيزيائية. أ.د. أحمد مدحت إسلام. 
(طيعة جديدة مزيدة ومنقحة) أ. د . مصطفى عمارة. 
(7) أسس الكيمياء العامة وغير العضوية. أ.د. أحمد مدحت إسلام. 
أ.د. مصطفى عمارة 
(4) علم الفلك العام. ارفك :عرقك اليد موقن . 
أ.د. مصطفى كمال محمود. 
)4( أسس علم الميكانيكا. أ.د. عبد الشافى فهمى عيادة. 
(طبعة جديدة مزيدة ومنقحة) أ.د. على محمد أبو ستة. 
أ.د. أحمد بدر الدين خليل 
أ.د. عيدالرحمن السمان. 
)1١(‏ العلوم الجوية وتطبيقاتها «التنمية باستخدام أ.د. محمد الشهاوى. 
الأرصاد الحوية». 
(1) علم البيئة العام والتنوع البيولوجى. أ.د. على على المرسى . 


أ.د. محمد محمد الشاذلى ‏ 
)١١(‏ أساسيات علم النبات العام: الشكل الظاهرى أ.د. الإمام عبده قبية. 
والشركيب التشريحى - تقسيم المملكة النباتية أ.د. محمود جبر 
وظائف أعضاء النبات. .د. إسماعيل كامل . 
















.د. حسن مصطفى العويضى ‏ 
32-5 عيد الشافى فهمى عبادة. 


() أسس علم الرياضيات [التفاضل والتكامل]. 





أ.د. محمد طلعت عيد التاصر . 
)١5(‏ الفيزياء التووية. أ.د. أحمد السعيد الناغى. 
(طبعة جديدة مزيدة ومنقحة). أ.د. محمد نيبيل يس البكرى 
(15) الفيزياء الحيوية. أ.د. أحمد فؤاد ياشا 
أ.د. فوزى حامد عيد القادر , 
أ.د. السيد عوض جعفر 
| 


() أشباه الموصلات. .د. شريف أحمد خيرى 













أ.د. حسن حسين حسن 
)٠0(‏ ميادئ الكيمياء التووية. أ.د. عيد الحكيم طه قتديل 
)١8(‏ النسبية وقوى الطبيعة. أ.د. محمد تييل ياسين اليكرى 
أ.د. خالد على كماخى 
)١14(‏ كيمياء عناصر الوقود النووى. أ.د. عبد الحكيم طه قنديل 
(3) تقنيات القرن ١؟‏ لتحسين النباتات ياستخدام 1أ.د. عبد الرحيم توفيق التاغى 
زراعة الأنسحجة. أ.د. سمير عبد الرازق الشويكى 
(1؟) أساسيات علم الحيوان. | | 


(22©2590 أساسيات العلوم الفيزيائية. ٠‏ أ.د. أحمد قؤاد باشا 
أ.د. فوزى حامذ عيد القادر 
ا 


.د. شريف أحمد خيرى 


أ.د. محمد نيبيل يس اليكرى 
(1) أساسيات علم الحشرات. أ.د. على على المرسى ‏ 
00 أ.د. محمد الشاذلى 
(4؟) أسس الكيمياء التحليلية غير الآلية والآلية. ‏ أ.د. أحمد مدحت إسلام 


.د. مصطفى عمارة 


)7١0(‏ الهندسة التحليلية المستوية والفراغية. 
(75) ميكانيكا الكم. 
(70) علم البلورات والأشعة السينية. 


(754) كيمياء البيئة: تطبيقات أسس فروع الكيمياء 
على ملوثات الهواء والماء والتربة. 

(14) الجيولوجيا الفيزيقية والتاريخية. 

)١(‏ الفيزياء العملية وتجارب المحاكاة. 

)١(‏ أسس الجبر والجبر الخطى بين النظرية والتطبيق 
مع أمثلة محلولة. 

(77) مقدمة فى علم الأنظمة البيئية. 


() الطاقة الشمسية المصدر الرئيسى للطاقة 

(5") الأسس الرياضية للديناميكا الحرارية 
والميكانيكا الإحصائية. 

(5) النظرية النسبية الخاصة والعامة. 

(0") المعادلات التفاضيلية. 


أ.د. عبدالشافى فهمى عيادة 
أرد. حسن العويضى مصطمى 


.د. محمد نبيل يس البكرى 

.د. صلاح الدين نبيل يس البكرى 
.د. تعيمة عد القادر أحمد 

.د. محمد أمين سليمان 

.د. أحمد مدحت إسلام. 

د. مصطفى عمارة 

.د. حافظ شمس الدين عيد الوهاب 
.د. أحمد فؤاد ياشا وآخرون 


5 . محمد عيد العظيم سعود 


أ.د. محمد محمد الشاذلى 
مراجعة وتقذيم أ.د. - محمد 


أ.د. محمد أمين سليمان 
أ.د. عادل طه يونس 
أ.د. عادل طه يونس 


أ.د. عيد الشافى فهمى عبادة 
أ.د. حسن العويضى مصطفى 
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